序 


编写 本 书 有 双重 的 且 和 的 。 前 十 章 可 以 作为 群 论 课程 的 基 
础 ， 因 而 每 章 末尾 都 有 有 习题。 后 十 章 可 以 用 作 选 修 课 材 料 或 
参 学 资料。 本 书 用 作 课 本 时 ， 要 求学 生 具 有 近世 代数 入 门 课 
程 的 知识 ， 即 相当 于 勃 专 夫 和 麦克 兰 的 《近世 代数 概论 》 
(Birkhoff and MacLane [1]) 的 内 容 ?。 我 尽 可 能 使 本 书 是 独 
立 的 , 凡是 需要 预备 知识 的 地 方 ,都 给 出 了 参考 文献 , 主要 是 
勃起 夫 和 麦克 兰 的 书 . 

当代 群 论 方面 的 研究 是 活跃 的 和 广泛 的 ,这 可 以 从 《数学 
评论 》(Mathematical Reviews) 上 刊载 的 文章 来 证 实 。 要 想 概 
括 全 部 主题 或 列举 完全 的 文献 ,是 不 太 可 能 的 .因此 我 在 很 大 
程度 上 根据 上 自己 的 兴趣 来 选择 讨论 的 主题 ， 参 考 文献 也 只 限 
于 列强 本 书 所 参 芳 的 ， 某 些 很 重要 课题 的 详细 研究 在 新 近 的 
出 版 物 中 是 很 容易 找到 的 ， 所 以 对 于 这 些 课题 的 论述 我 就 力 
求 精简 。 关于 无 限 阿 贝尔 群 的 详细 讨论 ， 读 者 可 以 参考 库 
多 什 的 《和 群 论 》[Kurosch 《KypouD[21]3? 和 卡 泌 伦 斯 基 的 专 
车 《无 限 阿 贝尔 群 》(Kaplansky[ 1]) 的 适当 部 分 。 同 属于 爱 
尔格 动 尼 色 从 书 (Ergebnisse series) 的 铃木 通 夫 的 《 群 的 结构 
及 其 于 群 的 格 的 结构 》 (Suzuki[1]) 及 柯 克 色 特 和 摩 色 尔 的 
《离散 群 的 生成 元 罕 和 关系 》 (Coxeter and Moser, Generators 


1)》 学 过 高 等 代数 的 读者 ,只 要 再 具有 张 禾 瑞 著 < 近 世代 数 > 一 书 的 知识 .一 一 
2) 有 中 译本 : A.T. 库 罗 什 , 群 论 , 人 民 教 育 出 版 社 ，1964， 一 一 译 者 


中 
Ss 


— Tip yi 一 一 全 TU ti ii ie bio 


and Relations for Discrete Groups)0， 可 以 供 希 望 进一步 研究 
这 些 课题 的 读者 参考 . 

本 书 是 从 我 在 俄 交 俄 州立 大 学 多 年 的 群 论 课程 的 讲稿 发 
展 而 成 的 。 本 书 的 主要 部 分 是 1956 年 在 剑桥 的 三 一 学 院 写 
的 。 《下 路) 


1 ) 这 本 书 未 列 在 节 末 文献 中 ， 一 一 译 者 
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第 一 草 引 论 
1.1. 代数 定律 


代数 学 有 很 大 一 部 分 是 探讨 元 素 的 体系 的 ， 这 些 元 素 象 
数 一 - 样 ， 可 以 用 加 法 或 乘法 或 同时 用 两 者 把 它们 结合 起 来 ， 
设 给 定 一 个 由 字母 a, 6, c,::…… 表示 的 元 素 的 体系 。 我 们 把 
这 个 体系 记 做 5 = 二 S(a,5,c，*…*)。 这 种 体系 的 性 质 取 决 于 
下 列 基本 定律 中 有 哪 一 些 成 六 : 

闭合 律 。 40. 加 法 有 意义 。 。 M0、 乘法 有 意义 . 

这 就 是 说 ， 对 于 5 的 每 一 对 有 邦 的 元 过 a 和 4， 
a 十 b= 二 < 存在 向 且 是 8 的 唯一 的 元 素 , 又 4 一 d 


也 存在 而 且 是 5 的 唯一 的 元 素 。 

结合 律 Al. (a+6)+es= MI.(ep)c 一 
4a 十 (6 十 c). a(be). 

交换 人 律 42. 二 ea 一 4 十 M2.ba= ab, 

零 和 单位 元 雪 A3. 0 存在 ， 使 得 M 3. 1 和 存在， 使 
对 二 有 得 对 于 有 有 
0 十 5 一 4 十 0 la= al= a. 

负 和 逆 44. 对 于 每 个 M 4. 对 于 每 个 


1) 这 里 提出 的 M4 的 表述 适用 于 加 法 和 乘法 都 有 意义 的 体系 . 如 果 加 法 
在 ,使 得 (47)4 一 4 ) 亚 1.7 


ee 1] 


A Ss = i 本 直人 hb re mh HE i Bi he re er EC Hh. Pi -PE Te tl Eh 四 


4 一 存在 ， a 天 10;24! 
全 得 存在 ， 使 得 
(—4) 十 4 二 4 (aa 一 CC ) 
十 (一 4) 一 0. 一 二 
分 配 律 D1. ca( 二 ec) 一 ap 
十 ac. 
D2. (b +c)a= ba 
十 cua, 
定义 。 入 是 二 有 生生 生生 的 合生 于 人 和 满足 40,41， 


电 


值得 指出 ， 除去 在 M4 上 0 交道 不 存在 以 外 ， A0-A4 和 
M0-M4 是 完全 平行 的 . 然而 在 分 配 律 中 ,加 法 和 乘法 是 绝 然 
不 同 的 、 加 法 和 乘法 之 间 的 这 种 平行 性 可 以 用 对 数 有 来 说明 . 
在 对 数理 论 里 ， 加 法 乘法 之 间 的 基本 的 对 应 关系 是 以 下 的 
公式: 

log (xy) = logx 十 log y。 

一 般 地 说 ， 集 合 5 的 一 个 * 元 运算 是 以 S 的 元 素 ao 
an 为 元 的 # 元 函数 1 一 (41，*…*， 4x)， 当 j 对 于 这 些 元 有 证 
义 时 , 它 的 值 Koe …，a) 一 和 是 S 的 唯一 的 元 素 . 如 未 
对 于 在 5 中 任意 选取 的 ma， …，an， 帮 cat，2) 都 有 定义 ， 
我 们 就 说 运算 f 在 5 上 有 意义 或 者 说 集合 5 对 于 运算 来 说 
是 闭合 的 ， 

在 域内 ,加 法 和 乘法 都 是 有 意义 的 二 元 运算 ,和 们 他 运 算 
帮 (oa) 一 9 则 是 对 于 除 零 外 的 所 有 元 素 都 有 意义 的 一 元 运算 . 


1.2. 映 射 


从 一 个 集合 5 到 一 个 集合 了 的 映射 是 现代 数学 中 的 一 个 
* 2 。 


非常 基本 的 概念 . 
~ 从 集合 5 到 兴 合 工 的 映射 “ 生生 人 S | 


向 : 
:Xx~—>y 或 y= 二 (x)a. 
元 素 ? 四 做 > 在 “下 的 像 ， 如 果 集 合 工 的 每 个 y 至 少 是 中 
一 个 z 的 像 。 则 就 说 “是 从 S 到 T 上 ? 的 映射 

从 一 个 集合 到 目 身 的 映射 是 符 别 重要 的 。 例 如 平面 的 诈 
A 按照 以 下 的 定 

从 集合 5 到 目 身 的 两 个 映射 a 和 86 可 以 结合 起 来 而 产生 

人 s 到 自身 的 第 三 个 映射 

个 害 人 案 合 到 目 寻 的 风 个 联 射 。 和 8， 我 们 用 


志和 


各 二 


县 = 一 op 则 = 一 CD 了 7 映射 7 叫做 和 8 的 共和 而 有 
记 做 7 一 op， 
这 时 因为 y 一 《x)a 和 z 一 《7)8 都 是 唯一 的 ， 所 以 > 一 
[ (x)a]8 一 (x)Y 对 于 5 的 每 个 x 都 有 意义 而 且 是 5 的 唯一 
定理 1.2.1. 如 果 用 映射 的 乘积 来 定义 胶 法 ， 则 从 集合 


证 明 . 上面 已 经 说 过 M0 是 成 立 的 。 让 我 们 来 讨论 M1. 
设 a,，8, 7 是 三 个 已 知 映射 。 取 S 的 任意 元 素 * 而 且 设 y 二 
(x)a, z=—=(y)B 和 zz 一 (z)7y7。 那 么 (*)[(a8)7] 一 (zy 一 ao， 
而 且 (x)[La(87Y)] 一 (y)087) 一 w。 因 为 两 个 映射 (ap)y 和 
xp87) 对 于 5 的 每 个 x* 都 给 出 相同 的 像 所 以 (ap6)Y = 
a(B7). 
1) 请 读者 注意 “从 5 到 (into)T 的 映射 ?和 “从 到 并 上 (onto》 的 贞 射 ” 
的 区 别 ， 一 一 译 者 


.4 3 . 


人 a TT ee HPC ED PPE ME pi Hh A Tt Te | 


为 了 证 明 M3 成 立 , 设 1 是 对 于 5 的 每 个 + 使 (x*) 1 一: 
及 蛇 导 。 那 么 1 在 下 列 意 义 下 就 是 一 个 单位 元 素 : 对 于 任何 
陕 射 oa, al = lag=—a, 

一 般 地 声 , M2 有 M4 对 于 瞻 射 不 一 定 成 立 . 但 是 对 于 一 
二 重奖 的 映 绒 ,到 从 5 到 月 身上 的 一 一 映射 ，M4 成 立 。 

定义 ， 从 来 合 S 搜集 合 二 风 肛 其 0 上 做 说 (我 们 


| 


素 上 人 我 们 反 这 样 的 吹 负 记 做 : uix 二 >) 这 里 x 是 5 的 
元 率 ，}y 是 了 工 的 元 素 . 这 时 我 们 说 5 和 工 的 元 素 的 基数 ” 相 
同 . 

定理 1.22， 从 集合 5 到 让 身上 的 全 体 -一 一 本 则 请 中 
MO, Mi, M3 向 M4 

证 明 . 六 为 定理 1.2.1 包括 了 M0，M1 和 M3, 我 们 只 
奖 验 证 M4， 如 末 a:x 三 之 y 是 从 5 到 目 身 上 的 一 一 肌 射 , 旭 
恨 据 定义 ， 对 于 S 的 每 个 恰好 存在 5 的 一 个 x 使 得 一 
(x)a。 这 样 对 于 每 个 》 就 规定 了 唯一 的 x， 这 个 规定 决定 了 
从 5 到 目 喘 上 的 一 个 一 一 鼎 射 r:y 志 之 +. 从 7 的 定义 得 出 ,对 
于 S 的 每 个 x,(x)(ar) 一 x, 又 对 于 5 的 每 个 y, (y) (reo) 一 
y， 因 此 ar 一 ra 一 1, 因而 7 是 具有 M4 中 ao 的 性 质 的 映 
射 

了 我 们 把 从 一 个 案 合 色 它 目 身 上 的 一 一 映射 叫做 置换 ， 权 
征 已 知 集合 是 有 限 的 ,为 了 表示 一 个 置换 ,可 以 把 这 集合 的 元 


1，2，3 
素 排 成 一 行 而 且 把 它们 的 像 记 在 下 面 .因而 一 (， ”| 


1) 关于 基数 的 讨论 ,参看 Birkhoff and MacLane[1] 、 第 356 页 ， 这 个 概 
仿 以 及 本 书 由 共 他 类 似 于 它 的 概念 都 请 参 克 所 提出 的 文献 。( 译 者 按 : 集合 的 
元素 的 基数 也 则 做 集合 的 势 .) 


名 4 昌 


1 2 3 

和 8 一 (， 。 ，) 是 集合 3(1，2，3) 的 两 个 置换 、 它 们 的 乘积 
] ， 2 ~ 

就 定义 为 置换 cp 一 (。，”， )， 注 意 这 里 给 出 的 置换 相 科 的 


规则 是 从 左 到 右 的 ， 有 些 作者 定义 置换 乘积 是 从 右 到 左 地 相 
乘 的 ， 


1.3， 群 和 若干 有 关 体 系 的 定义 


我 们 看 到 ,作为 单个 的 运算 ,加 法 和 乘法 满足 同样 一 些 定 
律 。 这 些 定律 除 交 换 律 外 ， 还 都 被 从 一 个 集合 到 自身 上 的 一 


一 瞎 射 的 相 乘 规则 所 满足 。 这 些 一 一 遇 射 所 服从 的 定律 正 是 


我 们 用 ee 


叫 


结合 律 ， Co 一 

cz 单位 元 的 存在 ， 存 在 元素 !， 售 得 对 于 的 人 人 
4， 邦和 有 la = 41 一 4 

G3. 赣 的 存在 ， 对 于 6 的 每 个 。， 存在 C 的 元 素 o 使 
得 al 一 ac 一 1. 

这 些 定 律 中 有 多 余 的 ， 我 们 可 以 略 去 G2 和 G3 的 一 半 ， 
市 把 它们 换 成 : 

G2* 存在 天 素 1 使 得 对 于 G 的 每 个 os la 一“ 

C3", 对 于 G 的 每 个 。, 存在 G 的 元 索 x， 使 得 ze 一 1， 

证 我 们 来 证 明 从 这 两 个 定律 可 以 导出 G2 和 G3. 对 于 
已 知 的 a, 根据 G3”， 设 


机 


xa= 1 村] yx 二 1. 

于 是 我 们 各 

ax—l(ax)=(yx)(ar)=y[x(ax)]=yl1lx}]=yx=1, 
因而 G3 成 江 。 肝 有 ， 

4 = la = (ax)a = a(x4a) = al, 

因而 G2 也 成 六 . 

单位 元 素 1 和 道 e: 的 唯一 性 很 容易 确立 《参看 习题 
13)， 我 们 当然 还 可 以 把 G2 和 G3 换 成 这 样 的 假设 : 使 得 
al 二 4 和 ax 二 1 的 1 和 * 存在 .但 是 如 果 假 设 它们 满足 
al 一 4 和 xzxre 一 1， 情 如 就 有 些 不 同 . 

可 以 有 好 多 种 方法 把 一 个 序列 aez ea。 加 括 弧 以 使 乏 
步 用 二 元 乘积 来 计算 它 的 值 。 当 二 = 一 3 时 恰好 有 两 种 加 括 明 
的 方法 ， Me | ; te， et 


对 施行 入 纳 法 ， 广电 证 有 广义 结合 律 是 结合 律 的 推论 
(参看 习题 1 ). 

可 以 给 出 另 一 个 定义 ， 它 并 未 明白 好 假设 单位 元 素 的 存 
在 . 
b,c,***). 它 浦 足 ， 

对 6 的 每 一 对 有 序 的 元 来 。 a 和 2, 二 元 弱 积 ab 有 


和 
六 部 浊 才 忆 二 
看 和 学 晶 


二 


1) 参看 H. B. Mann[1] . 
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5) 结合 律 。 (ap)c 一 a(bc). 
4) 逆 律 .ie (#6) 一 5 一 (ba)a™, 
容易 验证 满足 第 一 个 定义 的 全 体 公理 的 任何 集合 也 满足 
第 二 个 定义 的 公理 。 为 了 证 明 逆 命 题 ， 假 设 第 二 个 定义 的 公 
理 成 立 ， 竹 虑 下 面 的 等 式 : 
Zi = |[(a ia)ol1o™! 一 (alz ) (65) 
一 a [a(b6)] 一 22， 
当 a 一 8 时 我 们 有 aa 一 ae 因而 对 于 G 的 每 个 a, 元素 
aa 一 a4 是 相同 的 。 我 们 把 这 个 元 素 肌 做 二 ,于 是 G3 
成 立 天 有 ， 
Ib = (a a)b = aT!(ab) = 2, 
得 
bl = b(aaT!) = (ba)a™! = b, 
即 G2 也 成 立 ， 因 此 群 的 两 个 定义 是 等 价 的 ， 
i 


LI1. a/a 一 pp 
L2. a/(b/6b) = a. 
L3. (a/a)/(b/e) = cfb. 
L4. (a/c)/(b/e) = 4b. 
利用 这 个 运算 ， | J 用 下 列 规划 定义 一 元 二 二 一 于 : 
= (b/5)/2., 
于 是 利用 L3 和 52， 人 
(GT = CO = (07 6 D/L (8/5) LL] 
= b/(b/b) 一 5。 


现在 我 们 再 用 下 列 规 则 定义 二 元 运算 一 一 乘积 : 
ab = a/ob™!. 
于 是 a/2 一 4/ 一 ap 我们 用 1 表示 由 Ll1 确定 的 
4/4 二 5b/6b 的 公共 值 。 丁 是 Ll1 变态 aa 二 一 1， 同时 对 于 任 
何 “ 还 有 1 一 4 一 4a a。 因而 第 一 个 定义 的 G3 成 
立信 6 二 (6/5)/2 里, 令 5= 二 1, 就 有 1 一 1 一 ， 因 而 
一 ]/1] 一 1] 二 17 于 是 上 2 二 一 4a1 二 4., 根 据 定 

义 , 657 二 1/4 一 1071 内 要 令 b 一 41 这 就 给 出 (4-0 二 
1 或 2 一 1 因此 第 一 个 定义 的 G2 成立。 现在 L3 
变 成 1(pc 一 ) 一 co 办 而 (pc 一 cp 在 ZL4 里 ， 令 
za 一 Y，0 一 1，c 一 和 ;于 是 (xy)(1y) ”二 x171 一 +, 即 
(zy)? 一 一 zx。 现在 对 于 任何 x，y，g， 令 za 一 yy，p 一 zl1， 
cc 一》 堵 么 ac7 一 (xy 一 一 zx。 又 了 4 可 以 改写 成 (ac ) 
eo 一 62 一 ， 出 ca 一 00”。 这 个 等 式 用 *，y， 
z 瑟 出 是 x(y2) 一 《xy)z，, 这 就 是 结合 律 Gl， 因此 从 群 的 这 

定义 可 以 导出 第 一 个 定义 。 反之 ,根据 第 一 个 定义 ,只 要 令 
jo- 一 4/2, 我 们 容 妇 验证 L0, Li1, L2, L3, 上 4 都 成 立 . 
因此 这 两 个 定义 是 等 价 的 . 

还 有 一 些 只 满足 群 的 -… 部 分 公理 的 代数 体系 。 以 下 是 主 
安 的 几 种 ， 


各 
需 
器 


寺 


| 


悦 白 然 满足 六 有 这 此 定义 库 罗 什 咎 经 指出 ， 可 以 把 群 
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定义 为 既是 半 群 又 是 拟 群 的 集合 。 作 为 半 群 ，G0 和 G1 成 
立 。 设 对 于 某 个 65，z 是 使 2 二 4 的 唯一 元 素 ， 再 设 》 是 在 
by 二 a 中 由 45 和 a 决定 的 元 素 。 那么 (tb)y = by， 办 而 
:by) 一 by, 央 对 于 任何 a 都 有 ia 二 a, 因此 G2* 成 立 ， 在 
氢 群 中 G3” 也 成 立 ， 可 是 我 们 已 经 证 明 过 了 , 这 些 性 质 就 决 
定 了 和 群 . 

具有 可 逆 性 质 的 氢 群 是 指 具 有 二 元 乘积 和 一 元 逆 满 足 

a l(ab) = 6 = (ba)a”™! 

的 体系 ， 上 述 等 式 就 表示 可 闭 人 性 质 . 我 们 必须 证 明 可 逆 拟 群 
中 的 乘积 决定 一 个 拟 群 ， 如 果 a6 二 c， 则 我 们 有 6 = a 
(5 一 ae 和 ez 一 (ebp 一 cp 因而 不 仅 < 和 6 唯一 
地 决定 c; 而 且 给 定 了 <。 和 a, 最 多 有 一 个 4， 又 给 定 了 < 和 
b， 最 多 有 一 个 ae. 记 a(aTlc) 一 w， 那么 orekeric)] 一 
2 因而 orc 一 ai。 于 是 (earic) 一 (eerlzo)， 
内 而 < 一 2、 因此 ec) 一 < 园 理 (co -02 二 <。， 所 以 这 
体系 是 拟 群 ， 我 们 注意 到 可 逆 拟 群 不 一 定 是 络 。 给 了 三 个 元 
款 g，p，c 和 关系 式 妈 一 4&，a 一 bp 一 cc 关 一 5，pc 一 
cc 一 4 5 一 cc 一 dc 一 和， 我 们 发 现 可 以 取 每 个 元 素 作 
为 它 目 己 的 逆 而 得 到 一 个 可 首 拟 群 ， 但 是 它 没 有 单位 元 素 . 


1.4， 子 群 , 同 构 , 同 态 


群 G 元 素 的 子 集 可 以 对 于 G 中 的 乘法 也 成 为 群 ， 这 样 的 
元 素 集 合 电 叫做 G 的 子 群 . 

人 在任 何群 G 里 ,单位 元 素 1 满 足 1 二 1， 反 之， 如 果 * 
征 G 的 元 素 ， 使 得 三 一 *， 则 x 一 xz) 一 xx 一 1， 因 
此 ， 由 于 于 群 可 的 单位 元 素 满足 二 一 一 +， 它 必 须 同 时 是 整个 
群 G 的 单位 元 素 ， : 


定理 1.4.1， 群 G 的 子 集 妃 在 下 列 两 个 条 件 亡 立 时 是 也 
S1. 如 果 轴 EH， ha,€EH, 则 | jh, EH. 
， 如 深 厂 6 万, 见 则 11E 万 . 

开明 这 两 个 性 质保 证 G0， G2, G3 在 互 内 成 也 。 而 由 
于 互 内 的 乘法 就 是 G 内 的 乘法 ，G1 在 瑟 内 也 成 并 . 

在 一 对 群 之 间 有 各 种 值得 讨论 的 关系 ， 第 一 个 这 种 关系 
征 厅 请 辣 向 ， 
假如 从 Bi 二 > 记 和 a 人 导 击 eh h. 

例 i1. 因为 一 个 集合 的 全 体 置 换 组 成 群 (定理 1.2.2) ， 所 
以 满足 S1 和 $2 的 任何 置换 集合 是 群 ， 它 是 全 体 置 换 的 群 的 
子 群 ， 例 如 ， 让 我 们 来 讨 沦 以 下 两 个 这 梓 的 于 和 君 : 


| G2 

(全 (2 
XT 一 y1 一 

1] ,2,3 1,2,3,4,53,6 

(人 (2 
xX) = YY 一 一 

2,3,1 2,3,1,6,;4,5 

Cd (1 2 56) 
Ta 一 一 ee 
” \3,1,2 3 \3,1,72,5,6,4 

1 ,2,3 1,2,3,4,5,6 
0 

1 ,3,2 4,5,6,1,2,3 
0 

3,2,1 5,.6,4,3,1,2 

1 ,2,3 1 ,2,3,4,5,6 
“(1 3) ) 

2,1,3 6,4,5,2,3,1 


如 果 我 们 把 G; 的 x; 映 成 6: 的 y, 我 们 发 现在 任何 情 次 下 乘 
积 总 对 应 于 乘积 .因此 Gi 和 G4 是 同 构 的 ， 
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唤 通常 遇 到 的 从 群 c 到 群 妃 上 的 保持 乘积 的 映射 常 贡 第 
多 对 一 的 ,我 们 把 它 叫做 同 态 ， 

定义 从 群 G 到 群 万 上 的 卫 身 6 一 互 叫做 同 奈 , 如 果 从 
8 一方 和 8g2 一 2 得 到 8182 > hk. 

在 同 态 G 一 吾 下 , 设 1 是 G 的 单位 元 素 和 而 且 1~>e， 这 
里 e 在 玉里 那么 1->e?. 因为 二 1， 所 以 一 <。. 因此 
< 是 互 的 单位 元 素 ， 又 如 果 g 一 而 且 8 一 那么 gg 一 
hk ， 因 而 1 一刀 二 。。 因此 二 4， 即 这 个 映射 把 逆 映 成 

例 2. 如 果 Gi 是 例 1 中 的 置换 群 , 而 五 是 由 1 和 一 ! 网 
个 实数 组 成 的 乘法 群 ， 那 么 我 们 有 一 个 同 态 : 


Y1 一 > |] X4 一 > 一 | 
*> 一 > 1 X5 一 > 一] 
ra—> 1 xz 一 > 一] 


置换 群 不 仅 本 身 是 有 趣 的 ， 而 且 任 何群 总 同 构 于 一 个 重 


证 明 。 对 于 每 个 ge G, 定义 映射 R(g): x 一 xg 对 于 所 
有 xz*e G。 对 于 固定 的 g， 这 是 从 G 到 自身 上 的 映射 ,因为 对 
于 给 定 的 y，yg- 一 (yg-Dg 一 y.。 它 还 是 一 一 的 ， 因 为 从 
X18 一 X28 得 出 Xx1 一 +2， 因此 对 于 每 个 g， R(g) 都 是 和 二 换 . 
映射 RD R(g2) 是 映射 +* 二 (xgi)gi 二 x+(g182)， 因而 
R(g1) R(g,)=R(ggs). 其 次 ,在 R(g1) 下 ，1 二 二 81， 而 在 
R(g,) 下 ,1<—> g,. 因此 如 末 S1 天 02， 由 R(g1) 天 R(g;). 这 
说 明 映 射 之 R(g) 是 同 构 ， 再 有 我 们 着 到 g(1) 一 【十 蛋 
同 映射 ;而且 R(g-DR(g) 一 也 所 以 RD 一 [Re)] ， 
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ra tai er A = 


讨论 置换 (8): 二 二 gx， 即 G 的 左 王 虽 表示， 我 们 发 现 
L(g) 是 反问 构 G 的 . 这 是 说 上 映 竺 g 二 L(g) 是 一 一 的 ， 
但 征 是 应 序 相 乘 的 ， LCgig,) 一 L(g2) L(g1). 

如 条 拒 们 夸 6G 的 一 组 地 群 晶 ;, 这 里 7 这 历 一 个 指标 集 /， 
则 中 属于 每 一 个 Hj 的 无 素 的 集合 满足 81 和 52, 因而 是 一 
个 子 群 H, 它 叫 做 Hi 的 交 ， 我们 把 它 记 做 : 五 一 人 Wi， 其 
次 ,每 个 8 属于 某 个 ;的 全 体 有 限 乘积 gtez….& 的 集合 也 
满足 S1 和 82， 这 个 集合 形成 的 子 群 了 叫做 H; 的 并 ， 记 做 
T 一 URi， 两 个 子 群 刀 和 天 的 交 和 并 我 们 分 别 记 做 HNK 
和 如 Uk， 这 个 记号 是 与 个 论 里 的 同样 记号 协调 的 ,而 且 将 
化 党 八 攻 盟 作 更 充分 的 村 论 . 

群 的 元 过 的 任意 集合 说 成 群 的 于 集 ?。 如 果 4 和 8B 是 群 
G 的 随 个 于 集 ,我们 用 .18 表示 由 zc4 和 265 的 全 体 元 素 

a 组 成 鸭子 集 , 而 且 把 .48 如 做 4 和 8B 的 乘积 . 我们 容易 验 
让 十 集 的 弱 法 满足 结合 律 (.48B)C 二 4(BC). 

如 打 K 钙 群 G 的 任意 于 集 ,我 们 用 {K} 表示 由 所 有 这 种 
有 了 限 乘积 x,…x。 组 成 的 子 群 ， 这 里 每 个 x; 是 KK 的 一 个 元 
素 或 天 的 一 个 元 素 的 道 ， 式 们 说 {K} 由 天 生成 . 容易 看 出 
{K} 包含 在 G 的 任何 包含 KK 的 子 群 中 . 


1.5. 傍 系 ， 拉 格 朗 日 定理 .循环 群 .、 指数 


给 了 群 G 和 它 的 子 群 HH， 对 于 所 有 的 he 甩 和 固定 的 
xe G， 全 体 元 素 hx 的 集合 叫做 互 的 一 个 左 傍 系 ? 而 且 记 做 
Hx。 同 理 , 对 于 所 有 he 瓦 ， 元 素 xh 的 集合 叫做 妃 的 一 个 右 


了 iT 


1) 原文 引 译 老 
2) 傍 系 (eos < 采用 科学 出 版 社 : 闫 到 数学 记 > (1974 年 版 】 所 定 的 名 
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偿 系 zH. 
定理 1.5.1。 五 在 G 内 的 两 个 左 《 硬 ) 傍 系 是 不 相交 多 芭 


| 
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“证明 如 果 化 系 Hx 利 Hy 没有 公共 的 元 素 ， 总 丰 需要 证 
明 什 么 了 . 因此 假定 z€ Hr, z€ Hy. 那么 3 一 xz 二 hy. 
这 时 x 一 87!h2y 而 且 hx 一 hhTiy 一 Vy， 因而 HxCHy。 同 
理 hy 二 hh7 hx 一 hx ,因而 HyCHx。 于 是 Hx = 二 Hy， 这 
两 个 集合 全 合 .对 于 右 傍 系 可 以 作 同 样 的 证 明 . 一 一 对 应 
p< 之 hr，h 志 过 xh(hE 日 ) 指出 恕 ; Hx 和 x 旦 的 基数 相同 . 
元 素 x 二 x1 二 1x 属于 傍 系 +H 和 Hx, 它 就 叫做 傍 系 的 
代表 .根据 定理 1.5.1, 任何 元 素 ne Hx 都 可 以 取 作 代 表 , 因 
为 Hu 二 Hx.。 因此 态 == Hl = 1 是 它 上 自己 的 一 个 傍 系 ,向 
且 当 一 个 子 群 被 看 作为 自己 的 傍 系 时 ， 取 单位 元 素 作为 代表 
和 寅 是 方 优 风 (而 在 共和 讽 定 下 个 二 必要 四， 我 们 用 
C 一 瑟 十 万 im 十 … Tt Hx, (1.5.1 ) 
表示 傍 系 了 号，Hx1，***，Hx， 是 不 相交 的 而 且 穷 举 了 G 的 元 
” 索 ， 这 里 所 写 的 加 法 只 是 一 各 规定 的 记号 而 不 能 识 为 是 一 和 
运算 . 


因为 (Hx)™ (hz 形状 的 元 素 的 逆 的 集合 ) 相当 于 x™H， 


又 (yH)”1 一 Hy~!， 在 互 的 左右 傍 系 之 间 有 一 个 一 一 对 应 ， 
因此 从 (1.5.1) 得 出 
G=H+xrH+ -+t x!H. (1.5.2) 


子 群 互 在 群 G 内 的 左 或 右 傍 系 的 集合 的 基数 7+ 叫做 五 在 G 内 
的 指数 ,而 且 记 做 【G: 右 ]。 群 6 的 元 素 的 基数 叫做 G 的 险 . 
单独 一 个 单位 元 素 是 一 个 子 群 ， 它 的 傍 系 只 包含 一 个 元 素 . 
因而 群 的 阶 是 单位 元 素 子 群 的 指数 . 

定理 1.5.2( 拉 格 朗 日 定理 ). 群 G 的 阶 等 于 子 群 互 的 阶 
和 日 在 G 内 的 指数 的 乘积 ， 


证 明 . 瑞 在 G 内 的 7 = 二 [G6G: HH] 个 不 相交 的 傍 系 中 每 一 
个 所 包含 的 元 素 个 数 都 与 互相 同 , 即 是 豆 的 阶 ， 

设 瑟 是 G 的 子 群 ,K 是 映 的 子 群 , 令 

G=H+ Hxr+ :+ Hx,, 
H=KkK+ kKy-t :+ Ky,. 

那么 对 于 g€ G,g 二 8x;, 有 & 昌 的 方式 是 唯一 的 ， 同 理 h 二 
Ryis 8E 天 的 方式 也 是 唯一 的 .因此 天 在 G 内 的 傍 系 由 Kyix;， 
i 二], 1 一 1 5 给 定 。 这 和 是 因为 如 条 这 样 两 个 
傍 系 相合 ,它们 就 要 属于 瑟 的 同一 个 傍 系 ,因而 束 要 有 相同 的 
ri。 在 右边 葬 上 x;!， 我 们 看 到 它们 还 机 有 相同 的 y;。 因此 
Kyjx; 都 是 不 同 的 , 看 天 在 G2 内 的 傍 系 号 由 它们 给 出 ， 这 也 
就 证 明了 下 列 定理 ”: 

定理 1.5.3. 如 东 G 之 瑟 二 ,出 [G:K]l=[G:H]I[LH:K |]. 

如 果 群 G 的 每 个 元 素 都 是 某 个 固定 元 素 2 的 方 宕 *， 则 
G 时 做 循环 群 ， 如 采 我 们 ij (27)" 二 4 ， 则 根据 短 合 律 和 
归纳 法 可 以 证 明 , 对 于 任何 整数 方 次 rw 和 1，b”"b! 二 如 如 
果 “ 的 所 有 方 宕 都 是 不 同 的 , 则 循环 群 是 无 限 阶 的 ,而 且 它 同 
构 于 全 体 整 数 的 加 法 群 ， 这 些 整数 就 是 生成 元 素 & 的 方 次 
数 ， 如 果 并 非 所 有 方 宕 都 不 相同 ， 设 2” = 二 b!, m 之 ft， 都 么 
p2 二 1, 这 里 mw 一 t+ 是正 的 . 设 # 二 0 是 使 二 1 的 最 小 
正 整数 .那么 我 们 立刻 知道 群 的 元 素 是 1,5,"…,b”™, 而且 
当 0 和 r 二 nn 时 ,如 果 十 ss 二, 则 62 一 6b”, 又 如 果 
r 十 :之 2， 则 Vb5' = 二 bY-*。 由 此 我 们 可 以 直 拉 验证， 对 于 
每 个 正 整数 nx， 在 同 构 下 只 有 唯一 的 4 阶 循环 群 。 这 也 就 
是 整数 取 模 2 的 加 法 群 。 因此 ， 对 于 由 一 个 元 素 2 生成 的 循 
环 群 ， 它 的 阶 或 是 无 限 的 或 是 某 个 整数 ”， 在 后 一 情形 ”是 


1) 原 节 错 印 成 吾 . 一 一 谋 洁 


”4 。 


使 二 1 的 最 小 正 整 数 . 我 们 定义 元 素 5 的 阶 为 由 它 生成 的 
循环 群 {81 的 阶 . 

群 G 的 于 群 的 本 质 和 个 数 当然 在 刻画 G 本 身 时 大 有 价 
值 ， 但 是 如 果 G 除 本 身 和 单位 元 素 群 外 没有 其 他 子 群 。 则 束 
没有 刻 划 它 的 结构 的 真子 群 。 在 这 种 情形 下 我 们 可 以 给 出 
G 的 一 个 很 简单 的 直接 描述 . 


入 和 


证 明 . 根据 假设 ,如 果 4 关 1 是 G 的 元 素 , 则 由 “上 生成 的 
循环 群 不 是 单位 元 素 群 ， 因 而 必须 是 整个 群 GE 如果 2 是 无 
限 阶 的 , 则 2 生成 由 元 素 3 组 成 的 真子 群 , 因 此 2 是 有 限 阶 
的 ， 设 5 的 阶 是 wn, 于 是 b* 一 1， 如 果 = 不 是 素数 ,那么 一 
ww， 这 里 ww 之 1,v >> 1， 于 是 刀 的 方才 组 成 ? 阶 的 真子 群 . 
因此 # 是 素数 而 G 是 素数 阶 的 循环 群 。 反之 根据 拉 格 朗 日 定 
理 ， 索 数 阶 的 群 不 会 包含 不 是 单位 元 素 群 和 整个 群 的 子 群 . 

关于 子 群 的 指数 有 以 下 的 基本 关系 . 
qnBy 

证 明 . 设 A4M B==D 和 A= Dl + Dry 十 :十 Dx,. 
那么 我 们 可 以 断定 傍 系 B1, Bx1,*……， Bx, 在 4UB 内 全 不 相 
同 。 因 为 如 果 Bxr; 二 Brj,] 闫 1, 则 x; 一 bx;， 这 里 b&B， 
但 是 这 时 * 和 xz*; 都 属于 4, 所 以 对 于 这 个 2 也 有 5€ 4， 因 
而 26 4 一 也 ;于 是 傍 系 Dxz 和 Dx; 就 有 公共 的 元 素 x+; 二 
bxi 四 与 假设 和 巴 下 了 .因此 3 在 4UB 内 的 不 同 的 傍 系 至 少 
有 40NB 在 4 内 的 不 同 的 傍 系 那么 多 ， 这 就 证 明了 不 等 式 ， 

定理 1.3.6. 指数 的 等 式 ”如果 [4UB:B] 和 [A4UB:4] 
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[AUB:4]=[B:4NMB]. 
证 明 ， 根据 定理 1.5.3， 
[4UB:4nB1 一 [4JUB:B]LB:4nB] 
一 4UB: AIllA: AI 

又 根据 定理 1.5.5, [AUB: B] 宇 [4: 4 由 B]， 但 是 从 上 面 
等 式 还 得 出 [4UB: 8B] 整除 【4: 408]， 因 为 它 与 
[4UB:4] 是 互 素 的 因此 [4UB:B] 一 [4:4nB], 同 理 

[AUB: A|=[B8B: Af\B|. 


1.6， 共 思 者 和 共 轿 类 


设 G 是 一 个 群 而 5 是 G 的 元 案 的 任意 集合 ,那么 对 于 固 
定 的 x€ G, 形状 z'sx(s&€ 5) 的 元 素 集 合 S 叫做 S 在 * 下 的 
变形 ， 而 且 记 做 9 二 + Sx 或 5 一 5 

引 理 1.6.1， 9 和 3* 包含 同样 个 数 的 元 素 

证 明 . ,二 xx 是 一 一 对 应 ， 因 为 “一 xx 一 9 和 
一 xxzx)xz 一 一 5 都 是 映射 . 

如 果 S 和 8 是 G 的 两 个 子 集 ， 互 是 G 的 于 群 , 而 日 存在 
菜 个 +EH, 使 得 8 二 5S*， 则 我 们 说 5S 和 5 在 豆 下 共 纺 . 如 
康 8 一 2Sx， 则 3 一 (xz ) SSxz 其 次 , 如果 5 一 人 SSy， 
则 S 一 yxmSxzy 一 (xy) SGzy)。 又 因为 显然 有 一 1 S51， 
所 以 在 总 下 尖刀 的 关系 是 自 反 的 .对 称 的 和 传递 的 , 即 是 一 种 
等 价 关系 ， 我 们 把 共 轿 于 已 知 的 5 的 全 体 5 的 集合 册 做 共 
急 大， 从 (risr) t= ri lr rir lyr = x (5s) x 
得 出 : 

引 理 16.2， 共 寺 于 一 个 于 避 的 任何 集合 也 是 子 基 

如 时 xTSx 一 9, 则 3 一 xzrSxr- 。 如 朱 还 有 入 8S7 一 则 
5S 二 (xy)-1S(xy)， 因 此 ,使 5* 一 3 的 ze 妞 的 集合 是 如 的 子 


es TD 。 


4 
S$ > XS 


和 记忆， 出 做 ; S ee 再 


| 


记 做 Cn(S)[ 或 者 用 德 文 称 到 而 记 做 ZC8)]. 注意 当 3 只 

含 一 个 元 烷 时 ， 中 心 化 子 和 正规 化 子 是 相合 的 ; 而 且 总 有 
Cn (5S) CNg (S$)。 当 瑞 == G 时 通常 只 说 5 的 正规 化 于 和 中 
心 化 子 . 6G 在 G 内 的 中 心 化 子 民 叫做 G 的 中 心 ， 

| 定理 : 1.6.1. 5s 在 了 下 的 共 儿 者 的 个 教 等 S 在 互 内 的 


证 明 . -为 了 简单 起 见 , 记 Na(S) 一 D， 而 且 设 
H=D+ Dawt+ :t+tDer,,r = [H:NA(S)]. 
那么 x Sx+ 一 y Sy (ze 万)， 必 要 而 且 只 要 人 一 
(xD SC 即 yxz 6 或 ?6Dr. 因 此 3 在 五 下 的 两 个 
共 轮 者 相同 ， 必 要 而 且 只 要 用 作 变 形 的 元 素 属 于 DD 的 同一 个 
左 傍 系 . 因此 不 同 的 共 斩 者 的 个 数 等 于 忆 在 互 内 的 指数 ， 这 
就 是 所 票证 朋 的 ， 

如 果 8 只 包含 一 个 元 素 ;s， 它 在 G 下 的 共 轮 类 是 G 的 元 
素 的 集合 。 因 此 G 的 元 素 的 共 力 类 形成 G 的 一 个 阐 分 ， 我 们 
记 做 

GCC 一 (1 十 CC 十 …… 十 (CC (1.6.1) 
这 里 C; 表示 不 相交 的 共 斩 类 ;而且 G 的 每 一 个 元 索 恰 好 只 是 
一 个 共 罗 类 的 元 素 。 单 位 元 过 1 本 身 总 是 一 个 共 罗 类 .根据 
定理 1.6.1， 任 何 共 辆 类 C; 的 元 素 个 数 是 一 个 于 群 的 指数 ， 
因此 它 是 群 的 阶 的 约 数 . 


1.7. 二 重 傍 系 


给 了 群 G 和 两 个 子 群 日 和 KK (不 一 定 是 不 同 的 ), 对 于 G 


的 某 个 固定 的 元 素 *, 元 素 集合 HxK 叫做 二 重 偿 系 . 像 普 通 
的 傍 系 一 样 , 我 们 可 以 证 明 


学 间 和 


“宇明 如 果 2 = hrki = hoykz, WM) hxk = hhy hyhkoki ks 
因而 HxK CByK, 辐 理 HyK 和 HxK. 

二 重 傍 系 HxK 包含 及 的 Hx 形状 的 所 有 左 傍 系 和 KK 的 
hxK 形状 的 所 有 右 傍 系 .此 外 , HxK 显然 由 互 的 一 些 完整 的 
左 傍 系 组 成 ,也 由 天 的 一 些 完整 的 右 傍 系 组 成 . 

定理 1.7.1。 包含 在 HxK 于 由 及 有 丰 傍 系 开本 十 A 


专 和 


K fx! Hxr]), 

证 明 . 利 不 规则 px4 二 关 z hxk, 我 们 使 HxK 的 元 系 与 
x~ HxK 的 元 夫 成 1 一 1 对 应 ， 这 个 对 应 给 出 在 HxKK 内 的 豆 的 
左 偿 系 Hxk 和 在 x~HxK 内 的 zz 的 左 傍 系 xx 《之 间 
的 1 一 1 对 应 ， 世 给 出 天 在 HxK 内 的 右 傍 系 XxK 和 天 在 
Xx-IHxK 内 的 古人 迄 系 x~hxK 的 1 一 1 对 应 我 们 记 xx 一 
4 和 ANnK = 二 D， 王 是 如 果 A 二 1:D 二 wD 二 :+ wD， 
”二 [A4; D1, 则 ww€ 4, 因由 天, tkK，… ,Wk 是 在 AK 内 
的 KK 的 右 傍 系 。 它们 都 是 不 同 的 ， 因 为 如 果 uk 二 wj;K， 则 
ud E 天 ， 而 由 于 后， 4， 由 此 就 将 有 wwi&《 DD， 因而 
WiD 一 WD ， 这 是 与 假设 了 矛 眉 的 、 在 4K 内 天 的 每 个 右 傍 系 
有 形状 aK ,这 里 a€ 4 有 形状 wid ,dE€ D .但 是 widK 王 wiK. 因 
此 在 4K 内 KK 的 右 僧 系数 等 于 [4:D]==[x™Hzx:x™iHx 但 K]， 
再 根据 1 一 1 对 应 ， 这 叉 是 在 HxK 内 的 天 的 右 偿 系数 。 同 理 
可 以 证 朋 在 4K 内 4 的 左 伤 系数 等 于 [K: D] 二 [KK: 
x Hx 站 K1， 而 根据 1 一 1 对 应 ， 芝 就 是 在 Hx 内 的 豆 的 
左 傍 系 数 . 


se 18 se 


1.8. 关于 无 限 群 的 附注 


关于 群 的 很 多 定理 并 不 涉及 这 群 是 否 是 有 限 群 的 同 题 .， 
但 是 在 有 的 时 候 对 于 有 限 群 和 无 限 群 结论 可 以 绝 然 不 同 ， 而 
有 晶 即 使 结论 相同 ,证明 的 方法 也 常常 不 同 . 

无 限 群 G 可 以 具有 某 些 有 限 的 性 质 。 以 下 是 这 种 性 质 中 
的 几 个 重要 的 性 岳 : 

1) G 是 有 限 生成 的 ?. 

2) G 是 周期 群 ， 即 G 的 元 素 都 是 有 限 阶 的 . 

3) G 满 足 极 大 条 件 : 不 辣子 群 的 每 一 个 递 开 链 
4iC4CA4C 必定 是 有 限 的 . 

4) G 满 足 极 小 条 件 不 同 子 群 的 每 一 个 递 降 链 
41 汪 41 汪 4; 汪 "…… 必定 是 有 限 的 . 

无 限 群 G 说 成 是 局 部 地 其 有 某 个 性 质 ， 假 如 每 一 个 有 限 
生成 的 子 群 都 具有 这 个 性 质 。 群 G 的 同 态 像 族 态 ; 叫做 G 的 
剩余 族 ， 假 如 对 于 G 的 每 个 8 和 关 1 ， 至 少 右 一 个 Hi, 这 个 2 
在 其 中 的 像 不 是 单位 元 素 ， 我 们 说 G 剩余 地 具有 某 个 性 质 ， 
如 果 G 有 一 个 剩余 族 的 同 态 像 ,它们 全 都 上 共有 这 个 性 质 . 

定理 1.8.1. 和 群 满 足 极 大 条 件 , 必 要 而且 只 要 G 和 G 的 


昌 


省 明 设 六 是 忆 的 不 是 有 限 生成 的 子 群 我 们 可 以 逐次 
地 构造 瓦 的 不 同 子 群 的 无 限 递 升序 列 {如} C ti 六 | 蕊 ， 
CfA jc， 只 紧 任 意 选 取 户 ， 然后 逐次 地 选取 交 的 
不 在 {名 ，* ,bi-1} 里 的 一 个 元 素 作 为 %;， 因 为 及 不 会 是 有 
限 生成 群 { 名 ，… ，h 名 -地 ,所 以 这 样 一 个 有 i 轧 是 存在 的 。 肥 


1) 即 G 由 有 限 个 元 素 生 成 ， 一 一 译 痢 
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之 ,假定 CE 和 和 它 的 所 有 子 群 都 是 有 限 生 成 的 。 设 PSB， 
三 B: 二 .是 G 的 子 群 的 递 升 兽 .我们 只 要 证 明 在 这 个 链 的 其 
一 自 凤 后 所 有 的 子 群 都 是 相同 的 ， 也 就 证 明了 不 辣子 群 的 无 
限 递 升 链 不 存在 ,考虑 有 有 的 5€ B;, 这 里 8; 是 链 中 的 群 ,这 
种 2 的 集合 形成 G 的 一 个 于 群 B ,因为 如 果 4b€ B, 和 b € B;， 
则 2 和 2 天 佬 属于 任何 Bi( 之 i， 之 有 ,因而 它们 的 弱 积 
各 赣 也 都 在 Bk 里 . 

根据 假设 3 是 有 限 生 成 的 , 设 生成 元 聚 是 zx。 设 
尽 包含 nH 的 第 一 个 B -季节 设 Bj;, 是 包含 x 的 第 一 个 

,8 一 1, 32。 那么 如 末 姓 是 7 ,1 中 的 最 六 的 , 则 

A “Xn ; 因而 B= BbB,, = Br = 

即 链 中 从 8B; 开始 的 所 有 的 群 都 等 于 B. 以 后 我 们 将 会 遇 到 
有 其 有 不 是 有 限 生成 的 子 群 的 有 了 上限 生成 群 . 

定理 1.8.2. DG 

证 明 如果 GG 包 含 励 限 阶 的 元 系 5， 则 12 人 0 人 1 他 
六 人 二 二 不 同 了 于 让 的 无 隐 寺 几 人 

在 无 限 群 内 不 能 对 它 的 阶 施 行 有 限 妇 纳 法 ， 因 向 必 须 有 
某 种 东西 来 代替 对 于 有 限 群 极 有 价值 的 这 种 证 明 方 法 . 引入 
某 些 关于 集合 和 顺序 的 更 广义 的 公理 是 实现 这 种 代替 的 一 个 
途径 ， 假 定 对 于 集合 Sa，2，<，………) 的 元 素 有 了 一 个 顺序 
关系 a 委 2。 这 个 顺序 可 以 满足 下 列 公理 中 的 革 几 个 : 

01) 如 果 a< 和 2 和 2 过 oa, 则 一 4. 

97) 如果。<b 和 sc， 则 4 < 


了 的 了 一 个 第 一 元 
如 果 前 两 个 公理 成 立 ， 我们 说 这 个 顺序 是 一 个 偏 序 ， 如 

果 前 三 个 公理 成 立 ， 我 们 说 这 个 顺序 是 一 个 全 序 。 如果 全 部 
20 。 


四 个 公理 都 成 立 ， 我 们 说 这 个 顺序 是 一 个 恨 序 。 我们 可 以 导 
人 恨 序 公 理 : 任何 集合 § 都 能 成 为 良 序 的 。 我们 用 a 二 2 表 
示 L< 委 5 而 2 天 

在 民 序 集合 里 可 以 用 超 限 归纳 法 来 证 明 命 题 ， 这 是 这 样 
进行 的 : 把 5 的 第 一 元 素 记 做 1。 于是, 如果 P(4) 是 关于 3 
的 元 过 的 命题 而 和 且 PC1) 成 并 ,又 如 果 从 P(x) 对 于 所 有 x 过 a 
成 立 得 出 P(a) 也 成 立 ， 则 结论 是 PL(6) 对 于 所 有 5 5 都 成 
并 . 设 T 是 5 的 子 集 ,全 得 对 于 上 ET，PLz) 不 成 立 。 如 果 工 
是 不 空 的 ， 它 包含 一 个 第 一 元 象 c。 于 是 或 者 c 二 1， 或 者 
P(x) 对 于 所 有 x 二 < 都 成 立 . 不 沦 那 一 种 情形 都 能 得 出 P(e) 
成 立 而 与 < 在 7 了 内 的 选取 相 有 矛盾 ， 因 此 了 必须 是 空 的 而 BO) 
对 于 所 有 43 都 成 立 .我 们 还 看 出 在 良 序 集合 里 任何 递 降序 
列 oa > ea 之 as 二 … 必定 是 有 限 的 , 因为 它 包含 第 一 元 素 . 

在 逻辑 上 等 价 于 良 序 公理 的 男 一 公理 是 左思 3 引 理 ,这 也 
是 论述 集合 内 的 顺序 的 ， 

引 理 1.8.1 《左思 引 理 ). 给 了 一 Op S 人 的 


和 和 


二 


g (机 小 的 ,元素 这 里 如 果 U 是 5 的 邓 策 则 所 谓 忆 的 上 上风 
2 是 对 村 所 有 wuE 0 都 有 2 之 w 的 元 素 ， 极 大 元 素 w 是 指 除 
它 本 身 外 无 其 他 上 界 的 元 素 。 把 顺序 关系 有 反 过 来 ， 可 以 同样 
地 定义 下 界 和 极 小 元 素 ， 

假定 我 们 和 芳 虑 群 G 的 子 群集 合 ， 用 4SB 表示 4 是 8 的 
子 群 来 确定 一 个 偏 序 。 那么 在 这 子 群 集合 的 一 个 全 序 子 集 的 
全 体 子 群 里 的 所 有 元 素 的 集合 本 身 是 一 个 子 群 , 因为 如 果 8 
和 gz 分 别 属于 这 样 两 个 子 群 ， 则 & 和 gs 同属 于 这 两 个 子 群 
中 较 六 的 一 个 ， 因 而 它们 的 乘积 和 逆 也 是 如 此 . 由 于 这 个 原 
因 ， 左 恩 引 理 在 群 论 的 证 明 中 以 至 一 般 地 在 抽象 代数 中 占有 
重要 的 地 位 ， 


民 序 公理 和 左 恩 引 理 在 辑 逻 上 都 等 价 于: 
选择 公理 . S 要 合作 全 一 族 非 空 3 生 F 一 5， 


元 素 ， 基调 1G)- 一 63 

选择 公理 的 某 种 表述 看 来 要 导致 诡 论 ， 由 于 这 个 原因 它 
是 有 可 疑 之 处 的 。 当 5 是 可 数 集 时 ， 即 当 它 的 元 素 可 以 与 
自然 数 1，2，3, … 成 一 一 对 应 时 , 这 三 个 原理 当然 都 成 立 . 
对 于 其 他 集合 $, 它们 也 有 成 立 的 ,对 于 所 有 恨 序 集合 更 是 如 
此 ， 然 而 必须 注意 还 没有 人 能 真正 构造 出 全 体 实数 的 一 个 民 
序 来 。 当 在 本 书 中 利用 这 些 原理 中 的 一 个 时 ,应 该 认为 每 个 
集合 S” 的 意思 是 “这 公理 在 其 中 成 立 的 每 个 集合 5 ， 

下 面 是 这 些 方法 的 一 公有 效应 用 : 

定理 1.8.3， 设 & 是 群 G 的 一 个 元 素 ， 妃 是 G 的 不 包含 
的 于 群 ， 那么 就 存在 包 全 的 -个 了 对 不 包含 8 的 


证 明 . 访 们 利用 左 恩 引 理 包含 互 而 不 包含 8 的 于 群 在 
包含 关系 下 组 成 一 个 偏 序 集 合 ， 它 的 一 个 全 序 子 集中 的 全 体 
子 群 的 元 素 组 成 一 个 群 ， 它 也 包含 及 而 不 包含 8 .因此 就 在 
在 包含 五 而 不 包含 8 的 一 个 极 大 了 于 桩 MM. 

利用 这 个 定理 ,我 们 容易 证 月 下 列 定理 . 

定理 1.8.4. 设 G 是 一 个 有 限 生 成 群 ， 五 是 G 的 真 于 


吾 "， 那 和 就 存在 C 的 包 盒 甩 的 级 太吉 于 群 / 

证 明 . 设 G 出 x, ,xm 生成 而 且 太 是 xx 中 
第 一 个 不 属于 互 的 元 素 . 设 M! 二 再 ,这 里 MM 对 不 包含 的 性 
质 说 是 极 大 的 ， 那 么 G 的 包含 Mi 作为 真子 集 的 任何 子 群 宛 
包含 刀 ， 因而 { Mi， y1} 二 有 Hl 也 如 此 . 如 录 丘 二 6G, 则 M1 就 


1) 集合 5 的 真子 集 是 指 不 等 于 5 的 十 集 . 一 一 详 夯 


+ 4 。 


是 所 要 的 极 大 子 群 。 如 果 不 是 这 样 ， 取 计 ; 二 本 , 这 里 M2; 对 
不 包含 yy 的 性 质 说 是 极 大 的 ,这 个 yp 是 ，…… ,xm 中 第 一 个 
不 属于 辟 的 元 系 。 因 为 G 一 {ny,"… xm， 继续 这 个 步骤 必 
定 达 到 一 个 对 ;之 末 -: 了 … 互 ， 这 里 My 一 G 而 且 
Mi, 一 M 是 所 要 的 极 大 子 群 . 


1.9， 群 的 例子 


从 一 个 集合 到 自身 上 的 、 保 持 某 个 性 质 的 一 一 映射 通常 
组 成 一 个 群 。 很 多 极 有 趣 的 群 都 是 以 这 一 方式 目 然 地 产生 
的。 几何 图 形 的 对 称 是 这 一 类 型 的 。 那 就 是 从 图 形 到 上 自身 上 
的 合同 ( 即 保持 距离 的 ) 映 射 。 下面 例 于 中 的 前 两 个 是 由 对 称 
组 成 的 群 ， 

例 1. 二 面体 群 ，” 伴 3 边 有 的 正 多 边 形 的 对 称 组 成 一 个 22 
除 群 .它们 完全 由 从 顶点 集合 到 目 身 上 的 卫 射 决定 . 设 顶点 
以 顺 时 针 方 同 编号 为 1,，2,…,n。 顶 点 1 可 以 上 映 成 任何 顶点 
1，2,，…-，7?， 然 后 其 余 的 顶点 就 得 以 顺 时 针 或 到 时 和 针 方 加 
排列 . 全体 对 称 由 旋转 

人 
2，3，4，…… 和 71 1 
和 反射 
1，2，3， 72 一 上 7 
2 一 人 2 一 1， ,3,， 
生成 这 时 到 一 1, 二 1,b4 一 a5， 此 外 ,这 些 关 系 完 全 决 
定 这 个 群 , 因 为 由 和 生成 的 每 个 元 素 不 外 乎 ce， 
而 由 于 ba’ 一 2( 这 可 以 从 最 后 一 个 关系 得 出 ) ， 每 个 元 素 
都 可 以 改写 成 a 或 a%% 的 形式 ,这 里 1 二 0, 1,……,7 一 1; 这 
些 就 是 已 知 群 的 27 个 不 同 的 元 素 ， 当 # 二 2 了 时， 这些 关 系 


es 23 。 


由 定义 -个 群 , 它 的 阶 是 4 。 这 个 群 叫做 四 元 铬 . 

3 例 2. 立方 体 的 对 称 。 立方 体 的 
对 秘 是 由 八 个 顶 后 到 上 自身 上 的 上 映 对 决 
定 的 。 设 这 些 顶 点 像 图 上 所 画 的 那样 
地 编 了 号 。 对 称 包 括 了 违 转 

> 2,3,4,5,60,7,，, | 

2,3,4,1,6,7,8, 9/? 


1 , 2,3,4,5,6,7, 
图 1 ”立方 体 的 对 称 5 一 2 上 
1 ， 


4 8:，53，2，3，7，6/ 
和 反射 
1, 2,3,4,5,6,7,8 
el 1, 2, 3, 小 
元 系 4 得 生成 一 个 妖 G1, 它 能 把 每 个 预 点 观 成 每 个 另外 的 
] 页 所 。 这 可 网 从 下 面 的 图 表 侍 出 : 


da 必 b 全 -a a a pb 
1—>2—>3->4—>5->6—>7—>8->5—>2—>1, 


在 这 个 图 表 里 ，i 一 了 是 说 元 素 * 把 ;号 成 ) 例如 2 把 4 
变 成 7 。 保持 1 不 变 的 元 夫 组 成 一 个 子 群 到, 而 且 我 们 可 以 
与 出 
Cl 一 Hi+Hixrt Hixrst Hirat Hixst+ Hixret+ Hixs tHixrs, 
这 里 x; 是 把 1 变 成 的 一 个 元 索 。 我 们 不 妨 这 样 来 取 这 些 
XX: XI = dy Xs3—= 4, Ky—= 4a, Ys = db, re = aba, 7 一 03002， 
Xs 一 42a ， 因为 一 共 只 有 八 个 数字 而 且 同 一 个 傍 系 Hix 
的 全 体 元 素 都 把 1 变 成 同一 个 :， 这 就 包括 了 忌 的 全 体 可 
能 的 傍 系 ,因而 本 在 Gi 内 的 指数 是 8. 
立方 体 的 你 持 顶 点 1 不 变 的 旋转 必须 使 它 的 三 个 邻接 的 
] 页 操作 人 循环 置换 。 因 此 隔 只 包含 1,5, 姓 , 即 它 的 阶 是 3, 因 
tf Gi 的 阶 是 24. 反射 < 不 在 Gi 内 , 但 是 由 于 c= 1, ca 一 


s 2d4 。 


—1 
好 


ac 和 c2 一 ae 因而 由 zz,， 2 c 生成 的 群 G 满 足 6G 一 Gi 十 
Gic ， 这 说 明 它 的 阶 是 48。 G 定 立方 体 的 全 体 对 称 的 群 . 

例 3 由 只 服从 下 列 关 系 的 元 索 a 和 2 生成 的 群 G 征 几 
阶 的 

2 一 1，2 =1, ba = a'b? 
G 的 每 个 元 素 可 以 表 成 < 和 2 的 一 个 有 限 序 列 。 根据 关系 
ba 二 a"b, 我 们 可 以 最 终 地 把 任何 元 素 表 成 在 5 之 后 没有 a 
的 形状 ， 因 此 每 个 元 素 可 以 表 成 
gg 一 600 7 一 0,1， 6;)71 一 0，1，2， 
由 此 得 出 G 的 阶 最 多 是 21. 但 是 真正 的 阶 依赖 于 关系 ba 一 
a'b 里 的 7 的 值 。 我 们 有 6&4? 一 arpa 一 a'(4'b) 二 a*”6b， 同 理 
ba' 一 war0 因而 2 一 2 一 a pb 由 此 得 出 br?a! 二 Cr b?. 
于 是 Pr 一 ba 所 一 a"B。 但 是 由 于 妇 一 1, 这 给 出 a 一 a; 
然而 还 有 一 1. 在 值 + = 二 1,2,3, 4,5,6 中 我 们 发 现 + 一 
3,5, 6 导出 4 二 1, 这 时 已 知 群 只 不 过 是 由 外 三 1 给 出 的 3 
除 循 环 群 。 但 是 > 一 1, 2,4 并 不 导出 这 个 结论 。 如 未 + 二 1， 
则 ab 二 ba 二 < 是 一 个 21 阶 的 元 素 。 反 之， 在 21 阶 的 循环 
群 里 , 设 必 二 1, 内 要 令 5 一 中 ,4 一 0 ,我 们 就 有 4 一 1， 
六 一 1, 2 一 4 一 <c. 在 > 一 2 有 时 可 以 取 下 列 和 时 换 : 
,二 (> 2,，3,4,3,06， 人， 
2,3,4,5,6,7,1 
("i 2,3,4,9,06,， 小 
1,，2，2，6，3:，7，14 

在 r 二 4 时 取 同 一 置换 作为 a 而 取 第 二 个 置换 的 逆 作 为 4. 
这 个 例子 说 明 在 定义 关系 里 作 很 小 的 改变 就 能 造成 所 定义 的 
群 的 很 大 的 不 同 . 

例 4. 我 们 来 求 七 个 字母 4, B,C,D,E,F,G 的 这 
样 的 置换 群 , 它 们 使 下 表 中 的 各 列 字 母 彼 此 置换 ,这 时 并 不 务 


s 25 。 


已 同一 列 中 字母 的 次 序 : 


a (i B,C,D,E,F,G 
B,C,D,E,F,G, A 
使 各 列 循环 地 置换 .因此 ,如 所 Go 是 全 体 所 说 置换 的 群 , 
是 把 第 一 列 映 成 目 身 的 置换 所 成 鸭子 群 ， 则 傍 系 Ha'(i 二 
1 ，"… ;6) 由 企 体 把 第 一 列 映 成 第 十 工 列 的 元 素 组 成 。 内 
此 
Go 二 日 十 .…- 十 Has, [Go: 二 7. 

在 避 内 可 能 有 元 素 循 环 地 置换 4,， B,D。 只 要 试 一 下 就 能 发 
更 这 还 不 能 决定 其 余 的 字母 如 何 变换 ， 但 是 如 果 再 假定 C 变 
成 目 己 , 则 束 能 完全 地 决定 一 个 置换 

站 (4 B,C,D,E,F, 9 

B,D,C,A,F,G,E 
因此 ， 如 果 天 是 由 保持 第 一 列 和 字母 4 不 变 的 置换 所 成 的 子 
群 , 则 | 
H= K+ Kb+i+ kb, B=]1, [HH:K|]=3. 

在 K 内 我 们 选 出 使 8B 和 DD 交换 的 一 个 元 素 ,， 取 

(i B,C,D,E,FF, 站 

‘A,D,C,B,F,E,G 
于 是 ,如 果 了 是 保持 4,，B 和 DD 者 不 变 的 子 群 ， 则 
Ko=T+ Tc, c=1, [Ki:TI= 2. 

在 工 内 ， 字 母 4, B,D 不 变 , 字母 C 可 以 变 成 C, BE, F,G 
四 各 中 的 -个 。 每 一 种 选择 都 恰好 导出 一 个 置换 : 


1) 原文 是 ,为 避免 与 被 置换 的 列 中 的 字母 G 相 混 而 改 成 G0. 一 一 译 者 


ee 0 » 


-pn 


二 | 


G 
4， 


B,C,D,E,F,G 
B,C,D,E,F, 2) 
B,C,D,E,F,G 
B, E,D,C,dG, 2) 
B,C,D,E,F,G 
B, F,D,G,cC, 2) 
B,C, D,E,F 


be 
Vp 


") 
B, G,D,F,E,C/ 


因此 了 是 4 阶 群 ,天 和 古 8 阶 群 ,H 是 24 阶 群 ， Go 是 168 阶 群 . 
如 果 把 七 个 字母 4, … , G 看 作 点 , 把 每 一 列 看 作 线 。 则 所 
给 的 表 表 示 具 有 七 个 点 的 有 限 射 影 平 面 ， 而 群 Ge 正 是 它 的 


直射 群 . 


例 5. 四 元 数 群 。 以 下 的 8 阶 群 是 具有 很 多 特点 的 群 . 
它 的 不 寻常 的 性 质 将 在 $12.5 里 讨论 。 这 里 我 们 关心 的 只 是 
用 乘法 表 或 凯 雷 表 来 表示 它 . 在 左 疹 记 着 * 的 一 行 和 顶端 记 
着 zx; 的 一 列 的 交 又 处 记 着 乘积 x4 一 xjxj. 


X13 
X1 | 41, 
2 X23 
X, 39 
| 4? 
Xs | Ks5s 
Xe | és 
7 | 47S 
Tg | YX， 


X29 


2, 
ss 
X89 
X19 
X66, 
413 
X49 


7 


小 39 


‘33 
X43 
X59 
X6s 
X79 
Mg, 
X11» 


X29 


4 
7, 
2 
A5y 
8y 
3 
6s 


1 


ss 


Xs5y 
X69 
47， 
8s 
41, 
点 23 
X39 


X49 


6s 


6s 
X19 
X49 
47 


2, 


X73 


X47, 
8g3 
A1, 
A123 
39 
和 49 
Xs 


A6s 


二 8 


*s 
3 
46 
Xi1 
4 
7 


二 2 


汪 5。 


在 这 个 表 里 , 由 于 每 个 *; 在 每 一 行 和 每 一 列 里 恰好 出 现 一 次 ， 
所 以 在 乘积 a 二 c 里 ，a,5，< 中 的 任何 两 个 都 唯一 决定 第 


人 


，27 。 


三 个 . 因此 上 面 的 表 是 一 个 拟 群 的 乘法 表 . 根据 观察 我 们 还 
看 出 在 任何 情况 下 都 有 zz 二 Yiri 二 xi, 因而 一 1 是 双边 
的 单位 元 和 素 , 即 这 个 表决 定 一 个 络 . 但 是 即使 把 最 后 两 行 换 成 
Xy | ty X4，X2，X1X3 YX8，X6) Xs 
Xs | zxg，X7y7，X1X6，X4 X33 Xs MX2 ， 

这 绎 人 性质 仍然 保持 .我 们 要求 这 个 表 是 一 个 群 的 乘法 表 ， 为 
此 还 必须 对 于 乘积 验证 结合 律 (ep)c 一 <(2c). 

女 宛 全 地 蛤 证 结合 律 在 这 时 可 作 2 一 512 次 验算 .。 即 
俩 去 把 当 sa, 2 或 < 有 一 个 是 单位 元 素 时 容易 得 出 (a8)c 一 
a(bc)， 也 还 需要 343 步 验算 、 这 里 我 们 利用 凯 雷 定理 1.4.2 

定理 1.9.1 ( 凯 雷 定理 的 道 )， 右 正则 映 对 * -> xg 组 成 群 
的 络 是 群 

证 明 . 这 时 在 R(g)R(&) 下 我 们 有 1->g 一 gh。 但 是 在 
R(gh) 下 我 们 也 有 1 一 gh%， 而 且 这 是 把 1 变 成 gh 的 唯一 映 
射 ， 因 此 R(g)R(8) 一 R(gh)， 因 而 对 于 每 个 *x，(xg)4 一 
x*(gh)， 于 是 结合 律 成 六 . 

在 现在 这 个 情形 里 找 们 记 a 二 x;, 5 一 zs 并 计算 

了 一 R(a) 一 人 ( Ys YX3 4 Xs Xo, X7, 人 

X2X5 KXgy Xs3, Xey XI X4) XN 

B — RD) 一 人 X23 X3y X4y Xss Xo XI X8 
X3s Xas Xss Xes XI7s Xa XI, X2/ 
这 有 果 A 一 B' 一 1，A’ 一 B87，B4 二 4;B, 我 们 容易 证 明 它 
们 生成 一 个 8 阶 群 , 它 正 是 已 知 络 的 右 正 则 表示 ,因此 这 个 络 
后 群 ， 上 述 秆 换 的 第 二 行 是 玄 法 表 中 的 列 。 用 生成 元 素 4 和 
2 来 表 出 时 ， 我 们 条 阅 一 1 和 一 4 X33 一 了, X44 一 40, ;一 
1 二 0 二 4X7] 一 0 二 4b, Xxg 一 40; 冉 有 ,4 二 1, 6b’ 二 1， 


六 一 0 ba = ab, 


28. 


OO 1 


10., 
11. 


12., 


13, 
14., 


习 题 
证 明 ， 从 结合 律 〈zb)e = a(8c) 得 出 : 在 aa， 中 不 改变 因子 
次 序 而 任意 加 括 弧 ， 所 有 得 到 的 乘积 是 相同 的 . 
在 任意 群 内 证 明 (a8)-! = 5-'e-'， 更 一 般 地 有 (esa an ien) 
证 明 a 和 a-' 是 同 阶 的 . 
证 明 a6 和 如 是 同 阶 的 。( 提 示 : 6 和 te 是 共 示 元 素 ，》 
如 果 o” 一 1 和 ?一 1, 这 里 m 和 > 是 正 整 数 , 又 如 果 se = ap, 证 
明 (ob) 一 1， 这 里 上 是 加 和 ?的 最 小 公 倍数 。 找 出 oz 的 一 
个 例子 ,使 这 结果 不 成 立 . 
如 果 群 G 只 有 一 个 2 阶 元 素 a, 证 明 对 于 G 的 每 个 *， xa 一 ex。 
证 明 , 只 有 二 阶 群 是 恰好 具有 两 个 共 示 元 素 类 的 有 限 群 . 
如 果 p < 4 是 素数 ， 证 明 pa 阶 群 不 能 有 两 个 不 同 的 4 阶 子 群 
如 果 右 是 有 限 群 G 的 真子 群 ， 证 明 右 的 所 有 共 罗 者 不 会 包含 C 的 
全 部 元 素 . 
证 明 1, 2, 3, 4 阶 的 络 是 群 ,并 找 出 一 个 不 是 群 的 5 阶 的 络 . 
证 明 , 二 重任 系 HxK 包含 着 Kk 的 那 种 右 傍 系 ， 它们 至 少 与 Hx 有 
一 个 公共 元 素 . 
斯 可 脱 [William Scou]. 给 了 具有 二 元 乘积 和 对 所 有 4 都 有 le 一 
a1 一 4 的 单位 元 案 1 的 体系 ， 证 明 : 如 果 把 ww.……a 的 某 两 种 
不 同 的 加 括 弧 得 出 相同 的 值 作为 假设 , 则 这 个 体系 满足 结合 律 . 
根据 群 的 第 一 个 定义 的 公理 ,证 明 单位 元 素 1 和 逆 a-! 的 唯一 性， 
如 果 4 和 了 是 群 c 的 两 个 有 限 子 群 ,证 明子 集 48 恰好 包含 [4:1] 
[B: 1]/[4nB: 1] 个 不 同 的 元 案 . 


* 70 。 


大好 pt 


第 二 草 ”正规 子 群 和 同 太 


2.1. 正规 子 群 


群 G 的 于 竹刀 叫做 正规 于 群 , 假 如 对 于 所 有 x € G， 都 有 
xz tx 一 及， 使 用 $1.6 的 术语 , 群 G 的 子 群 日 在 Ne(H) 一 
G 时 是 正规 子 群 . 

引 理 2.1.1. 二 必要 而 有 只 要 


| 


利和 


证 明 . 如 果 对 于 所 有 x 站 Hs 一 _ 有 则 Hx 二 x 有 HH. 
反之 ,如果 Hx 一 和 万, 则 x€ y 昌 ， 因而 yH 二 x 有。 于 是 对 于 
了 有 >*eEG 祁 有 到 xz 一 xz 万 ,因而 xx 一 已 

推论 2.1.2， 指数 为 2 的 千 群 必定 是 正规 于 习 

因为 如 果 G 二 旦 十 Hx, 则 G == 晶 十 xH. 

对 于 有 限 群 ,从 x-'Hx 忆 日 得 出 x71Hx 二 全 、 因 为 x-!Hx 
各 五 包 舍 辐 桩 企 数 的 元 素 。 但 是 对 于 无 限 群 却 不 能 从 包含 式 
得 出 等 陈 。 然而 如 采 x7THxSH 和 xHx"'CH， 则 8H= 
r(x Hr)r CrHr CD 因而 映 二 r+Hxr"', 同 理 已 一 xx 
因此 x™HzxCH 对 于 所 有 x 部 成 立 是 防 正 规 的 充分 条 件 ， 

没有 正规 真子 群 的 群 叫 做 单纯 群 . “单纯 "这 个 词 必须 当 
作 专 门 词 来 理解 .根据 定理 1.5.4, 没有 任何 真子 群 的 群 是 素 
数 阶 的 及 限 人 循环 群 ， 这 些 群 不 论 就 专用 词 说 ， 还 是 就 更 普通 
的 (好不 复杂 的 ) 意义 说 ,都 是 单纯 的 、 但 是 还 有 很 多 其 他 的 
里 纯 群 ， 其 中 一 个 是 在 $1.8 的 第 四 个 例子 里 的 168 阶 群 . 决 
定 全 部 有 限 除 的 单纯 群 是 一 个 未 解决 的 问题 。 有 人 猜想 除 素 
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数 阶 群 外 ,单纯 有 限 群 必定 是 偶数 阶 的 ,但 即使 这 个 问题 也 显 
得 是 一 个 非 兽 难 的 问题 . 


2.2. 同 态 的 核 


假定 群 吾 是 群 G 的 同 态 像 ， 芳 虑 G 中 及 有 映 成 吾 的 单位 
元 素 的 元 素 +€ G 的 集合 了 . 

z G—>H, T ->1., (2.2.1) 
在 $1.4 里 说 过 , 1 一 1, 因而 1€ 了。 如 果 :一 1， 1 一 xn， 则 
1 二 2 一 ww， 但 是 1 一 1, 因 而 ww 二 1, 所 以: 下 一 1 而 下. 
叉 如 果 吉 一 11,2 一 1, 则 zi 一 1, 因而 ztz€ T。 因此 TIT 是 G6 
的 子 群 . 其 次 如 果 x€G,tET, 则 x 一 y, 地 1, x 一 yy 1!， 
向 且 x7zx 一 yly 二 1, 因而 x7T tx€T， 所 以 TT 是 G 的 正规 
子 群 。 工 叫做 同 态 G 一 互 的 核 

定理 2.2.] 7 在 同 态 GHT， 人 


LL , 


傍 系 。 

证 明 . 我 们 已 经 证 明了 工 是 G 的 正规 子 群 . 假定 x 一 u， 
一 HU zy?yEGC，UE 万 .那么 zy 一 工 和 而 xy ET 因而 
x《 Ty,， 即 * 和 y 属于 了 的 同一 个 傍 系 。 反 之 , 如 果 *6 Ty， 
则 zx 二 zy， 又 如 果 y 一 x, 则 (由 于 :一 1) 就 有 x 一 uw, 即 x 
和 y 在 互 内 有 相同 的 像 . 


2.3. 商 群 


在 上 一 广 里 证 明 过 , 群 G 的 同 态 核 是 一 个 正规 子 群 了 . 吧 
之 ;每 个 正规 于 群 7 都 是 一 个 同人 访 《事实 上 还 是 唯一 的 辣 态 ) 


的 核 。 假定 
G=T+ Tr 二 :十 Tr,， (2.3.1) 
这 里 全 是 G 的 正规 子 群 ， 我 们 可 以 取 傍 系 Tx; 作为 一 个 集合 
豆 的 元 素 ， 我 们 定义 瓦 里 的 乘法 为 
(Txi)( Tr;) = Tr, (2.3.2) 

假如 在 G 内 xXxiE Txrr. 

必须 证 明 号 雁 十 唯一 确定 的 ， 设 x; 和 xj, 分 别 是 Tx 
和 Tx; 的 任意 元 际 。 村 是 站 Xi 一 X02X7 XX friXj, 
因为 工 是 正规 于 和 群 。| 徊 如果 xjxy€ Txk、。 则 也 有 zaxixj € 了 xxk、 
因而 Tx; 中 一 个 元 系 和 了 xz; 中 一 个 元 素 的 所 有 材积 是 同一 个 
贷 系 了 xx 的 元 系 ， 因 此 〈2.3.2) 中 的 乘积 只 依赖 于 傍 系 和 不 
依赖 于 代表 元 系 的 选取 ; 这 说 明 五 中 的 乘法 有 意义 . 

因为 工 古 正规 于 和 群 ，T" 二 了 ,Tx; 二 xX;T。 因 此 在 态 内 ， 
由 村 了 TY， Tx; = Tx Tx T= ToT = TTx, = Trx,, 7 
是 单位 元 妹 . 其 凑 ， 因 为 CTxiTziTzE 一 Txixjxk 一 TX 
人 乘法 满足 结合 律 ， 如 果 x7€ Txjs 则 7x7x 包 
含 rjr7' 二 1, 因 市 Tx;Txj; 二 TT, 于 是 由 于 同 理 可 证 了 xjTx, 一 
在 再 内 Txj 是 Taxi 国庆。 这 样 加 证 明了 五 是 一 个 群 ， 它 
册 做 G 对 工 的 商 群 我 们 记 做 日 二 G/T. 

定理 2.3.1 (关于 同 态 的 第 二 定理 ). 给 了 群 G 和 正规 子 
群 了 了。 那么 如 未 已 一 G/T， 出 就 存在 同 太 G 一 已 ， 它 的 核 


是 了。 这 个 同 态 可 以 由 g 一 7x 给 出 ， 像 如 在 G 内 ge Tx 

证 明 . 设 在 G 内 ge Tx;, 考虑 从 G 到 囊 上 的 映射 8 一 
Tx;. 如 果 gL € Txi 82€ xi 则 (我 们 曾经 证 明 过 ) gig2 €& Txi， 
这 里 xix; ET 因此 8 一 了 才 一 Txt。 因 而 从 G 到 局 
上 的 这 个 映射 保 持 了 乘积 , 即 是 一 个 同 态 。 因 为 了 是 G/T 的 
单位 元 素 , 所 以 g 一 1 (在 及 内 一 T), 必要 而 且 只 要 在 G 内 
g《 工 , 因 向 了 工 症 这 个 问 态 的 核 ， 这 就 完成 了 证 明 ， 
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定理 2.3.2《 关 于 同 态 的 第 三 定理 )， 如 采 C 一 天 是 从 
到 K 上 的 同 态 , 工 是 这 个 同 态 的 核 , 则 玉 同 构 于 G/T = 如 
如 果 在 同 态 G 一 开 下 = 一 xz 则 rs 二 Tx 是 在 K 和 入 之 
间 的 同 构 

证 明 . 因为 在 工 的 同一 个 傍 系 里 的 G 的 元 素 在 K 内 有 相 
同 的 像 , 对 应 x** 过 Tx 是 一 一 的 .但 是 如 果 x 一 z， ?7 一作， 
则 xy 一 x*y*。 由 于 xy€ Trxy, 因而 x*y* 二 过 Try 一 了 xz 了 7?， 
因此 对 应 x 二 之 7x 保持 乘积 ,到 是 到 和 妃 一 G]/T 的 一 个 同 
你. 

让 我 们 总 结 一 下 关于 同 态 的 这 三 个 主要 定理 的 内 容 . 我 
们 证 明了 : 任何 同 态 的 核 是 正规 子 群 ， 任 何 正规 子 群 是 一 个 
回 态 的 核 ,这 同 态 的 像 (在 同 构 的 意义 下 ) 是 唯一 的 ,并 且 这 同 
态 像 是 已 类 和 群 对 已 知 正规 子 群 的 商 群 . 

定理 233， 甸 果 4 和 是 洋 G 的 于 布 且 基 中 有 个 
是 正规 于 群 ， 则 4UB 一 4B， 

证 明 . 我 们 只 ! 要 证 明 任 何 有 限 乘积 x1x)* .r(xi€ 4 或 B) 
都 能 改写 成 a6 的 形状 。 然而 如 果 8 是 正规 的 , 则 ba 一 
aa-iba 二 ab ,又 如 果 A 是 正规 的 , 则 ba 一 262 一 a6, 所 以 
我 们 可 以 改写 已 知 乘积 使 得 在 < 前 没有 5。 这 样 就 使 已 若 乘 
积 成 为 ala aipi 2 一 45, 这 里 4a;,4a€ A 而 5:,b€B, 

定理 2.3.4， 设 T 是 G 的 正规 于 群 ， 那么 在 H ~ G/T 内 


[G:K] = Re 

证 明 .G 的 子 群 在 妃 内 的 像 显然 是 子 群 。 现 在 设 天 是 
互 的 子 群 ， 则 K* 在 G 内 的 逆 像 到 包含 着 1 的 逆 像 了 ， 逆 像 
也 满足 关于 子 群 的 所有 要 求 ， 
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内 此 如 的 子 群 太 ” 的 逆 像 是 唯一 的 子 群 玉 使 得 C 之 天 之 
，| 科 且 这 个 天 ”是 玉 在 同 态 G 一 日 下 的 唯一 的 像 。 因此 
k 二 之 天 <” 是 在 C 二 天 二 了 和 五 忆 K 天 -了 全 1 之 同 的 1 一 1 对 应 . 
妇 果 开 *# 在 : 妃 内 是 正规 的 ， 则 x-IKxr 一 > 一 K*, 
向 对 于 任何 * 都 有 x* 一 KxzrEK， 所 以 玉 在 G 内 是 正规 的 . 青 
有 ， 如 果 天 是 正规 的 , 则 它 的 像 天 ”显然 也 是 正规 的 ， 最 后 ， 
傍 系 天 8” 的 逆 像 是 一 个 傍 系 Kg, 因而 [G:K] = [H:K*]. 

如 1 果 任 意 子 群 .1 的 像 是 4*， 则 容易 得 出 4” 的 逆 像 是 
UT= .47., 


2.4. 算 子 


从 群 G 到 月 土 的 上 映 时 c:8 一 8 出 做 G 的 有 目 同 在 或 G 上 
的 算 子 ， 假 如 (xy》 二 x"y*。 因 而 自 同 态 是 从 G 到 上 自身 的 间 
态 . 目 间 构 是 指 从 G 到 目 号 上 的 1 一 1 目 辣 态 . 如 执 从 8g“ 二 如 
得 出 g 一 4 则 自 辐 态 是 同 爸 ,在 石 限 群 的 情形 这 必定 是 目 辣 
构 . 但 是 一 个 无 限 群 可 以 同 构 于 它 的 真子 群 。 例 如 x 一 2x 
是 日 辐 态 ， 它 是 从 整数 加 法 群 到 目 身 的 同 构 ， 但 是 不 是 月 同 
构 . 

G 的 子 群 鼠 思 做 对 目 同 态 a; 容许 的 ， 假 如 对 于 所 有 oa 
H"i 导 有 H， 从 定义 直接 得 出 ,容许 子 群 的 并 和 交 是 容许 子 群 ， 
太 显 地 ， 群 的 算 了 于 4 也 可 以 看 作 是 容许 子 群 的 算 了 于。 但 是 可 
能 出 现 这 样 的 情况 ， 对 于 整个 群 不 同 的 两 个 算 子 可 以 在 作用 
一 个 容许 子 群 时 是 相同 的 。 月 有 有 ,如 有 果 G 一 KK 是 从 G 到 kK 
上 的 同 态 , 它 的 核 了 是 对 目 同 态 < 容许 的 , 则 我 们 可 以 在 天 内 
定义 一 个 对 应 的 算 于 .我 们 令 

(Tx)” = Tx", (2.4.1) 
这 是 一 个 目 然 的 定义 ， 因 为 目 同 态 “ 作用 于 傍 系 Tx 的 元 床 
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只 能 得 出 属于 Tx* 的 元 素 。 我 们 容易 验证 这 在 帮 内 决定 一 
个 算 子 ,而且 如 果 在 同 态 G 一 KK 下 x 一 x*, 则 x* 一 xz “， 
两 个 群 4 和 B 叫做 算 子 同 构 的 ， 假 如 存在 群 之 间 和 它们 
的 算 子 之 则 的 1 一 1 对 应 4 过 B 和 oj 二 这 0， 使 得 4 二 过 
是 一 个 同 构 而 且 在 这 同 构 下 ea“ 二 p28， 因 而 算 子 同 构 强 本 
定理 24.1。 给 了 群 G 和 G 上 的 算 于 集合 0. .假定 4 是 
G 的 容许 子 群 , 7 是 容许 正规 子 群 那么 4NT 是 4 4 的 容许 


证 明 . 4n7 作为 0 于 群 ( 即 在 下 容许 的 于 光 》 的 交 是 
A 的 8 于 和 群 。 如 果 wE€ A 站 TT,a€ A, 则 a'wa€ 4. 叉 因为 T 
在 G 内 是 正规 的 而 且 ww€ 了 了, 所 以 4-'wa€ T.。 因此 "arat 
ANT, 即 4NT 在 4 内 是 正规 的 


让 我 们 i D = 4 人 \ 工 . 
二 丫 十 Da 十 … 十 Da,. (2.4.2) 
那么 我 们 可 以 断定 
4 一 了 十 Ta 十 .十 了 7 了 a， (2.4.3 ) 


这 里 用 在 (2.4.2) 里 的 同一 些 记 号 来 表示 (2.4.3) 里 的 傍 系 . 
这 时 如 果 Taj 二 Taj;, 则 aia7? € 了 T. 但 是 nia7"€ 4 ,因而 aia7 
4NNT 一 D， 这 与 (2.4.2) 和 矛盾， 因此 《2.4.3) 里 的 傍 系 Ta 
都 是 不 同 的 。 其 次 , 因为 是 正规 子 群 ，AUT 一 了 了 4, 所 以 
TIT 在 4UT 内 的 傍 系 都 有 形状 Ta 一 Tda;, 这 里 从 (2.4.2) 得 
出 a 二 44;， 但 是 由 于 4d€ TT，T4a; 二 Tai, 因而 《2.4.3) 中 的 
傍 系 穷尽 了 4UT， 对 应 

Da Ta, (2.4.4) 


1) 这 里 原 书 排 印 有 和 蚀 ， 一 一 评 者 
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是 在 (2.4.2) 和 (2.4.3) 里 的 偿 系 之 间 的 1 一 1 对 应 ， 也 就 是 
4/D 和 A4UT/T 的 元 素 乙 间 的 1 一 1 对 应 .又 如 果 ai2i 一 
dak， 这 里 4 《 D, 则 因为 DST, 我 们 就 同时 有 DaiDai 一 站 as 
逢 Ta;Taj 王 Tax. 因 而 对 应 (2.4.4) 吓 在 商科 :A/D AUTI/T 
之 问 的 同 构 ， 算 子 a€ 8 按照 规则 (Da;)* 二 Da? 和 《Te 一 
Ta? 决定 4/D 的 一 个 算 子 和 4U T/T 的 一 个 算 于 .对 于 以 
这 种 方式 给 定 的 算 子 ,立即 得 出 〈2.4.4) 决定 一 个 算 子 同 构 . 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

我 们 容易 验证 : 和 群 G 的 子 群 玉 是 正规 子 群 ， 必 买 而 且 上 人 
亚 它 在 G 的 内 自 同 构 族 下 是 容许 的 .我们 用 算 子 来 给 出 于 群 
的 正规 性 的 两 个 逐步 加 强 的 定义 。 在 群 的 全 体 目 间 构 下 容 计 
的 于 群 叫做 特征 子 冬 。 在 全 体 自 同 态 下 容许 的 子 群 叫做 完全 
不 变 子 群 ， 于 是 群 G 的 中 心 Z 就 是 一 个 特征 子 群 ， 因 为 如 果 
对 于 所 有 ge G 都 有 zg 一 gs， 则 对 于 自 同 构 w， 我 们 有 
z"g 一 g"z", 而 当 8 通 过 G 的 全 体 元 素 时 ，8g"” 也 通过 G 的 全 
体 元 素 ， 因 而 我 们 得 出 z2*€ Z. 但 是 中 心 不 一 定 是 完全 不 变 
子 群 .举例 说 ， 芳 虑 由 下 列 关 系 定义 的 16 阶 群 C: 和 一 1 
让 二 0 一 ,ba 二 4-1b, caha 二 ac，cb 二 bc。 这 里 中 心 Z 是 
4 阶 的 而 且 由 ?和 < 生成 .这 时 瞎 映 4 一 6， 5 一 b,c 一 5 
决定 G 的 一 个 自 同 态 , 它 把 属于 中 心 的 元 素 < 上 映 成 5, 后 者 不 
属于 中 心 .但 是 自 同 态 保持 元 素 的 形式 ,因而 由 所 有 zx(xe G) 
或 所 有 xymzyxzs yeG) 生 成 的 于 和 群 是 完全 不 变 的 . 

正规 性 的 这 两 种 加 强 的 形式 的 一 个 特别 有 用 的 性 质 在 
于 :里 然 群 G 的 正规 子 群 天 的 正规 子 群 鼠 不 一 定 是 G 的 正规 
子 群 ， 但 是 从 定义 可 以 得 出 ,特征 子 群 的 特征 于 群 羡 特征 子 
群 ， 完 全 不 变 子 群 的 完全 不 变 子 群 是 完全 不 变 于 群 。 义 正规 
子 群 的 特征 子 群 是 正规 地税. 
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2.5。 直 积 和 笛 卡 儿 乘积 


给 了 两 个 群 4 和 8, 我 们 可 以 构造 有 序 对 子 (a， 5)， 

ak 4 ,bE B 的 集合 。 如 果 用 下 列 规则 定义 乘积 : 
(ai 6b1)(42, b1) = (a102, 0162), (2.5.1) 

则 这 种 有 序 对 子 就 组 成 一 个 新 的 群 ， 它 叫做 直 积 4 X B， 要 
验证 相 冬 规则 (2.5.1) 满足 以 《1, 1) 为 单位 元 素 的 群 的 公理 
并 不 困难 ,只 要 依靠 这 些 公理 对 于 4 和 8B 的 有 效 性 。 其 次 ,对 
应 (a,5) 三 之 (5, a) 表明 4 XB 和 BX 4 是 同 构 的 ， 所 以 
我 们 可 以 不 强调 顺序 而 说 两 个 群 的 乘积 。 对 应 a 之 (a，1) 
是 在 4 和 A4 XB 内 第 二 个 分 量 是 单位 元 素 的 元 素 集 合 之 间 
的 同 构 。 同 理 ， 对 应 0 二 >(1, 0) 是 在 也 和 由 元 素 (1, 0) 组 
成 的 子 群 之 | 辐 的 同 构 。 我 们 把 4 和 8 与 这 两 个 子 群 等 同 起 
来 在 这 个 等 同 下 我 们 说 G = 4 x 8 是 它 的 于 群 4 和 8B 的 
直 积 。 因 为 (4, 1X1,5) 一 (a,5) 二 (1, 5)(a, 1), 所 以 在 
4 XxX 8B 内 4 的 每 个 元 素 与 B 的 每 个 元 索 都 可 交换 ; 即 a6 二 ba 
对 于 a€ A4,bEB. 

在 耳 积 内 ,(e2) 一 《cm 0 0)， 因 此 (cup (ezy1)， 
(ea 61) 二 (ariazas 1), 如 4 是 4Xx38 的 正规 子 群 ， 同 理 召 
是 4 XxX 8 的 正规 子 群 。 同 时 具有 形状 (a, 1) 和 (1, 5) 的 元 
素 是 (1, 1), 因而 4 站 B 二 1， 其次，AUB 包含 所 有 乘积 
(4a, 1)(1,5) 二 (a,5), 因而 4UB=AXB. 在 4 和 8B 之 
由 的 这 些 关 系 决定 了 A Xx 8B. 

定理 2.5 于 商人 村 《和 三 的 齐 积 ， 必要 而 


但 


“证 明 我 们 已 经 知道 ， 在 直 积 4 XB 内 子 群 4 和 了 具 
有 这 些 性 质 . 假定 反 过 来 ，4 和 B 是 G 的 正规 子 群 ， 而 且 
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41B 二 1, 4 一 G， 著 虑 元 素 oo2 二 at(b71ab)= 
Cab Tig)bp， 这 里 a€ 4,bE€ B. 因为 4 和 8B 是 正规 于 类， 从 
党 一 种 分 拓 它 是 4 的 元 案 ， 而 从 第 二 种 分 括 它 是 B 的 元 素 . 
它 必 须 是 4 间 B 二 1 的 元 素 , 因而 a™67'ab 一 1, 即 a6 二 ba. 
根据 定理 2.3.3,G 二 4UB 二 4A48 ,因而 每 个 元 素 &8 可 以 写成 
g 一 420。 基 次 ,这 种 与 法 是 唯一 的 ， 因 为 从 ai 一 ap 得 出 
a7iai 一 OpO6E 4 站 8 一 1 因而 ai 一 oa， 忆 一 六 现在 当 
5 一 4a0 时 ， 我 们 令 &R 盖 (za，2)。 如 果 8l 一 app 二 4， 
由 gg2 一 01014202 一 (a1a2 )( D1 b2). 因此 在 G 和 AXxXB 之 国 的 
这 个 对 应 不 仅 是 一 一 的 ,而 且 还 保持 了 乘积 ,因而 我 们 确立 了 
G 和 A Xx 8 之 则 的 一 个 同 构 . 

我 们 可 以 推广 前 面 的 概念 而 定义 任意 有 限 个 或 无 限 个 群 
的 乘积 .假定 给 了 一 组 群 4;, 这 里 i 遍历 某 个 指标 集 工 (在 某 
些 定理 里 我 们 假定 工 是 良 序 的 )， 我 们 构造 形式 乘积 由 4 


才 和 


形式 乘积 组 成 的 群 四 做 这 些 4 的 向 卡 儿 乘 导 , 这 时 相 采 法 网 
在: 
il 0; 。 II Di; = ll Cs (2.5.2) 
这 里 对 于 每 个 i1€ 1 都 有 ci 一 ai 
在 盏 卡 儿 乘积 中 , 由 除 有 限 个 指标 外 都 有 a; 一 1 的 元 素 
组 成 的 子 群 叫做 4; 的 直 积 。 明 显 地 ， 当 因 于 的 个 数 有 限时 ， 
直 积 就 是 钊 卡 儿 乘 积 。 在 两 种 葬 积 中 ， 对 于 i 关 了 有 a 二 1 


的 元 素 [] 。 组 成 一 个 正规 子 群 , 它 同 构 于 4;. 如 果 把 4 与 


这 个 子 群 等 同 起 来 , 则 我 们 有 .Rn LU 4 一 1. 这 里 | 4 
了 | 
表示 直 积 . 
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之 理 ?32 群 G 同 构 于 于 群 44ie 1 的 章 积 ， 绢 细 


2) 4 \(U 41) 一 1 于 每 个 1 1. 


3)G = bon 


证 明 . 个 定理 的 证 明 很 接近 于 定理 2.5.1 的 证 明 . 根 
昌 和 ,每 个 o 都 与 1 六 ;的 a 的 任何 有 限 攻 可 六 
换 . 又 根据 1), 2) 和 3), 每 个 g&€ G 都 可 以 表 成 4; 的 元 素 
的 有 限 乘积 ,而 且 如 果 不 邯 虑 顺序 ,把 它 表 成 从 每 个 4; 最 多 
只 取 一 个 元 素 的 乘积 时 只 有 唯一 的 表达 式 ， 这 就 给 出 在 G 和 
4; 的 直 积 之 间 的 一 个 同 构 。 G 的 元 素 可 以 表 成 & 一 1 或 8 一 
2 多 天 1， 一 1;， 1 这些 2 是 从 不 同 的 4 
取出 的 ， 于 是 8 对 应 于 元 素 由 “这 里 在 & 的 乘积 形式 中 
有 bi € A; 时 取 a; 一 bi， 军 则 取 a; 一 1. 这 个 对 应 产生 在 G 
和 4 的 直 积 之 间 的 一 个 同 构 。 


飞 题 


1. 证 明 2 阶 群 是 每 一 个 二 面体 群 的 同 态 像 . 

2. ”证明 ,如 果 p<4a 都 是 素数 , 则 在 vq 阶 群 中 存在 4 阶 的 正规 子 群 . 
(参看 第 一 章 的 习题 8。) 

3. 证 明 四 元 数 群 的 子 群 都 是 正规 的 . 

4. ”在 立方 体内 ， 设 x，y, z 是 连结 对 面 中 点 的 三 条 线 。 证 明 立 方 体 
的 对 称 群 c 对 这 些 线 的 作用 是 一 个 6 阶 的 置换 群 鼠 . 证 明 妃 是 C 
的 一 个 同 态 像 . 

5 . 考虑 从 实数 集合 到 自身 上 的 1 一 1 上 映射 + 过 ex + 2 这 里 as 2 都 
是 实数 ，a 六 0. 证明 这 些 映射 组 成 一 个 群 G, 在 其 中 平移 T:x 志 之 
* 十 + 组 成 一 个 正规 于 群 。 间 商 群 6/T 是 什么 ? 

6. 对 于 群 G 的 每 个 元 素 6。 定义 一 个 赤 统 算 于 b: gg 一 2 86. 对 
全 体 这 种 算 子 来 说 ， 什么 于 和 群 是 容许 的 ? 如 果 了 是 G 的 正规 子 群 ， 
证 明 在 H = G/T 里 导出 的 算 于 也 是 共和 斩 算 村. 
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第 三 章 阿 贝尔 群 初 步 


3.1， 阿 贝尔 合 的 定义 。 循环 群 


群 G 在 满足 交换 律 时 : 
C4，2pa 二 ab5， 对 于 所 有 za，26G 

做 阿 贝尔 群 ， 当 ab 一 ba 时 我 们 也 说 元 素 4 和 5 可 交换 . 

在 $ 1.5 里 我 们 定义 循环 群 为 由 单独 一 个 无 案 2 生成 的 
群 , 它 的 全 体 元 系 都 是 2 的 方 虎 .因为 对 十 任何 整数 i: 和 7 都 
有 2422 一 00 一 2 所 以 循环 群 都 是 阿 贝尔 群 。 在 $ 1.5 里 
还 说 过 ， 在 同 构 的 意义 下 只 有 了 唯一 的 无 限 阶 循环 群 和 对 于 每 
个 正 整 数 # 的 唯一 的 # 阶 循环 群 . 义 优 环 群 的 每 个 于 群 也 大 
循环 群 。 让 我 们 来 证 朋 这 一 扣 ， 

_ 定理 3.1.1. 二 合生 环 人 子 


钊 硬 生 和 
和 
萌生 


| 


证 明 从 定 由 元 b 生 记 的 循环 群 C 和 它 的 子 条 忆 如 
果 刀 不 是 单位 元 素 群 而 且 VE HH, 则 6-16 甩 ， 而 且 方 次 数 ， 
和 一 i 中 有 一 个 是 正 的 .假定 有 是 鼠 中 元 素 的 最 小 的 正 的 方 
次 数 , 而 且 设 2 是 再 的 任何 元 索 . 那么 , 适当 选取 >， 我们 有 
:二 mr 十 s, 0 过 5s 二 m， 十 是 6 二 (68")B5， 因 为 8!， 和 6” 者 
访 于 如 ;BT 以 2 也 属于 .但 是 如 果 s 是 0 肆 s 二 m 中 不 是 
0 的 数 , 这 环 将 与 是 及 中 元 素 的 5 的 最 小 正方 次 数 相 矛盾 . 
因此 * 王 0， 而 且 关 一 (2 六 因而 玖 的 全 体 元 素 都 是 5” 的 


40。 


方 曙 , 即 志 是 循环 群 ,因为 对 于 任何 整数 *, 我 们 有 x 一 hm 十 i， 
这 里 i 是 0, 1, …, m 一 1 中 的 一 个 ,所 以 我 们 容易 验证 

G=H+Heb+ :+ Hoe”™™. (3.1.1) 
方程 (3.1.1) 包含 了 五 的 全 体 可 能 的 傍 系 而 且 它们 是 互 不 相 
同 的 ,因为 如 果 在 从 0 到 w 一 1 的 范围 里 取 ; 夫 7 而 且 忆 一 
h2i, 则 就 将 得 出 在 及 内 有 5 的 更 小 的 正 的 方 昭 , 它 就 是 ;" 址 
pi-i， 因 此 [G: H] = m. 这 时 攻 是 包含 在 电 中 的 6 的 最 小 
正方 次 数 而 且 也 是 互 在 G 内 的 指数 ， 于 是 ,如 果 G 是 无 限 的 ， 
则 由 于 对 任意 整数 mw, 元 素 (2") 组 成 一 个 子 群 ,所 以 存在 指 
数 m 的 唯一 子 群 。 如 果 G 是 # 阶 的 有 限 群 ， 则 姑 一 1, 因而 
2 一 my, 即 思 是 二 的 约 数 。 这 时 对 于 整除 = 的 每 个 m, 如 果 
一 jy ， 则 元 素 1，6”, bm。，，….，。pe-o 组 成 一 个 子 群 , 它 的 
阶 是 +， 指 数 是 mw， 因为 # 一 mr 可 以 是 把 # 分 成 两 个 因子 
的 任何 因子 分 解 ,所 以 对 于 整除 = 的 每 个 阶 +, 存在 唯一 的 子 
群 


3.2. 头 于 阿 贝 尔 群 构 造 的 老 干 定理 


无 限 阿 贝尔 群 可 以 有 很 复杂 的 构造 . 举 一 个 简单 的 例 于 ， 
零 以 外 的 全 体 复数 的 乘法 群 有 无 限 阶 的 元 素 而 且 还 有 任意 有 
恨 除 的 元 雯 ， 

如 果 在 一 个 阿 风 尔 群 里 ，a” 一 1 和 6” 二 1, 则 《ce 一 一 
和 (ab)” 一 1， 因 而 在 任何 阿 贝尔 群 4 里 ， 所 有 有 限 阶 的 元 
素 组 成 一 个 子 群 FE。4 的 每 个 自 同 态 “ 把 有 限 阶 元 素 映 成 有 
限 阶 元 素 ， 因 此 在 $ 2.4 的 意义 下 ,Ff 是 4 的 完全 不 变 子 群 。 
在 $ 1.8 里 我 们 把 全 体 元 素 都 是 有 限 阶 的 群 叫做 周期 群 〈 在 
群 论 的 某 些 应 用 里 也 有 fH 做 搁 群 的 )， 相 反 地 , 除 单位 元 素 外 
没有 有 限 阶 元 素 的 群 叫做 无 周期 群 ( 或 不 乒 群 ). 
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证 明 . 假定 相反 地 在 4/F 里 有 有 x 关 1 具有 有 限 的 阶 mm， 
又 在 辐 态 4 一 4/F 下 设 4 一 +。 那么 uw” 一 x” 一 1， 因而 
u”€ F, 凤 w” 是 有 限 阶 的 ， 设 它 的 阶 是 xz， 于 是 (w”)? 二 1， 
因 击 w 本 身 是 有 限 阶 的 。 因 此 wn€ FF 而 ~>1, 然而 我 们 曾 假 
定 x 兴工 

这 个 定理 使 得 构造 全 体 阿 贝尔 群 的 问题 简化 成 三 个 比较 
简洁 的 问题 : 

1) 决定 全 体 周 期 阿 贝尔 群 . 

2) 决定 全 体 无 周期 阿 贝尔 群 . 

3) 构造 一 个 阿 贝 尔 群 4, 它 以 已 知 周期 群 F 作为 子 群 ， 
使 得 两 群 4/F 同 构 于 已 知 无 周期 群 有 如。 这 三 个 问题 中 还 没 
有 一 个 完全 解决 ， 但 在 现在 我 们 对 第 一 个 问题 知道 得 最 多 而 
对 第 三 个 问题 驹 拥 得 最 少 . 

在 阿 贝 尔 群 4 内 ,一 组 元 素 a; 叫做 无 关 的 ， 假 如 只 有 在 


对 于 每 个 i 都 有 af 一 1 时, 才 有 有 限 乘 积 | | of = 1. 如 果 


ai 证 无 关 的 和 而且 生成 4， 则 就 说 a; 组 成 4 的 一 个 基底 ， 因此 
元 系 4; 组 成 4 的 基底 ,必要 而 且 只 要 4 是 由 a; 生成 的 循环 群 
时 直 积 . 

假定 阿 贝 尔 群 4 由 元 素 ea， …，2 生成 . 那么 4 的 每 个 
元 紊 都 可 以 表 成 af1…*arr, 这 里 wi 都 是 整数 .如果 


0YL。，. 2X7 一 = (3.2.1) 
是 关于 这 些 生 成 元 素 的 一 个 关系 、， 则 我 们 说 
arl ”1***a-."r= |] (3.2.2) 


是 它 有 的 逆 关 系 ， 从 4 内 成 六 有 的 关系 集合 S$， 取 5 的 关系 和 5 
时 天 系 时 赣 上 乘积 可 以 导出 别 的 关系 , 两 个 关系 集合 S 和 3 
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叫做 等 价 的 ,假如 每 个 集合 的 关系 都 能 以 这 种 方式 从 另 -- 信 
合 的 关系 导出 。 容易 看 出 这 是 一 种 真正 的 等 价 关 系 . 一 个 关 
系 集合 S 叫做 4 的 定义 关系 集合 ， 假 如 在 4 内 成 立 的 每 个 关 
系 都 能 从 5 的 关系 导出 。 可 以 证 明 关 于 生成 元 案 4， sa4， 
的 关系 的 任意 集合 5 是 由 a1，*…, a; 生成 的 阿 贝 尔 群 4 的 定 
义 关 系 集合 ,在 其 中 从 5 导出 的 关系 成 并 ,而 没有 其 他 的 关系 
成 立 。 当 然 群 4 可 以 简化 到 只 有 单独 一 个 单位 元 素 . 

定理 3.2.2 ce 7 个 元 素 生 成 的 阿 贝 尔 群 其 有 不 


和 


证 明 . r=1 计 定 埋 显 然 大 立 ， 因为 这 时 4 是 循环 群 . 
假定 4 由 ae 生成， 我 们 对 ? 以 及 在 固定 了 了 时 对 在 
关系 

af sr == ] (3.2.3) 
里 使 x 二 m 的 最 小 正 整数 m 施行 归纳 法 .。 如 果 只 有 全 体 
x; 一 0 的 唯一 关系 , 则 4 是 无 限 循环 群 {a1} 的 直 积 ， 因 而 定 
理 成 立 。 否则 某 个 关系 或 它 的 逆 将 包含 有 下 的 方 次 数 。 在 必 
紧 时 把 a 重新 编号 ， 总 可 以 假定 在 一 个 关系 里 的 最 小 正 的 方 
次 数 是 + 二 m， 如果 m 一 1 则 我 们 有 
di 一 GTta -07 zxr， (3.2.4 ) 
因 币 4 就 由 ?7 一 1 个 元 索 aj，**…*, a; 生成， 于 是 根据 归纳 假 
设 , 定 理 成 并， 现在 假定 在 下 列 关 系 里 = 二 nm 之 1: 
dr a dr = 1]. (3.2.5) 
设 7 … ， 是 其 他 一 个 关系 里 的 方 次 数 那么 对 于 任何 整 
数 有 ， 从 这 个 关系 和 (3.2.5) 可 以 导出 一 个 关系 具有 方 次 数 
一 Ar 一 Ar 一 《tr 我 们 可 以 选取 & 使 得 
0 之 yi 一 km 二 mm， 但 是 因为 mw 是 在 所 有 关系 里 的 最 小 正 的 
方 次 数 , 我 们 必须 有 一 km 一 0, 因而 具有 方 次 数 yy，……，y， 
的 关系 可 以 由 (3.2.5) 和 具有 方 次 数 0, ys 一 xz， y, 一 kx 
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的 关系 导出 。 因 此 4 的 全 体 关 系 的 集合 等 价 于 由 (3.2.5) 和 
只 包含 2，……， 2 的 关系 组 成 的 集合 5. 

在 (3.2.5) 里 设 x; 二 om 十 2 一 An 十 5, 这 里 
我 们 取 名 ,i 一 2、…,7, 使 得 0 专 $5 二 m， 如 果 我 们 取 一 
个 新 的 元 素 

a = 010X2 ar, (3.2.6) 
则 a 六 ;42， ,4 也 生成 4, 而 以 这 些 生成 元 素 表 出 时 , (3.2.5) 
变 成 

eli ma at 一 1， (3.2.7) 

这 时 如 果 有 某 个 :不 是 零 , 则 它 是 小 于 zw 的 正 数 ,因而 可 以 运 
用 归纳 假设 ， 而 如 果 呈 一 :一 * 一 0, 则 (3.2.7) 变 成 

rm = 一】 (3.2.8 ) 
于 是 因为 (3.2.5) 和 只 包含 2,， ea 的 关系 组 成 4 的 以 生 
成 元 素 a1, ww, , ar 表 出 的 定义 关系 集合 ， 所 以 (3.2.8) 和 
只 包含 oj， …, a, 的 关系 组 成 4 的 以 生成 元 素 or ,az ,4 
表 出 的 定义 关系 集合 。 因 此 4 是 由 af 生成 的 r 阶 翁 环 群 和 
由 >， 一 1 个 元 素 a:，*…, ea 生成 的 群 的 直 积 ， 而 根据 归纳 假 
设 ， 后 者 是 不 多 于 + 一 工 个 循环 群 的 直 积 。 这样 我 们 网 在 所 
有 的 情况 下 证 明了 定理 . 

为 了 探讨 局 期 阿 贝 尔 群 ， 我 们 用 到 在 任何 群 里 孝 成 立 的 
一 个 引 理 ， 

| 理 3.2.1. ed 站 mn 阶 元 素 , 这 里 


这 时 ?的 险 是 7 z 区 队 是 ， 和 和 各 是 的 访 枯 

证 明 . 我 们 用 《ez，2) 表示 两 个 整数 4 和 4 的 最 大 公约 
数 . 于 是 m 和 7 互 素 就 可 以 表 成 (m，#) 一 1， 根据 欧 几 里 
得 算法 ,存在 整数 x 和 vw， 使 得 wm 十 vn 一 1, 因 有 而 x 二 x” 
XxX + 于 是 x 二 yz 二 zy 用 有 是 
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和 一 ze 一 1 和 zs?=xe2 二 1。 因此 > 的 阶 是 m 的 约 数 mi， 
z 的 阶 是 的 约 数 下 。 但 是 从 x 一 yz 一 zy 得 出 zx 的 阶 是 mm 
的 约 数 ， 而 因为 * 的 阶 是 mx, 所 以 由 此 得 出 同一 和 是 ?的 
阶 , 7 二 是 z 的 阶 ， 设 * 男 有 一 个 表达 式 x 一 yiz1 一 21y1， 
这 里 是 rw 阶 的 ，z1 是 7 阶 的 我们 首先 注意 到 jj 和 zi 者 
号 可 交换 ,这 是 因为 TY YISt 一 YX 和 X21 一 ”1 
xix。 于 是 因为 ”和 z 都 是 x 的 方 窜 . 它们 也 与 yy 和 zz1 可 交 
换 。 现 在 从 yz 一 + 二 yiz1 3 引出 一 个 元 素 w 二 9 一 52z1 
然而 y 和 1 是 严 阶 的 可 交换 的 元 素 , z 和 2 是 >” 阶 的 可 交 

次 的 元 素 . 因此 元 素 wv 同时 满足 w” 二 1 和 w” 一 1, 于 是 因 
为 (mm, #2) 二 1, 这 就 导出 w 二 1。 因 用力 二 7 zi 一 > 这 就 
证 明了 表达 式 的 唯一 性 . 

重复 应 用 这 个 引 理 ， 我 们 得 出 : 

引 理 3.2.2。 设 x 是 > 一 mma … mw 阶 的 元 素 ， 这 里 当 
天 j 时， (nis) 一 1。 那么 = 有 唯一 的 表达 式 + 一 zyme 
这 日 or 一 ax 而 年 的 除 是 每 一个 者 是 * 的 
学 

特别 地 , 如果? 一 pti…pfr, 这 里 九 ,，…，p, 是 互 不 相 
同 的 素数 ， 则 我 们 可 以 取 zx; 二 p# 而 运用 这 个 引 理 ， 

在 周期 阿 贝 尔 群 4 内 考虑 阶 为 固定 素数 2 的 方 曙 的 元 素 
的 集合 P， 这 时 我 们 把 单位 元 素 看 作 阶 为 p? 一 1 而 包括 在 
内 ， 如果 x? 一 1, y? 一 1, 则 (xy)* 二 1, 这 里 c 一 max(a,5)， 
吊 且 (x7)** 一 1。 因此 P 了 是 一 个 子 群 ， 它 由 做 西 罗 子 群 
Stp)。 我 们 也 把 PP i P 群 . 
a 
”” 证明. 明显 地 ,4 的 西 罗 子 群 的 直 积 [| s(p) 是 4 的 子 
群 , 但 是 根据 引 理 3.2,2, 如 果 x+€ 4 的 阶 是 #2 二 pf … pr， 则 
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+ 一 xxr 这 里 xX;€ 5(pi); 有 以 4 的 每 个 元 素 * 属 十 西 
多 于 群 的 直 积 ,因而 这 个 直 积 必须 是 整个 群 4. 


3.3. 有 限 阿 贝 尔 群 。 不 变量 


有 限 阿 贝尔 群 当然 是 周期 的 和 有 限 生成 的 ， 应 用 上 一 节 
中 的 结 示 ， 我 们 可 以 提出 以 下 的 定理 : 
定理 3.3.1， 阶 为 n 二 加 pr 的 有 限 阿 贝尔 群 是 西 罗 


于 群 SCp1), … 0) 本 有明 积 ， 这 时 5S(pi) 是 好 阶 的 而 用 


征 阶 为 pfit，…， 各 (这 里 ca 十 十 ez 二 <) 的 循环 群 
的 直 积 


证 明 . 在 4 阶 阿 由 尔 群 里 ,元 素 的 阶 是 2 的 约 数 ,因而 对 
应 于 不 整除 ”的 素数 的 西 罗 子 群 只 能 包含 单位 元 素 . 因此 ， 
如 未 pi，*"*, p， 是 整除 = 的 不 同 的 素数 , 则 已 知 群 就 是 一 个 
直 积 5(p1) Xx…… Xx 5(p,). 但 是 这 并 没有 指出 5(pi) 的 阶 ， 
也 许 这 些 群 中 有 一 些 外 二 位 元 素 群 因为 5(pi) 是 单位 元 素 
群 或 洗 阶 为 2 jp5 的 循环 群 的 直 积 ,所 以 5S(p;) 的 阶 
是 这 些 阶 的 乘积 〈 设 sCp, ) 的 阶 是 好， 于 是 志 一 ci 十 … 十 
cei) 和 而 且 整 个 群 的 阶 是 这 些 SCpp) 的 阶 的 乘积 。 但 是 因为 整 
数 4 的 因 于 分 解 是 唯一 的 ,所 以 对 于 每 个 i pe pi 一 pf, 作 
为 这 个 定理 和 定理 3.1.1 的 结果 ， 我 们 有 下 面 的 推论 ， 

推论 3.3.1。 如 果 ? 尼 整除 ”的 素数 , 则 = 阶 的 阿 贝尔 君 
总 含有 也 阶 的 元 素 . 

一 个 有 限 的 阿 贝尔 p 妖 A(p) 常 弟 可 以 以 几 种 方式 表 成 
人 特 坏 群 的 下 积 。 举例 说 , 设 a 二 1, 5 二 1, 那么 群 4(2) = 
ta X (是 32 阶 的 ， 如 果 我 们 取 < 一 ac 和 4 二 a6， 则 
二 1,4d 一 1,4 一 cd 0 一 cd 我们 容易 验证 4(2) 一 
{tc} X {Qj. 在 这 个 情形 里 ,4(2) 以 黄种 不 同 的 方式 成 为 循环 
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群 的 直 积 ,但 是 因子 数 和 它们 的 阶 是 相同 的 ， 一 般 地 说 ,这 对 
于 有 限 的 阿 贝 尔 p 群 是 对 的 ， 但 是 因为 6 阶 循环 群 是 2 阶 和 
3 阶 循环 群 的 直 积 ， 对 于 不 是 群 的 有 限 阿 贝 尔 群 这 是 不 对 
有 的, 如果 有 4 是 阿 风 尔 p 群 , 它 是 阶 为 p's op 的 循环 群 的 直 
积 , 则 这 些 阶 数 叫 做 已 知 群 的 不 变量 ， 在 全 体 不 变量 是 p,…， 
p 的 特殊 (但 是 重要 的 ) 情形 ， 我 们 说 4 是 初等 阿 贝尔 群 . 
明白 地 ,一 个 阿 贝 尔 群 4 的 不 变量 在 同 构 的 意义 下 决定 4, 然 
而 它们 还 是 在 下 列 定理 中 明白 指出 的 更 强 意义 的 不 变量 . 
定理 3.3.2，. 如 果 有 限 阿 贝尔 群 4 以 两 种 方式 表示 成 
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循环 群 的 直 积 4 = 41 X … X 4, 一 Bi xxXB， 则 它 


们 的 因子 数 相 同 > = s, 而 且 41，*…, 4, 的 阶 经 过 重新 排列 
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原本 85，B, 有 和 阶 完全 相同 . 
证 明 . 我 们 对 4 的 阶 施行 归纳 法 , 当 4 的 阶 是 窗 数 p 时 
定理 是 显然 的 . 
设 4 是 任意 的 阿 风 尔 ? 群 。 我 们 用 4。 表 示 4 中 满足 
二 1 的 元 系 zx 的 子 群 ,向 且 用 4? 表示 形状 yr*(y€ 4) 的 元 
过 的 子 群 。 设 4 的 一 个 基底 是 41，… , 4;, 这 里 a 的 阶 是 pi， 
1 二 1， ,+, 而且 设 4 有 的 编写 是 使 得 ee 之 es 之 人 er 
于 是 我 们 容易 验证 4, 有 一 个 基底 af* ,，……,a?” 和 而且 是 
p" 阶 的 。 如 果 4 是 初等 阿 风 尔 群 , 则 4? 二 1。 否则 设 e。 是 
最 后 一 个 大 于 1 的 方 次 数 , 姑 el 守之 ew 之 ceo 一 … 一 
一 1， 那么 4? 有 一 个 基底 af，***，am, 这 是 容易 证 明 的 . 
设 4 有 了 男 一 个 基底 bl, ***， b,， 这 里 bi 的 阶 是 pi’ 1 一 
1 ,ss, 册 县 之 所 之 … 之 所. 那么 4 从 基 展 a1,*…*,a, 看 
是 p' 阶 的 ,而 从 基底 匀 ,，"……, 5b, 看 则 是 yp 阶 的 ;因而 + = 二;. 
好 果 4 是 初等 阿 贝 尔 群 ， 这 就 完成 了 证 明 . 否则 设 五 二 有 h 
宇 … 宇 > ja 一 一 一 1 那么 4 既 有 不 变量 
六 又 有 不 变量 pr 下!,，…… ,pin“!'。 根据 归纳 假 


e 4) » 


TT TR Th nh EE Ee i + 


设 ; ;二 w 而 且 红 一 1 二 有 一 1,…',em 一 1 二 所 一 1. 出 
也 并 且 根 据 * = * 的 事实 , 就 得 出 o1 一 及 ,'…*, e, 二 f,, 定理 
正明 了 . 

推论 5.32 le SR p 和 群 不 具有 相同 有 的 不 


Ee, 
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定理 333， 县 有 不 农民 1，…， 0%， 之 之 oi 的 


阿 由 尔 群 4 有 了 于 群 K 具 行 不 变 明 pr!, ,pp*’,R > "“»"? 之 ,， 


必要 而 且 只 要 上 用 > 和 下 过 cb 过 ce 

证 明 . 我 们 先 对 4 的 阶 施行 归纳 法 ,来 证 明 4 的 于 群 K 
肘 不 变量 的 方 次 数 满 足 写 理 里 的 不 等 式 ， 当 4 有 的 阶 是 了 时 这 
小 定理 显然 成 也 . 

因为 天 是 4 的 于 群 , 所 以 和 7， 当 4 是 初等 阿 风 尔 
群 时 定理 已 经 证 明 . 否则 , 设 cl 写 … 之 cm 之 coH 一 一 
cr 一 和 页 全 六 过 HH 一 一 1 那么 天 是 
A? 的 子 群 而 且 天 上 的 不 变量 是 ph …，p"!，A? 的 人 不 
变量 是 pr?，……, pm "根据 归纳 假设 , x 委 m 和 一 1 声 
eci 一 1 一 上 上， 42。 因此 4 < 委 e， 1 一 3 又 因为 
《一 一 玉 二 1， 所 凡 还 有 下 委 6 一 # 十 1 1 总 
之 , Ri 挝 ei, 1 二 1, ,+ 

如 玉 定 理 中 的 个 等 式 成 立 ， 则 4 有 一 个 子 群 具有 已 知 的 
个 变量 ， 这 时 我 们 可 以 取 4 的 前 * 个 基 元素 的 适当 方 宕 作为 
它 的 一 个 基底 .但 是 在 一 般 情 况 下 ， 以 下 的 事实 并 不 一 定 成 

给 定 4 和子 群 K ,我 们 可 以 取 4 的 基底 和 的 基底 , 使 得 
K 的 基底 由 4 的 基 元 素 的 方才 组 成 . 《参看 习题 5.) 


习 是 


1 设 阿 贝尔 群 4 由 具有 定义 关系 etc 一 1 和 ob-acr = 1 的 元 素 
ap2，c 生成 。 求 4 的 一 个 基底 和 基 元 素 的 阶 . 
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证 明 有 限 阿 贝尔 群 由 它 的 最 高 阶 的 庄 元素 生 成 ， 

设 一 个 阿 贝 尔 群 具有 不 变量 名， 所. 问 它 包含 多 少 个 姑 阶 的 子 
群 ? 

给 出 两 个 恰好 包含 产 十 bp 十 1 个 fz 阶 子 群 的 阿 贝 尔 z 群 . 

设 4 是 由 和 2 生成 的 ,具有 定义 关系 9 = 二 1 和 如 二 1 的 阿 风 
尔 群 。 设 天 是 由 元 素 * = arb 生成 的 子 群 ， 证 明 : 不 可 能 选取 4 
的 基底 和 天 的 基底 ,使 得 天 的 基 元 素 是 4 的 基 元 素 的 方 寡 . 
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第 四 章 西 罗 定理 
4.1. 拉 格 朗 日 定理 的 逆 定 理 不 成 立 
根据 拉 格 良 晶 定理， 有 限 群 的 子 群 的 阶 是 整个 群 的 阶 的 


约 数 .但 研 , 在 zw 是 2 的 约 数 时 ,一 个 # 阶 群 并 不 一 定 有 台阶 
和 于 群 。 举例 说 ,下 面 的 12 阶 置换 群 训 没有 6 阶 子 群 : 


1,2,3,4 1, 2,3,4 
(i 2, 3， ) 站 
1,2,3,4 1, 2, 3,14 
(2 (2) 
人 ( ) 
3,4,1,2 “3,2,4,1 
1 ,2,3,4 1 ,2, 3, 4 
(3 (9) 
1, 2,3,4 ] ,2, 3,4 
(3 1 4 人 
1,2，3， 4， /1],2,3,4 
(2) 2) 


然而 它 却 和 有 2，3 和 4 阶 的 子 群 . 

因此 ,一 般 地 说 , 当 台 整 涤 4 时， 我 们 不 能 保证 4 阶 群 有 
7 阶 子 群 ， 但 是 当 关 是 素数 或 素数 的 方 寡 时 ， 这 样 的 村 群 定 
仓 在 的 . 这 种 子 群 的 存在 和 个 数 是 下 面 的 西 多 定理 的 内 容 . 
我 们 从 作为 西 罗 定理 的 起 点 的 一 个 定理 开始 . 

定理 4.1.1. 如 果 群 G 的 阶 能 被 素数 Pp 整除 , 则 G 包含 着 
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? 阶 的 元 素 . 

证 明 . 设 ” 一 mp 是 G 的 阶 。 这 时 如 条 m 一 1， 则 G 是 
? 阶 循环 群 ,因而 定理 成 立 。 我 们 对 短 施 行 归 纳 法 .如 朱 G 包 
含 一 个 真子 群 瑟 , 它 的 指数 [G: 理 ] 不 能 被 ? 整除 , 则 五 的 阶 
能 被 ?整除 ,因而 根据 归 钠 假设 , 瑟 包 含 f 阶 的 元 素 。 现在 假 
定 G 的 每 个 真子 群 的 指数 都 能 被 整除。 那么 根据 $1.6， 
7 二 让 十 92 十 "… 十 1, 这 里 每 个 w; 都 是 G 的 共 斩 元 寺 尖 
的 元 素数 。 每 个 闭关 1 是 G 的 一 个 真子 群 的 指数 ， 因而 根 
据 假 设 都 能 被 2 整除 。 这 时 ==1, 因为 单位 元 素 自 成 一 类 . 
因此 w; 二 1 的 个 数 是 ? 的 倍数 .在 G 内 一 个 元 素 a; 自 成 一 
类 ,必要 而 且 只 要 它 属 于 G 的 中 心 Z。 因此 中 心 Z 的 阶 能 
PP 整除。 于 是 对 于 z€ 2 和 g&《 G, 我 们 有 zg 一 gx。 因此 轨 
然 更 有 2Z 的 元 素 彼 此 都 可 交换 ， 即 Z 是 阿 贝尔 群 . 现在 从 定 
理 3.3.1 的 推论 得 出 ，Z 包含 了 阶 的 元 素 . 


4.2. 三 个 西 多 定理 


定理 4.1.1 保证 , 当 ? 整除 G 的 阶 时 ， 至 少 存在 一 个 也 阶 
子 群 。 我们 可 以 证 明 ， 如 果 G 的 阶 是 4 = p”, 则 还 存在 关 ， 
PP ，*…, p” 阶 的 子 群 . 

定理 4.2.1〈 第 一 个 西 罗 定 理 )， 如 条 G 的 阶 是 2 一 p"s， 
这 里 ?是 素数 , phs， 则 G 包含 着 阶 为 p(i 二 1 1 的 于 
记 , 人 i 县 险 为 PC 一 工 …， mm 一 1 的 每 个 了 兴 和 少 是 -个 

pr 阶 于 司 的 正规 于 如 

证 明 ， 对 i 施行 归纳 法 来 证 。 上 面 已 经 说 过 ,，G 包含 2 
阶 子 群 ， 届 忆 是 亡 导 过 1) 阶 子 群 。 用 已 的 二 重 傍 系 表 出 C， 
G 二 PP 十 PrP 十.… 十 Px,P， 和 而且 设 在 PxjP 内 有 P 的 aj 个 
右 傍 系 。 那么 [G:P] = 和 十 ea 十 … 十 ao， 这 里 4 一 
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[x7'Pxj;:x7 Pr; 人 Pl], 而 且 对 于 二 重 偿 系 P 1 :PP 一 Pa 一 上 
叉 4; 一 1 或 的 方 渭 ,因为 pI[G:P]， 所 以 等 于 1 的 4j 数 
必须 是 ? 的 倍数 .如果 aj 二 1 则 xmPo 一 了， 因而 xj; 以太 
傍 系 Px; 一 xjP 必须 属于 P 的 正规 化 子 KK。 及 之 ;如 未 xj&€ 民 ， 
则 xiPz 二 了 ,因而 4; 二 1。 因 此 [K: P] 是 等 于 1 有 隐 4j 数 ， 
所 以 pj[K:P]。 因此 商 群 KJP 的 阶 [K: P] 能 馈 整 除 ， 于 
是 /PP 包含 一 个 了 阶 的 子 群 产 ， 根 据 定 理 2.3.4，/ 一 J/P， 
这 里 JCK, 而 且 [J: P] 二 [J*: 1] 二 pp, 因而 7 是 包含 P 作 
入 
数 六 的 方 宕 则 三 加 做? 混 ， 

和 群 6 的 了 导 5 岂 做 6 的 本 罗 于 如， 假如 它 是 了 群 


| 


伯 站 届 入 以 上 证 尺 轴 六 说 这 宫 出 第 一 个 西 罗 定 理 的 两 个 
推论 。 
jo 人 


者 


从 为 生 的 每 个 群 忆 p 群 “根据 定理 41.1。 如 果 _ 个 下 
的 阶 能 被 两 个 不 同 的 素数 整除 ， 则 它 不 会 是 了 群 。 因 此 每 一 
et p 村 的 阶 和 1 Pp 鸭 广 和 窜 p”. 
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定理 42.2( 第 二 个 西 罗 定理 )》 在 有 限 群 G 内, 西 再 史 请 子 
群 部 年 友 思 同 ， 

证 明 . 设 己 和 已 是 两 个 西 多 ?村 和 群 . 那么 C 一 PP 十 
PixP2y 十 十 站 x2。 设 在 PnP 内 有 已 的 5; 个 右 傍 系 .于 
是 5 二 [xiPixi: xp 人 PP] 册 且 它 是 1 或 的 方 蜂 . 但 尽 
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5 十 十 5 二 |[G: Pl] 不 是 ?的 倍数 .因此 对 于 某 个 i 有 
bi 一 1, 于 十 x7'Pix; 二 PP. 

定理 4.2.3 3 (第 三 个 西 多 定理 ). 石 限 群 G 的 西 罗 Pp 于 群 

证 明 . 如 果 只 有 一 个 西 罗 p 子 群 。 定理 是 显然 的 . 充 5, 
在 西风 了 ?了 子 群 ,向 $1，* ,5, 是 其 余 的 西 罗 ? 子 群 。 用 5 的 
元 索 作 变形 时 ， 这 些 子 群 分 属于 车 干 个 不 同 的 共 辊 类 。. 根据 
第 二 小西 罗 定理 ，$ 是 在 它 的 正规 化 子 天 ; 内 的 唯一 的 西 罗 
p 于 样 。 因 此 3 在 5 内 的 正规 化 子 愤 关 0) 是 5 的 一 个 真 
子 群 ,因而 5; 在 5S。 下 的 共 辊 者 的 个 数 是 ? 的 方 幕 p',e 之 1 
因此 7 二 pi 十 一 十 pr 二 kp, 好 G 有 1 十 + 二 1 十 kp 个 
西餐 了 于 群 。 根 据 第 二 个 西 罗 定理 , 西 罗 PP 了 于 和 群 的 个 数 是 5 
的 正规 化 子 的 指数 ， 因 而 是 G 的 阶 的 约 数 ， 

定理 4.2.4. 设 K 是 西风? 子 群 P 在 有 限 群 C 内 的 正规 
化 于 .那么 具有 性 质 6 二 二 KP 的 任何 子 群 吾 是 它 自己 


入 条 


证 明 . 假定 Hs 一 已 ， 那 么 晶 守 x Px 一 PP， 它 必 定 
是 瑟 的 西 多 ?于 群 ， 因 此 ,对 于 某 个 zx6E 互 有 wT'Pu 一 了, 于 
是 xlixripxru 一 P, 妈 xxu€ KK， 因此 x€H， 由 五 古 它 目 己 的 
正规 化 地 ， 

下 面 一 个 定理 不 仅 本 身 是 有 价值 的 ， 而 且 在 以 后 各 章 里 
有 者 于 重要 的 应 用 ， 

定理 4.2.5 (但 时 春 德 ? CAN 内 ， ,了 群 在 一 


吉 志和 
二 
大 
二 昌 和 和 和 直 
| 和 
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类 ， 

证 明 . 设 和 Ns 是 4 的 正规 化 子 . 设 28 是 G 的 西 罗 户 子 群 ， 
使 得 4 是 2 的 非 正 规 的 子 群 , 而 且 D = Ni 人 0 是 极 大 的 . 
设 9 是 D 在 8 内 的 正规 化 于 ,Np 是 DD 在 
G 内 的 正规 化 子 。 我 们 可 以 断定 22 
gDh, 因为 在 2 的 某 个 子 群 内 是 
正规 的 而 且 有 指数 p， 而 4 在 2 及 是非 
正规 的 ,所 以 9 汪 D 汪 hh。 得 有 ，9 的 真 
子 群 刀 是 作为 真 了 于 群 而 包含 在 它 在 台 内 
的 正规 化 子 4 内 的 , 因此 0 二 7 卫 忆 过 7. 
现在 因为 刀 一 Na 站 9292, 4 在 9 内 不 是 正 
规 的 , 当然 在 Np 内 也 不 是 正规 的 ， 设 
一 有 站 ji) 是 4 在 Np 内 的 
共 斩 者 ， 因 为 4 在 忆 内 是 正规 鸭 ， 而 且 
Np 导出 DD 的 目 同 构 ， 所 以 每 个 h 在 D 
内 也 邦 是 正规 的 ,当然 在 H 二 加 UhU… 
Uh.SD 内 更 是 如 此 .五 的 正规 化 子 Na 
7 包含 着 Np, 因为 Np 胸 元 系 把 吾 变 成 目 
己 ， 

设 记 是 Ns 门 Np 的 丁 罗 于 群 ， 厕 
Pi 二 pi 是 Ns 的 西 罗 子 群 。 根据 假设 , Ph 是 G 的 西 罗 子 群 . 于 
是 DCp 因为 D 在 Pi 内 不 是 日 己 的 正规 化 子 。 现在 Nann 
NpCNpCNg, 又 了 玉 户 忆 记 是 Na 的 西 罗 了 村 群 , 册 这 PP 二 六 元 
G 的 西 多 村 群 ， 如 未 P 玫 Ns, 则 PP Ni 二 Pi 一 D， 与 DD 的 极 大 
性 和 矛盾 ， 因 此 PCN;, 于 是 Ns 几 Ng 二 P 人 Na 二 pz, 因为 户 古 
Ns 有 的 相 罗 子 群 . 

设 和 A 二 有 ,有 ,sh 是 4 在 Na 内 的 共 罗 着 (因而 
都 是 瓦 的 正规 子 群 )， 4 在 Na 内 的 正规 化 子 是 WanNs、 因 
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图 2 伯 轧 赛 伪 定理 


而 在 Na 内 的 共 轿 者 的 个 数 是 + 一 [Na: Na 由 Nsj。 但 古 
Naf Ns 避 ， 而 后 者 是 Na 的 西 罗 子 群 . 因此 + 关 0(modp). 

如 果 全 体 ，……, bh, 部 是 菜 个 西 罗 于 群 5@ 的 正规 于 和 群 ， 
则 S, CNn，。 因 而 Na 的 每 个 西 罗 子 群 包含 全 体 hs 作为 正规 
于 群 . 但 是 9SNpSWNy 是 了 群 , 它 并 不 以 名 作为 正规 于 群 . 


43. 有 限 p 群 


根据 西 罗 定理 ， 阶 为 2 二 pli*…prr 的 群 G 对 于 每 个 1 包 
含 pr 阶 的 于 群 , 而 且 同 是 这 个 阶 的 所 有 子 群 部 彼此 同 构 , 因 
为 它们 是 共 钨 的。 因此 有 限 群 的 构造 问题 可 以 分 成 两 部 分 : 
1) 构造 阶 为 素数 方 寡 的 群 ; 2) 把 阶 为 整除 ” 的 素数 方才 的 
群 联合 起 来 而 构成 4 阶 的 群 。 当 全 体 西 罗 子 群 都 是 循环 群 时 
(全 体 。 一 1 当然 是 这 样 一 种 情形 ), 我 们 可 以 解决 第 二 个 加 
题 , 解答 在 第 9 章 里 给 出 (定理 9.4.3). 因此 , 虽然 这 两 个 间 
题 一 般 地 说 还 设 有 得 到 解决 ， 但 是 我 们 必须 解决 第 一 个 回 题 
以 便 获 得 在 第 二 个 问题 里 用 到 的 子 群 ， 要 把 西 罗 子 群 联 合 起 
来 构造 成 群 的 最 大 困难 ， 看 来 是 在 于 构造 阶 为 素数 方 早 的 群 
( 即 所 谓 z 群 ) 时 的 复杂 性 . 

关于 zp 群 的 第 一 个 有 很 大 价值 的 事实 是 以 下 的 

定理 4.3.1。 有 限 ” 群 的 中 心 总 比 单位 元 素 群 大 ， 

证 明 . 设 忆 是 有 限 乡 群 ， 我 们 把 P 表 成 共 纯 类 的 和 : 

PP 一 Ci 十 Ci 十 … 十 C，: (4.3.1) 
这 里 C1 单 由 单位 元 素 组 成 。 设 hi 是 C; 的 元 素数 , 根据 定理 
1.6.1, 它 是 P 的 子 群 的 指数 ,因而 当 C; 包含 中 心 的 元 素 时 是 
1 ,否则 是 ? 的 方 罕 . 但 是 因为 P 的 阶 是 p”, 我们 必须 有 
pp” 二 有 十 肌 十 .… 十 万 ， (4.3.2) 

这 里 及 一 1, 因而 在 (4.3.2) 内 其 余 的 h 不 可 能 都 是 ?的 真 
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方 曙 ， 妇 必定 还 有 其 他 4; 等 于 1, 太 以 P 的 中 心 比 单位 元 素 
群 大 . 

我 们 把 推论 4.2.2 2 下 成 一 个 定理 ， 
用 

(第 一 个 ) 西 罗 定 理 4.2.1 的 又 一 个 推论 是 : 缚 群 的 真 于 
和 人 A 


| 


和 

证 明 . 假定 G 的 真子 群 都 不 是 自己 的 正规 化 子 ， 根 据 定 
理 4.2.4,， 西 罗 子 群 已 的 正规 化 子 天 是 它 目 己 的 正规 化 于， 内 
而 根据 假设 ,KK 必须 是 整个 群 6， 因此 P 是 6 的 正规 子 群 ， 
由 此 根据 定理 2.5.2, 西 罗 二 群 的 并 是 西 罗 子 群 的 直 积 ， 沪 以 
Oe 现在 假定 C 一 已 xX :… x P,， 

P; 是 阶 为 pf? 的 群 厅 且 pi 关 pj; 对 于 i 闫 7 现在 如 坟 8 一 
gig2' "8; gi€ Pi, 则 引 理 3.2.2 的 条 件 成 立 , 因 而 每 个 gj 是 2 
的 一 个 方 窜 . 因此 ,对 于 G 的 子 群 刀 的 元 素 g, 它 有 的 每 个 分 量 
g; 也 是 互 的 元 素 . 因 向 日 本 各 必须 是 一 个 直 积 二 Hi x 
日 ,, 这 里 也 ;一 互 门 PP 是 已 的 子 群 如 果 五 是 G 的 真 于 科 , 则 
在 荣 个 昌 ; 是 Pj; 的 真子 群 , 于 是 把 这 个 瑟 ; 换 成 它 在 其 中 十 正 
规 子 群 的 忆 的 更 大 子 群 ， 我 们 就 将 得 出 一 个 比 态 大 的 子 群 ， 
HH 在 其 中 十 正规 的 . 

定理 4.3.4.。 如 才 4 太 包含 在 了 和 群 P 内 的 ? 阶 正规 于 群 ， 
则 4 包含 在 P 的 中 心 内 ， 

证 明 . 了 阶 和 群 4 古 由 一 个 元 枚 4 生成 的 循环 群 ， 它 的 元 
素 是 1, 4a; .…, af!， 因 为 4 是 正规 的 ,元 素 的 共 轿 者 包含 
在 集合 4，a”，**'ar"! 内 。 但 是 < 的 共 辑 者 数 是 它 的 中 心 化 
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子 的 指数 ， 因 而 是 1 或 的 方 赛 ， 而 现在 共 槐 者 的 个 数 最 多 
是 p 一 1, 它 只 能 是 1， 因 而 < 以 至 整个 4 都 在 P 的 中 心 内 . 


4.4. 阶 为 p,p’, pq9, P 的 群 


阶 为 素数 上 的 群 不 能 有 真子 群 ， 因 而 必定 是 由 不 是 单位 
元 素 的 任何 元 素 生 成 的 循环 群 ， 我 们 在 定理 1.5.4 里 已 经 证 
明 过 ,没有 任何 真子 群 的 群 G 是 素数 阶 的 循环 群 . 

阶 为 袜 的 群 G, 如 果 不 是 循环 群 ， 就 要 包含 两 个 上 上 阶 于 
群 {4} 和 {5}, 这 里 a? 一 1, 6? 一 1, 而 且 {ejnf2) 一 1. 因 
为 这 两 个 都 是 极 大 子 群 ,根据 推论 4.2.2, 它们 都 是 正规 的 , 因 
面 根据 定理 3.2.1, 6 二 {a} xx12 瞩 所 以 G 是 以 za，2 为 基底 
的 阿 贝 尔 群 。 

假定 G 的 阶 是 pg, 这 里 p < 9 是 案 数 ， 根据 第 三 个 西 多 
定理 ，4 阶 子 群 的 个 数 有 形状 1 十 fg 而 且 能 整除 p, 因而 它 
必须 是 1, 而 且 这 唯一 的 4 阶 子 群 是 正规 的 ， 设 它 是 “61, 这 
里 &2 二 1, pp 阶 子 群 的 个 数 有 形状 1 十 kp 而且 能 整除 ?, 因 
而 它 是 1 或 9g.。 如 果 这 个 数 是 1、 则 我 们 有 一 个 正规 子 群 
{a}, 这 里 af 一 1, 而且 G 是 14a} 和 {26}) 的 直 积 .这 时 c 二 ab 
的 阶 是 pq, 因而 G 是 循环 群 . 剩 下 的 是 有 1 十 六 二 gg 个? 
阶 子 群 的 情形 ， 这 时 有 一 个 了 阶 子 群 {a} 不 是 正规 的 。 于 是 
我 们 有 

a?f = 1], 2 一 |， 

而 且 因 为 {4} 是 正规 的 ， 对 于 某 个 > 有 ar-ipa 一 如。 这 时 如 
果 + = 1, 则 G 是 阿 风 尔 群 ， 即 是 上 区 说 过 的 循环 群 。 因 此 
+ 天 1. 于 是 对 于 任何 1 有 ab 一 入， 而 且 特 别 地 有 are 一 
b”， 因 而 sa20 必 一 ape 一 六 更 一 般 可 以 用 归纳 法 证 明 
a-ibai 一 因 。 因 此 对 于 ) 二 pp, 我们 有 5 一 4a-?ba? 一 好 ， 因 
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而 r? 三 1 (modqg)， 关 于 ?+ 的 这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 .为 
了 证 月 这 一 点 ， 只 有 要 确 立 两 个 元 素 相 浅 时 和 多 下 列 一 般 规则 

(arp )( a*by) 一 a"txp’" ty, 
并 且 证 明 这 个 规则 决定 一 个 pq 阶 群 。 这 是 将 在 定理 6.5.1 里 
确立 的 更 一 般 的 规则 的 特别 情形 . 

对 于 阶 为 p” 的 群 有 三 种 类 型 的 阿 贝 尔 群 ,它们 的 不 变量 

分 别 古 (p”), (Pp*,P) 和 (ps, pp). 为 了 寻求 非 阿 贝尔 群 ， 我 
们 把 p 二 2 和 琳 数 ? 的 情形 分 开 。 先 设 p = 二 2 来 芳 虑 8 阶 的 
非 阿山 和 尔 群 .这 时 不 能 在 8 阶 的 元 素 ， 因 为 人 否则 将 得 出 循 还 ， 
群 ， 如 采 所 有 非 单 位 元 素 都 是 2 只 的 则 (a5 站 二 1 或 
abab 二 1, ba 二 qtbab 二 ab, 得 到 阿 风 尔 群 。 因 此 必须 有 4 
阶 元 过 a, 41 二 1。 如果 b$ffa} 一 4 则 G 一 4 十 4 而 用 
bp《 4。 如 采 六 一 4 或 2， 则 2 是 8 阶 的 因而 C 是 循环 群 . 
因而 妈 一 1 或 o 又 因为 4 是 正规 购 ，2 pc 4， 于 征 
2 2 一 4 或 ,因为 它 是 4 阶 元 素 . 但 古 当 bab6 二 a 时 G 
十 阿 矶 和 尔 群 ， 因 此 2 一 a;。 于 是 我 们 找 出 两 个 非 阿 风 尔 
群 : 具有 定义 关系 

at=1, 6:=1, biab=a’ 
的 二 面体 群 和 具有 定义 天 系 

at= 11, =a, blab= a 
的 四 元 素 群 容易 验证 这 些 关 系 定 义 两 小 8 阶 群 ， 而 且 它 们 
彼此 不 同 构 . 

最 后 来 汐 虑 bp 为 奇 素 数 时 的 疡 阶 非 阿 贝 尔 群 . 因为 G 不 

是 循环 群 , 它 不 包 侣 产 阶 的 元 素 ， 先 假定 G 包含 产 阶 的 元 素 
a, a? 一 1。 那 么 {4} 二 4 作为 极 大 子 群 是 正规 的 . 设 6& 4. 
而 么 G== A 二 Ab 十 …: 十 Ab?T!, bre€ A, blab=a”, 


1) 原 书 误 排 为 5€ 4o} 三 4. 一 一 译 者 


s I8 ae 


这 时 + 关 1， 因 为 G 是 非 阿 贝尔 群 ， 对 7 施行 归纳 法 可 以 得 
出 57iabi 一 er, 又 因为 5? 作为 4 的 元 素 与 a 可 交换 , 我 们 有 
4 二 btabt 一 a ,因而 rr? 三 1 (modp’)., 根据 费 尔 臣 定理 ， 
r? 沽 7r(modp)， 所 以 r 三 1(modp)， 记 > 一 1 十 5p。 那 公 只 
要 选取 i 使 得 js 二 1(modp), 我 们 就 有 

biabi = attst) = gtsip 一 git? 
因为 (I,p) 一 1, bi 4, 我 们 可 以 用 妈 人 代替 二 来 得 出 

GC 一 4 十 4 十 …… 十 4p2P ， 
这 里 67!ab 一 2 

现在 因为 好 E4, 所 以 8? 二 a:。 这 时 因为 5b 的 阶 不 十 p ， 

t 必须 是 了 的 倍数 ， 记 如 一 422. 于 是 利用 关系 eb 二 ba?， 
我 们 经 过 订 算 得 出 


(ba™*)? = ppa—*lit(ttp) ttp) +tp) 
一 jroo“*p—upllt2t"tp—1) 
一 bra-*? = 1, 
这 里 我 们 用 到 了 下 列 事实 : 因为 绢 是 柯 数 ，1 十 2 十 … 十 
pP 一 1= p(p 一 1)/2 是 的 倍数 。 现在 我 们 取 = ba™， 
就 有 关系 二 1， 妈 二 1，b7'ab1 一 a'r*。 最 后 这 个 关系 是 
因为 bilab 一 a*(b iab)a™. / z 
作为 最 后 一 种 情形 ,假定 G 不 包含 产 阶 的 元 素 。 这 时 中 
心 Z 必定 是 阶 的 ,因为 如 果 它 的 阶 至 少 是 疡 ， 则 G 就 将 是 
阿 贝 尔 群 。G/Z 的 类 型 是 x? 二 1, y? 二 1， y+ 一 x+y。 如 朱 
在 同 态 G 一 G/Z 下 ;, a 一 x， bb 一 y, 则 |j a?f 二 1, bb? 二 1]， 
Zr- 一 cEZ 如 果 4 Tibigb 一 1, 则 因为 4,5 和 Z 生成 
G, G 就 将 是 阿 贝 尔 群 ， 因 此 < 关 1 是 Z 的 生成 元 素 , 而 且 定 
8 一 1，p2 =1,crt= 1,a4 = bac, ac= ca, bc = cb. 


定义 关系 衣 ， 
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G 的 阶 是 p， 

1) 循环 群 ，a 一 1. 

G 的 阶 古 疡 . 

1) 循环 群 ， er 一 1. 

2) 初等 阿 贝尔 群 ，az 二 1, 6b? 二 1, ba = ab. 
G 的 阶 是 p49, Pp 二 4. 

1) 循环 群 。a*? 二 1. 

2) 非 阿 内 尔 烙 ，a? 一 1，5 一 1，d ba = 4b"， 

r? = ] (modg ) ， / 于 1(mod7 ) ， p 整除 4 一 上 


方 酝 2 注 1(modg ) ， 2 天 i (modg) 的 解 是 rs 1， “3 12 
而 且 产生 回 一 合群 ， 因 为 用 代替 < 作为 {ej 的 生成 元 素 ， 
+ 束 换 成 
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G 的 阶 征 六， 

阿 由 尔 群 . 

1) at = 1, 

2) a 一 1，b 一 1，pe 一 05， 

3 ) at=b?=ce?—=1, ba= ab, ca= ac,s cD = be. 
非 阿 由 和 尔 群 ， 阶 十 2 一 8. 

4) 二 面体 群 . a1 二 1, 6 二 1, ba 一 ab. 
5 ) 四 元 数 群 . 4 二 1， 二 4, ba 二 a 
非 阿 贝 尔 群 ， 阶 是 p”，p 是 奇数 . 

4) af = 1, b?=1, bab 一 61 

5) at=1, bt=1, c=1, ab= bacs 


ca= ac, co = be, 


习 题 

1. 证 有 明 , 如 果 瑟 是 有 限 群 6 的 正规 子 群 而 且 [6:H1] 是 素数 p， 则 五 
包含 Cc 的 每 个 西 罗 于 群 ， 

2， 证 明 , 群 G 内 阶 为 pr 的 正规 子 群 kK 包含 在 6G 的 每 个 西 罗 z 子 群 内 . 

3. 证 朋 ， 当 ?和 4 是 不 同 的 素数 时 , pq 阶 的 群 必 定 包含 正规 的 西 罗 
子 群 。 

4. 证明 , 阶 为 200 的 群 必定 包含 正规 的 西风 子 群 ， 

5、 在 不 包含 正规 子 群 的 168 阶 群 内 包含 多 少 个 7 阶 元 素 ? 

6， 在 下 面 的 表 内 列举 了 从 1 到 20 阶 的 不 同 的 群 的 个 数 ， 验证 除 16 
外 的 各 个 阶 的 情形 . 


ee 6061 。 


在 第 一 章 的 凯 雷 定理 里 指出 ， 每 个 群 都 可 以 表示 成 一 个 
置换 群 。 那 时 还 指出 ， 同 一 个 群 可 以 用 不 同 的 方式 表示 成 是 
换 群 ， 对 于 一 个 置换 x, 我 们 用 (xj)z 二 +i 表示 天 把 x; 变 成 

有 限 圈 是 指 有 限 集合 m, zz …,xw 的 这 种 置换 x, 使 得 
(Xx 一 xi (zol 一 xn Xn) = 

无 限 圈 古 指 无 限 集 合 xi, i 二 一 2，'…， 十 oo 的 这 种 置 
换 x, 使 得 (xj;) 关 一 xiHi 一 一 20，……， 十 cc. 

我 们 用 (x1, x*;，*'*"*, xs) 表示 有 限 圈 ， 用 (……, x_i， Yqy 
x1，"…* ) 表示 无 限 图 ， 显 然 ， 圈 〈z，…，x， xz 和 国 (xi， 
2 xn) 是 同一 个 置换 . 

定理 5.11。 给 了 集合 8 的 任意 置换 x、 集 合 5 可 以 分 
成 互 不 相交 的 于 集 ， 使 得 "在 每 个 了 集 上 都 用 

证 明 。 设 x 是 集合 5 的 任意 元 素 。 如 术 《xix 二 x1， 则 
(x1) 本 号 是 一 个 圈 。 如果 《x2D)z 关 如 , 记 (xD)z 二 +z。 然后 
记 (x2)z 二 x， XD) 一 rin 巨 限 地 继续 下 去 ， 除 非 丰 
一 个 元 素 重 复出 现 . 如 果 (xi)r 4 ”3 (xD 一 Xx, 邦 
是 不 同 的 ,但 是 (x,)x 是 上 述 元 素 中 的 一 个 , 则 对 于 茶 个 :一 
1， ,2 有 (xa)z 二 Xi。 如 果 ! 二 2,…*,# 中 的 一 个 ， 则 


1》 枉 也 叫做 循环 置换 .一 一 译 者 
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还 有 (xi-D)x 一 xi， 与 +» 天 xi-l 的 假设 矛盾 .因此 (x)z 一 
xi 和 面 我 们 就 得 出 作为 二 对 xi,，…，x。s 作用 的 有 限 圈 (zt …， 
rs)。 如果 (x 二 xin (i 一 1,.…) 都 是 不 同 的 ,那么 设 
是 使 得 (xO)x = x 的 元 素 。 用 (xi-Dx 二 ti, 1 二 0, 一 1, 一 2 
逐个 定义 x-t +-2，'"*。 这 些 都 是 不 同 的 ,因为 < 不 能 把 两 
个 不 同 的 元 素 变 成 同一 个 元 素 . 因 此 ,5 的 每 个 x 是 在 x 下 组 
成 圈 的 某 组 元 素 中 的 一 个 ， 然 而 因为 在 《sz 一》 中 和? 
的 任何 一 个 都 唯一 决定 另 一 个 ， 显 然 ， 整 个 圈 由 其 中 的 任何 
一 个 元 素 决定 。 因 此 不 同 的 圈 是 不 相交 的 . 

于 是 我 们 可 以 把 一 个 置换 = 表示 成 一 连 串 的 圈 ， 而 且 由 
于 这 些 圈 作 用 于 互 不 相交 的 元 素 集 合 ， 写 出 这 些 圈 时 的 次 序 
显然 古 疫 有 关系 的 。 习 惯 上 略 去 了 长 度 为 1 的 圈 ， 因 而 所 有 
略 去 的 元 素 是 固定 的 。 于 是 x 一 (1) (2)(3, 4, 5) 二 (3,4， 
5)。 在 这 种 规定 下 ， 一 个 置换 在 它 所 包含 的 圈 数 是 有 限 的 时 
候 ， 可 以 看 作 是 它 的 圈 的 乘积 . 

定理 5.1.2， 置换 的 阶 是 它 的 图 的 长 度 的 最 小 公 倍数 

证 明 ， 在 圈 (x1，…… xs) 内 ，(xi)zi 一 xi+ij， 这 里 ; 十】 
已 经 取 模 # 而 简化 .因此 (xi)x! 一 x:， 必 要 而 且 只 要 :是 
的 倍数 。 因 此 (xi)x” 一 xi 对 于 所 有 xi€ 5, 必要 而 且 只 要 
是 二 的 每 个 圈 的 长 度 的 倍数 . 这 时 x” 二 1。 如 果 * 包含 无 限 
长 的 圈 或 任意 长 的 圈 ， 则 = 是 无 限 阶 的 . 


以 下 在 计算 时 是 很 有 用 科 公 式 : 
引 理 5.1.1. 如 果 
1 = (an, ”Gy )(an, “**, 42s): " ‘(am “**, ams), 


而 日 S 一 (i ”了 re 02 “**9 029 ”3 
211， “3 1， Dr 3 


则 3S Ts 一 (bu 四 bi )( ba, “3s b2s) °° (bn, "Ss bms). 
证 明 .， 取 典 型 元 素 bj, 我 们 有 
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Dikg Yak YANktl > Diktis 


所 以 在 SITS 下 ,Dit 一 Dirtl. 

一 个 索 合 的 全 体重 换 的 群 叫做 对 称 群 ， 寺 个 文字 上 的 对 
栎 群 盟 稍 记 做 

定理 5.1.3. 在 对 检 群 内 两 个 元 素 共 斩 ,必要 和 而且 只 要 它 


证 明 . 条 件 的 必要 性 从 上 述 引 理 的 证 明 得 出 .。 为 了 证 明 
充分 性 ， 假 定 

了 一 (al Aa) aa, ,4s) “(ani "**， am ) 
和 R= bus, bba, sb) "(bm ***, bms), 
这 时 把 长 度 为 工 的 圈 也 包括 在 内 .因为 根据 假设 ，7T 和 RR 的 
癌 一 长 度 的 轿 数 从 同 ， 万 以 我 们 可 以 假定 它们 的 图 以 祖 同 的 
虽 标 稍 出 。 于 是 

Wi 0 本 

就 是 使 0 -279 一 尺 的 置换 注意 这 个 定理 并 未 附加 任何 有 
限 性 条 件 ， 而 且 个 数 相 同 的 意义 也 可 以 是 指 基数 . 我们 必 
须 把 长 度 为 1 的 圈 包 括 在 六， 这 是 因为 如 未 和 芳 虑 的 元 素数 是 
无 限 的 , 则 尽管 荆 和 R 的 长 度 大 于 1 的 圈 的 个 数 相 同 ,但 是 它 
们 可 以 固定 不 同 个 数 的 元 素 。 例 如 了 二 (0, DD (2,3)(4,5)-… 
和 和 R 一 (0)(1, 2)(3,4)(5, 6)… 在 数字 0, 1,2，3, … 上 的 
对 称 群 内 整 不 是 共 辊 的 . 


5.2, 传递 性 
定理 $2 设 G 是 文字 Xl 上 的 一 个 宣 扫 如 


省 和 
过 和 


昌 


一 个 子 群 4, 它 包 含 天 作为 一 个 正规 子 群 

证 明 . 如 时 两 个 置换 a 和 4 把 S 的 文字 互相 变换 ， 或 不 
变 5 的 文字 ， 则 乘积 ab 和 逆 a 也 是 如 此 . 因此 存在 把 3 
的 文字 互相 变换 的 和子 群 刀 和 不 变 5 的 文字 的 子 群 K。 如 村 
hEH, KEK, 则 4™'kh 不 变 5 的 文字 ,因而 K 是 日 的 正规 子 
君 .， 

定义 .文字 xxoa 上 的 置换 群 C 说 是 在 Xi, ,x*, 的 
村 集 $ 上 传递 的 ,假如 对 于 每 个 rCEGC 和 xcS 都 有 (ziz6 3， 
而 且 对 于 xxzi6S, 存在 ck G, 使 得 (xi)o 一 +;。 集合 S 叫 
做 传递 组 . 

定理 522， 如果 对 二 国定 的 义 字 “集合 申 全 休 
xi 一 (xz oEG 组 成 ， 则 S 是 是 一 个 传递 组 . 

证 明 . 如 果 (x)0 = Xi, (zi)Tr 一 +;, 则 (2 )OmI7 一 Xj。 
其 人 次， 如 果 (xz)o 一 xi (zi)po 一 xx WM (rop = zk 

定理 5.2.3， 邵 果 是 中 换 群 6 的 传递 组 ， 而 且 是 5 
的 文字 ,对 于 每 个 mes 取 wie G 满足 (mo 一 xm。 设 妃 是 
不 变 的 G 的 子 群 . 那么 G 一 Ho 二 .+ Ho, 十 ，…- 

证 明 ， 如果 g = ha;, hEH， 则 (xi)g 一 x， 因而 傍 系 
Ho; 互 不 相同 。 其 次 , 设 8 是 G 的 任 沪 文字 。 那么 对 于 某 个 
Xi€ 5 有 (zx)g = ri. 于 是 (xi)go7' = +, 因而 8 € H,g = 
hoi E Ho;, 所 以 傍 系 Ho, 穷尽 了 GG. 

推论 5.2.1。 如 果 5 是 G 的 包含 + 个 文字 人 各 ,由 
人 


入 


对 R 二 传 站 作成 立 的 市 定 埋 5.2.2 2 的 同 奖 物 | 如 果 G 把 
固定 的 & 个 文字 xz x+2， ,x 变 成 5 的 文字 的 任意 有 序 集 
。65 。 
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合 yi 2， yx， 则 G 是 在 S 上 有 R 重 传递 的 。 又 G 的 不 变 
5 的 + 二 个 文字 的 子 群 是 在 5 的 其 余 的 文字 上 一 + 重 传 
递 的 ， 又 如 果 C 是 > 重 传递 的 ， 而且 有 一 个 不 变 7 个 文字 的 
于 和 群 豆 本 身 是 重 传 递 的 , 则 G 是 > 士 * 重 传递 的 。 


3.3。 用 置换 表示 群 


曾经 说 过 一 个 抽象 群 可 以 用 几 种 方式 表示 成 置换 群 。 我 
们 将 把 置换 群 忆 叫做 G 的 一 个 表示 ， 如 果 存 在 从 G 到 P 了 上 的 
映 册 8g -> x(g),g EG, xr(g)€P， 使 得 x(gi)x(g2) 二 x(g182)， 
因而 P 了 必定 是 6G 的 同 态 像 、 如 果 P 确实 同 构 于 G、 则 我 们 说 
P 是 G 的 一 个 一 一 的 表示 . 正如 G 的 所 有 同 态 像 都 由 G 对 一 
个 正规 子 群 的 次 群 给 出 ，G 的 所 有 传递 的 置换 表示 可 以 用 子 
群 的 左 傍 系 表 出 . 

因为 6 阶 的 非 阿 贝尔 群 可 以 一 一 地 表示 成 三 个 文字 上 的 
一 个 传递 的 置换 群 或 六 个 文字 上 的 一 个 传递 的 置换 群 。 我 们 
必须 区 别 作为 抽象 群 看 是 同 构 的 置换 群 . 

定义 . 集合 S 上 的 置换 群 人 


是 
者 证 和 
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定理 5.3.1 给 了 群 G 和 子 群 且 
a) 对 于 每 个 g C， 存在 互 的 堪 傍 系 的 置换 : 


x(g) ?la nh G. 


这 an 是 a 


ss bb0 。 


换 群 二 的 夫 示 . 
c) 如 果 是 S 的 一 个 固定 文字 ， 则 使 <(g) 不 变 4 的 2 
组 万 5 区 于 玫 及 ， 


| 


5 Hx 一 > (Hx)g 一 Hse 把 每 个 万 傍 系 Hx , 变 成 只 
人 Hxg。 因 为 (Hxg™)g 一 Hx, x(g) 一 (#2,) 是 
的 不 同 左 傍 系 的 集合 的 置换 . 

b) 因为 (Hxgi)g;=Hx(gig2), 所 以 x(g rg = gg82), 
因而 g 一 x(g) 是 6G 的 一 个 表示 . H 一 Hg 二 = 日, 必要 和 而且 只 
要 86 万 。 换 名 话说, x(g) 不 变 晶 ， 必 要 而 且 只 机 g€ 8H. 
为 在 xlx) 下 五 一 Hx, 所 以 这 表示 是 传递 的 . 

c) 我 们 直接 验证 使 (s)x(g) == 5 的 8 组 成 一 个 子 群 全， 
因为 如 果 g! 和 g; 具有 这 个 人 性质 , 则 gig; 和 gi' 也 是 如 此 . 

d) 使 (si)x(g) 一 的 8 的 集合 不 是 空 的 ， 因 为 P 是 传 
递 的 。 如 果 把 这 种 g 中 的 一 个 记 做 x;:， 则 了 立即 得 出 整个 集合 
是 左 傍 系 Hx;, 这 里 HH 是 在 c) 中 提出 的 不 变 s 的 于 群 。 友 
之 ， 左 傍 系 Hx 的 全 体 元 素 具有 相同 的 性 质 : 它们 所 对 应 的 
置换 都 把 5 成 中 一 多 这 就 确立 了 在 4 ee 
傍 系 之 间 的 一 一 对 应 :二 之 Hzx;。 设 P 是 由 a) 和 bb) 给 定 


”五 的 左 傍 系 的 置换 群 , P, 的 置换 是 ma(g) 一 [本 ee 


如 果 在 PP 内 有 (si)x(g) 一 S13 则 | Cs)[rCxr)r(g)] = $j; 于 是 
Xig € Hex;, 因而 (Hxi)g 一 Hx;; 反 之 从 这 个 关系 得 出 (si)r(g) 
一 5;。 因此 ，smx(g) 一 5， 必要 而 且 只 要 Hzxm(g8) 一 Hx. 
特别 地 , x(g) 是 单位 元 素 , 必 要 而 且 只 要 m(g) 是 单位 元 素 . 
因此 P 了 和 P, 都 是 G 的 同 态 像 ， 它 们 具有 相同 的 核 ， 而 且 
x(g)< 二 x(g) 是 在 PP 和 P 之 辣 的 同 构 。 骨 由 于 si 过 Hx 
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是 在 S 和 互 的 左 傍 系 的 集合 之 同 的 一 一 对 应 。 我 们 就 确定 P 
是 作为 置换 群 而 同 构 于 已 的， 这 是 因为 (sj)x(g) 二 5; 必要 
向 县 只 要 Hxri(g) = Hex,. 

根据 这 个 定理 ,我 们 可 以 把 群 G 的 任何 传递 的 置换 去 未 
说 成 是 相对 于 一 个 于 群 遇 的 表示 。， 如 果 吾 是 时 位 元 系 群 ， 则 
这 表示 就 是 在 $1.4 里 给 过 的 右 正则 表示 .， 

定理 5.3.2。 在 定理 5.3.1 的 表示 8 悦 x(g) 下 , 映 成 单位 
下 来 的 下 素 级 万 的 外 人 OE 最 大正 规 子 避 ， 因 而 这 表 


入 


和 


证 明 . 对 于 什么 g:, x(g) 才 全 单位 元 素 ? 这 时 对 于 所 有 
rE€G, Hrg = Hzx., 因此 x“Hxe = x™ Hx 或 gE€r™ Hx. 于 是 
g € {1 eH 一 N， 这 里 NN 显然 是 包含 在 互 内 的 G 的 正规 子 


群 ， 其 次 ,G 的 包含 在 且 内 的 任何 正规 子 群 包含 在 每 个 zx 
内 , 因而 也 包含 在 N 内 .因此 NN 是 G 的 包含 在 瑟 内 的 最 大 
正规 子 群 。 反之， 如 朵 g EN, 则 对 于 每 个 +，Hxg 二 HY. 
因而 x(g) = 三 1. 所 以 N= 二 1 十 G 的 表示 8 一 x(g) 的 一 一 
性 的 必要 而 且 充 分 的 条 件 . 

推论 5.3.1。 阿 风 尔 群 的 唯一 传递 的 一 一 表示 是 正则 表 


雪 和 


CT 


小. 
定理 59.3.3. G ee 万， 站 二 的 站 个 二 风 桶 未 


第 站 


证 明 ， 如 未 5 是 G 的 月 同 梅 , 使 得 已 ? == 厂 ), 则 
Hix < Hix = Hx" 
是 在 到 和 Hi 有 的 傍 系 之 则 的 一 一 对 应 ,使 得 当 5 一 zi(8) 是 相 
对 于 恕 的 表示 ,| 帮 且 . g > (8) 是 相对 于 Hi 的 表示 时 ,就 有 
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xi(8) 二 -za(8")。 
为 一 方面 ， 假 定 存在 一 个 置换 同 构 
mT(g) mg ). 
因为 表示 是 一 一 的 ， 这 决定 一 个 一 一 对 应 , 8g 二 8*, 它 是 6 
的 一 个 自 同 构 8。 在 置换 同 构 mk(g) 却 之 z2(8 ) 下 ， 我 们 有 
玉手 之 Hx、 因 此 ， 如 果 Hig 一 五 ， 则 
Hus’ = Hu 
或 u Haups 一 wu !'Hou, 
反之 亦 然 。 因 此 如 果 g€ Hi, 则 ge w™'iHzn, 反之 亦 然 ， 于 是 
Hf 二 wmHx, 即 HH 一 wHiu” 一 Hr, 这 里 4 是 G 的 一 个 自 同 
构 ， 


5.4. 交 蔡 群 4 


考虑 = 个 变数 的 多 项 式 A 一 [I Co 


n 宇 2。 如 果 mm， *2，, ,xz 作 了 一 次 置换 ， 则 人 变 成 A 
或 一人. 把 A 与 出 是 
会 一 (xi 一 3) 作 t 一 3) TO 
(x2 一 23) (za 一 xn) 
* (zai 一 ze) 
我 们 看 到 对 换 (x1，zx2) 把 x 一 zy 变 成 + 一 + 二 一 (xX1— xXx), 
把 第 一 行 的 其 余 各 个 因子 与 第 二 行 的 因子 对 换 ， 而 剩 下 的 因 
子 不 变 . 因此 置换 (zx，2) 把 人 变 成 一 A。 我 们 把 保留 人 
不 变 的 置换 叫做 偶 置换 。 而 把 变 人 为 一 A 的 置换 叫做 奇 轩 
的. 
定理 5.4.1。 zx ，z, … :zs 的 偶 置换 在 对 称 群 5, 中 组 成 
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证 明 ， 我 们 可 以 直接 八 证 两 个 偶 置 换 的 乘积 是 偶 置 换 ， 
现 个 奇 秆 换 的 滋 积 是 偶 置 换 ， 一 个 偶 曾 换 和 一 个 奇 直 插 的 任 
何 次 序 的 张 积 是 否 奸 换 . 又 得 同和 直 换 是 偶 置 横 . 

因此 $, 的 偶 置换 组 成 一 个 于 群 4,。 因 为 (x1，z*2) 是 否 
置换 ， 傍 系 4,(x1, x2) 整个 由 否 奸 换 组 成 。 但 是 如 未 是 一 
个 置换 ， 则 和 x 《x1，x2) 中 一 个 是 偶 置换 , 另 一 个 是 奇 置 
换 . 因 为 工 一 [r， (xz2) ] " (xi,X2), 所 以 4 相 dx zz) 于 
尽 了 5 的 元 素 , 办 而 $。 一 4 十 dz。 ta) 一 A 十 (X172)A,. 
因此 4, 在 5$。 内 的 指数 是 2 ,而 且 是 一 个 正规 子 群 . 

长 度 为 2 的 圈 (x;， zy) 叫做 对 换 。5。 内 的 所 有 对 换 者 
与 (1， 和 ) 共 纲 (定理 5.1.3)。 但 是 不 管 于 是 什么 ,天生 的 
奇偶 性 相同 ， 因 而 x (zx, XD 二 (xi, Xj) 是 奇 置 换 。 我 们 
也 可 以 直接 算出 每 个 对 换 (x;:，xj) 是 奇 置换 ， 

长 户 2 的 每 个 圈 可 以 表 成 w 一 1 个 对 换 的 乘积 ， 这 是 因 
为 (xiy X29 )， 因 人 人 (十 
理 5.1.1) 每 个 有 限 年 换 都 能 表 成 对 换 的 更 积 ， 偶 数 个 对 换 的 
乘积 征 价 站 换 ， 和 奇数 个 对 换 的 乘积 足 奇 置换 ， 因 此 ， 即 使 一 
个 在 换 可 以 用 不 同方 式 表 成 对 换 的 乘积 ， 乘积 中 对 换 的 个 数 
的 奇偶 总 征 相同 的 ， 

定理 5.4.2， 4,(n 之 3), 是 ”一 2 重 传递 的 . 

证 明 . 设 y 人 Ys-2 yas yy 是 zi， YX 
的 任意 排列 。 那么 如 采 


N13 “” ”9 N22 X19 oe 
ff 二 3 


Yi1s 3 Yn—2 3 VY nis 和 六 


和 J 一 (7 “3 2 和 7 一 1I3 Xn ， 
Yi 9 Yo29 Ya Ja 一 1 
则 我 们 有 有 Vv=H* (yn—1, yn), 因而 Ht 和 8 中 一 个 定 侦 置 换 ， 
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为 一 个 是 奇 置换 ， 因此 4, 是 ”一 2 重 传递 的 而 不 是 ” 重 传 
递 的 , 它 显 然 不 是 一 上 重 传递 的 ,否则 还 将 是 > 重 传递 的 ， 

在 具有 ww 个 元 素 的 无 限 集合 的 置换 群 内 ， 我 们 可 以 定义 
交替 群 4。 由 这 样 的 置换 组 成 ， 它 们 可 以 表 成 偶数 个 对 的 的 
乘积 。 4。 是 在 这 样 一 个 群 恕 , 内 的 指数 为 2 的 子 群 ， 群 H。 
由 只 变动 有 限 个 元 素 的 置换 组 成 ， 根据 定理 5.1.3, Hs。 是 5。 
的 正规 子 群 ，A4。 是 S。 的 正规 于 和 群 , 它 在 五 。 内 的 指数 和 定 2 . 

定理 5.4.3， 除 ” 一 4 外 ， 对 于 任何 有 限 的 或 无 良 的 "， 
4, 是 单 纯 群 

A; 是 单位 元 素 。 4 是 3 阶 循环 群 , 所 以 是 单纯 的 . 群 4 
必须 单独 处 理 ， 我 们 不 妨 假 定 至 少 有 5 个 元 素 . 

引 理 5.4.1。 4,(w 3) 由 所 有 长 度 为 3 的 圈 (az，2，<) 

证 明 . 4 自然 是 由 所 有 作为 两 个 对 换 的 乘积 的 元 素 生 
成 。 如 果 这 两 个 对 换 是 相同 的 ， 则 乘积 是 1 。 如 果 它 们 有 一 
个 公共 元 素 , 例 如 (ea, 2) 和 (a, c), 则 我 们 有 (4,5)(a,c) 一 
(a, 5,c)， 如 果 它 们 没有 公共 元 素 , 则 (a,2)(c,4) 二 (a,5). 
(a, c) (c, a) (c,d) 二 (a,5,c) (c,4a,4d). 引 理 得 到 证 
明 . : 

我 们 要 来 证 明 , 包含 在 4,(n 实 5) 内 的 大 于 单位 元 素 的 
正规 子 群 G 必定 包含 所 有 长 度 为 3 的 圈 , 因 而 必定 等 于 4，， 
这 要 通过 处 理 一 系列 的 情形 来 确立 。 注 意 因 为 GSC4,，G 的 
每 个 元 素 可 以 表 成 有 限 个 有 限 轿 的 飞 积 , 
情形 1 G 包含 长 度 为 3 的 圈 〈e，2， 

这 时 长 度 为 3 的 任何 别 的 圈 (x, y。z) 上 (a b,c) 同属 
于 某 个 > 个 文字 的 交替 群 4,, 这 里 我 们 可 以 取 r 5. 因 为 4， 
是 + 一 2 之 3 重 传 递 的 ,所 以 (a,5, c) 和 (x,y, 2) 在 44; 内 
是 共 罗 的 ,当然 在 4, 内 更 是 如 此 . 但 是 G 作 为 正规 群 必须 包 
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含 (a, 5b, <) 在 4, 内 的 所 有 共 力 者 ,因而 它 包 含 所 有 长 度 为 
3 的 较 ， 于 是 根据 引 理 5.4.1, G 一 4，. 
情形 2。 G 包 仿 具 有 长 度 。 > 4 的 要 的 元 来 < 
i 
gg 一 (Ci lrc C79 CC Celis ls). 
这 时 二 == (cs Cemis 51) € 4 而 且 
tf™igt 一 (al ys A) cc 
但 是 gt"'g™t 一 (cc cs-2) 属于 G, 因为 G 是 正规 的 . 
因而 我 们 把 情形 2 化 成 情形 1. 
现在 i 上 我 们 来 讨论 圈 的 长 度 不 大 于 3 的 情形 . 
情形 3， 其 个 ae G 县 有 两 个 或 更 多 的 长 度 为 3 的 图 
8 = (a', a2, a3) (bs, bz, 3) (ci 7, C1). 
取 :一 (es, bb;)《 4,. 于 是 
ph= i gt (a a OO(b2, ass b3) (cs ***, Cr) EG, 
而 且 gh™ = (qz, bi, a3, bi, b3) EG, 
所 了 驶 化 成 情形 2. 
本 茶 个 g€G 下 或 时 多 的 长 度 为 3 的 图 ， 而 


8 一 Ce Cy y2) (a, z2)(4a, b,c)..(d,e,f). 
这 时 
g 一 (ac p0) df e)€SG. 
这 就 化 成 情形 1 或 情形 3 
情形 5。 某 个 ge G 只 包含 长 度 为 2 的 图 而 且 它 们 的 
个 数 至 少 是 4 
g = (x,y)(s,u):. (4, bc, d)€ G. 
取 ! 二 (y, a)(5, c)€ A4,。 于 是 
A 二 {gt = (Xx, 4a)(z, Up) ‘(y, c)(b, d)€G. 
gh = (xr,c, b)(y, a,d)€G., 
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这 就 化 成 情形 
g = (a, ;ye J) eG. 
这 时 因为 我 们 假定 w 之 5， 存在 着 被 置换 的 集合 的 文子 
ce,c 天 a,b,c, 949. 于 是 
{= (a,b, ce)E A,, 
ho=t ligt = (b,ce)(c, d)€ G6, 
fh= (a,ece, 0)€G. 
这 就 化 成 情形 
1l, 2, 3, 4 的 妆 埠 群 44 包含 一 个 4 阶 正规 于 群 , 它 的 
元 泰 是 (1)，(12)(34)，(13)(24) 和 (14)(23). 


5.5. 不 传递 群 . 次 直 积 


给 了 不 传递 的 置换 群 6. 设 SKx，*…) (ie 1 是 一 个 指 

标 集 ) 是 它 的 各 个 传递 区 域 ， 如 果 我 们 只 考虑 6 对 集合 5; 的 

文字 的 作用 ， 则 集合 5; 的 这 些 置换 本 身 组 成 一 个 群 G:。 对 

于 每 个 ie 1，G 的 元 素 & 决定 一 个 ge G,。 那 就 是 由 8& 产生 
的 5; 的 文字 的 置换 ， 然 后 我 们 可 以 写 出 

bY I Bis z (5.5.1) 

即 把 g 看 作 G 的 笛 卡 儿 乘积 的 一 个 元 素 ,因为 在 G 内 群 的 运 

算 与 在 笛 卡 儿 乘积 G; 内 的 相合 。 因此 不 传递 群 可 以 看 


作 传递 群 的 币 卡 儿 乘积 的 一 个 子 群 这 时 我 们 说 群 G 是 群 G， 
的 次 直 积 。 更 清楚 地 说 ， 群 G 叫做 群 6; 的 次 直 积 ,假如 (1) 
G 是 G; 的 笛 卡 儿 莱 积 的 一 个 子 群 ;《2) 对 于 每 个 g;€ G;, 至 
少 存在 一 个 g 上 6 G， 它 以 g; 作为 它 的 第 i 个 分 量 .。 这 里 第 二 
个 条 件 要求 群 Gi 的 全 体 元 素 确实 在 G 的 这 个 表示 里 出 现 . 
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如 果 在 次 直 积 GS || G, 中 所 有 分 量 g; 可 以 独立 地 出 


现 , 则 G 是 整个 笛 卡 儿 乘积 ,一 般 地 这 并 不 成 立 , 下 面 的 定理 
指出 在 次 直 积 的 分 量 之 间 可 能 存在 什么 样 的 相关 性 . 设 G; 和 
G; 是 两 个 分 量 , 也 可 以 是 由 两 个 不 相交 的 分 量 组 决定 的 群 : 
Gi,，i€ 1,G;， jE ,NT 一 0. 舍弃 G; 和 G; 以 外 的 分 量 
时 ，G 的 元 素 决定 一 个 群 G6*, 它 是 G; 和 6G; 的 次 直 积 . 我 们 
可 以 把 分 量 G; 和 G) 在 G 内 的 相互 关系 ,通过 所 导出 的 Gi 和 
Gj 的 次 直 积 G* 来 描述 . 

定理 5.5.1， 设 G* 是 G; 和 6G; 的 次 直 积 ，H;; 和 Hi;; 分 
出 时 G, 和 Gi 的 这 [性 人 的 三 素 作为 个 因子 


征明 如 果 (4, 1) 是 G; 的 子 群 日;; 的 元 索 , 它 在 G* 中 
以 G; 的 单位 元 素 作 为 分 量 ， 则 我 们 易于 验证 5;; 是 G; 的 正 
规 子 群 。 同 理 由 G” 中 (1, 有 h) 型 的 元 索 组 成 的 群 Hi;; 是 G; 
的 正规 于 和 群 ， 其 次 ， 对 于 1€ Ci 与 这 个 固定 的 &1 同时 出 现 
的 元 素 gy€ G; 的 集合 是 Hj; 的 一 个 傍 系 。 同 理 , 与 固定 的 g 
同时 出 现 的 的 集合 是 昌 ;; 的 一 个 傍 系 。 更 进一步 ， 如 果 
(gi ;82) 属于 G*, 则 形 如 (Higi, Bj;ig2) 的 全 体 元 素 属于 G*， 
而 且 没 有 G* 的 任何 别 的 元 素 (gi, g2) 包含 这 些 元 案 作为 分 

.因此 对 于 G* 的 每 个 (gi, g2), 在 Hi 在 G; 内 的 傍 系 和 
Li yy 在 G， 内 的 傍 系 之 则 决定 了 一 个 一 一 对 应 Hig1 寺 六 Hig. 

如 果 (gi, 82) 和 (gs, 84) 属于 G*, 则 (gigs, 8284) 也 属于 
G*， 因而 这 个 对 应 保持 乘积 ， 则 必 定 是 在 商 群 6;/H; 和 
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ci/D， 之 间 的 一 个 同 构 . 这 时 如 果 我 们 记 Gi/H; 一 大 = 
Gj/H;;, 则 ! 当 《人 g2) 属于 G™ 时 ,就 有 gi 和 £2 属于 对 应 的 傍 
系 , 因 而 它们 在 G; 和 G; 的 共同 同 态 像 和 玉里 有 相同 的 像 不. 

友之， 如果 两 个 群 G; 和 G; 分 别 有 正 规 子 群 HB; 和 HH;;， 
使 得 G;/H; 二 一 G;/Hi, 则 gy€ G; 和 g2€ G; 的 全 体 对 于 
(gi1s 82), 使 得 在 同 态 G; 一 玉 和 Gi 一 天 下 有 8 一 和 8g2 一 站 
的 ,就 组 成 上 面 所 说 的 次 直 积 G*. 


5.6. 本 原 君 


假定 G 是 某 些 文字 上 的 置换 群 ，G 六 1， 这 些 文字 可 以 
分 成 互 不 相交 的 集合 5,,*……，5, 使 得 G 的 每 个 置换 或 者 把 
集合 8; 的 文字 还 变 成 这 些 文字 , 或 者 把 它们 变 成 另 一 个 集合 
5; 的 文字 . 除去 只 有 一 个 集合 或 者 每 个 集合 由 单独 一 个 文字 
组 成 的 显然 情形 ， 我 们 说 上 述 G 是 非 本 原 的 ， 而 且 把 集合 
S,，.…，Sn 叫做 非 本 原 区 域 。 因此 不 传递 群 当然 是 非 本 原 
的 。 如果 G 不 是 非 本 原 的 ， 则 我 们 说 G 是 本 原 的。 因此 本 原 
群 是 这 样 的 传递 群 ， 它 所 置换 的 文字 不 能 分 成 彼此 可 以 交换 
的 真子 集 . 

定理 56.1， 设 G 量 非 本 原 的 传递 属 ， 设 5 果 一 个 非 本 


和 
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证 明 ， 假定 G 是 非 本 原 的 传递 群 。 设 $1,…*…*，Sm 古 G 
的 非 本 原 区 域 ,又 设 互 是 不 变 5 的 yi 的 子 群 。 那么 如 乐 
GC—=HT+F Hr :二 Hxr,, (5.6.1) 
则 根据 定理 5.3.1 ,我 们 可 以 把 被 G 变换 的 文字 y2， YY 
看 作 按 下 列 规划 变 澳 的 (5.6.1.) 中 的 左 傍 系 Hx;, x(g):Hxi 疗 
Hx;g 对 于 每 个 gEG. 如果 六 ，，……，4 是 5 的 文子 , 则 
G 由 把 这 些 文字 变 成 它们 自己 的 置换 组 成 一 个 子 群 开 .不 变 
y 的 置换 必定 把 整个 5, 变 到 它 自身 ;因此 HCK， 这 是 真 包 
含 式 ,因为 把 邦 变 成 多 的 置换 属于 天 而 不 属于 妃 。 现 在 天 证 
在 51 的 文字 上 传递 的 .因此 
开 一 万 十 五 站 十 … 十 万 xz， (5.6.2) 
这 时 $5; 的 文字 的 个 数 上 是 [ 玉 : Hl， 因 为 5 并 不 包含 被 G 变 
换 的 全 部 文字 ， 所 以 K 是 G 的 真子 群 . 现在 如 果 S; 是 任意 的 
非 本 原 区 域 , 则 就 有 G 的 置换 把 六 变 成 5; 的 文字 , 因而 整个 
Si 变 成 整个 5;, 所 以 5; 的 文字 数 与 5 相同 .其 次 ,在 熏 换 1 十 x 
>Hxig 下 我 们 还 有 Kx 一 Kxig, 因而 非 本 原 区 域 就 是 (5.6.1) 
中 的 KK 的 左 傍 系 ,所 以 它们 的 个 数 姜 [6: Kl1. 
反之 ,假定 G 是 传递 群 , 它 由 不 变 文字 yy 的 子 群 互 的 傍 系 
的 置换 Hx 一 Hxjg 给 定 , 又 假定 存在 子 群 K, 使 人 往 G 了 KDH. 
那么 KK 的 傍 系 由 互 的 傍 系 组 成 ， 而 且 它 们 形成 G 的 非 本 原 区 
域 组 .因此 G 是 本 原 的 ,必要 而 且 只 可 子 群 日 是 极 大 的 ， 
我 们 可 以 提出 由 本 原 性 的 定义 和 这 个 定理 得 出 的 几 个 初 
等 的 附注 。 二 重 传递 群 自然 是 本 原 的 ,因为 如 果 5 是 由 受 二 
重 传递 群 G 变换 的 文字 的 一 部 分 组 成 的 集合 ， 则 就 有 一 个 置 
换 把 5, 的 一 个 文字 变 成 自己 而 把 $ 的 另 一 个 文字 变 成 51 外 
的 文字 . 因而 5 不 会 是 非 本 原 性 区 域 . 其 次 ，7 次 置换 群 (中 
换 群 的 次 是 指 它 所 变换 的 文字 数 ， 要 具有 # 个 文字 的 非 本 原 
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区 域 , 必 须 : 是 2 的 约 数 , 因为 在 定理 5.6.1 里 有 ”一 [G:HI 
和 “上 一 [天 :成 ]， 因 此 素数 次 的 置换 群 总 是 本 原 的 . 然而 在 也 
群 内 每 个 子 群 都 包含 在 指数 2 的 极 大 子 群 内 ， 和 而 且 后 者 十 正 
规 的 (推论 4.2.2)。 因此 当 置 换 群 是 p 群 时 ， 它 是 非 本 原 的 ， 
除非 它 是 了 次 的 ,这 时 它 是 了 阶 循 环 群 ， 

定理 3 3.6.2. 位 站 7 全 生 六 人生 全 的 和 


CD 吉 果 是 本 原 的 | 则 G 是 nw 一 m 十 1 1 重 传递 的 ， (2) 5 
何 情况 下 G 是 二 重 传递 的 . 
证 明 . 五 在 G 所 作用 的 w 个 文字 的 mw 个 上 是 传递 的 ，H 
的 每 个 共 碳 者 是 在 m 个 文字 的 一 个 集合 上 传递 的 ， 而 且 因 为 
G 是 传递 的 ， 每 个 文字 总 要 在 这 些 集合 的 一 个 中 出 现 。 如果 
这 些 集合 或 是 不 相交 的 ,或 是 相 重 的 , 则 它们 就 将 是 G 的 非 本 
原 区 域 ， 因 此 存在 五 的 共 统 着 ， 它 变动 互 所 变动 的 若 于 文字 
但 不 征 全 部 文字 。 设 鼠 是 与 日 变动 最 大 个 数 相 同文 字 的 共 
乌 者 的 一 个 。 我 们 记 
H: (ar, rci， ch (5.6.3 ) 
Hi(b,s ,bs ce 十 一 
这 里 我 们 认为 这 些 “ 是 被 五 和 已 所 共同 变动 的 , 群 妃 还 变动 
个 a;, 群 互 还 变动 > 个 鼎 . 我 们 来 证 明 当 互 是 本 原 群 时 
有 7 一 1, 又 如 果 互 是非 本 原 的 而 且 > > 1, 则 we， … ,er 是 
HH 的 一 个 非 本 原 区 域 . 考虑 配 的 元 素 
jp 加 ( b,， 六 pb,, C1s Cr Cr 站 
5 …… 六 CC 六 “ b， CC 
(5.6.4) 
XX 里 只 表 出 有 w 个 6 变 成 5, 若干 5 变 成 ,若干 变 成 。 
和 和正 干 “ 变 成 c。 注意 变 成 < 和 45 的 个 数 + 一 ww 必须 与 变 
成 5 的 < 的 个 数 相同 ， 因 为 在 (5.6.4) 中 的 第 二 行 必 须 有 
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7 个 8， 因此 TIHh 变动 ?个 a,7 一 tw 个 b 和 5s 一 + 十 个 
c， 因 币 就 与 吾 有 :十 4 个 共同 的 变动 文字 . 于 是 如 果 + > 1 
而 且 妃 是 本 原 的 ， 则 我 们 可 以 取 一 个 到， 它 把 某 些 而 不 是 
全 部 4 变 成 它们 自己 ， 因 而 1 志 w 二 7; 因此 TiHh 与 有 有 
;十 zw 个 共同 的 变动 文字 , 它 大 于 :而 不 等 于 + 十 1 二 m。 当 
HH 外 本 原 群 时 ， 在 任何 情况 下 我 们 必定 有 r+ 二 1， 市 当 ?r 一 
1 时 ,不管 吾 是 不 足 本 原 的 ，HUH 是 在 m 十 1 个 文字 上 二 
重 传 递 的 ， 因 而 是 本 原 的 。 我 们 可 以 取 这 个 群 代 埠 互 来 继续 
这 个 步 名 下 到 达到 G 本 身 才 止 ,这 时 逐步 得 到 的 是 mw 十 1 个 
文字 上 的 二 重 传 递 群 ，m 十 2 个 文字 上 的 三 重 传递 群 ， 直 到 
地 后 人 每 到 G 外 # 一 m 十 1 重 传 递 群 ， 

在 吾 是 非 本 原 群 的 情形 ,这 个 论证 不 能 适用 ,但 是 我 们 可 
以 加 大 互 和 互 的 共同 变动 的 文字 数 *， 直 到 6 ;,……,b, 是 HH 
的 一 个 非 本 原 区 域 而 41，……, a 是 五 的 一 个 非 本 原 区 域 。 其 
次 , HUR 是 :十 27 一 m 十 7 个 文字 上 的 传递 群 。 因 此 , 如 
果 mm 小 于 #/2, m 十 + 就 小 于 xz， 我 们 可 以 逐步 组 成 更 多 文 
字 上 的 传递 子 和 群 ， 直 到 得 到 在 大 于 wn/2 但 小 于 的 mw 个 文字 
上 的 传递 壮 群 如 .在 这 种 情况 下 ; 吾 的 任何 共 斩 者 刀 与 巨 共 
同 变动 看 干 文字 。 这 有 时， 假定 瓦 是 在 小 于 ” 的 最 大 可 能 个 数 
文字 上 传递 有 的。 如 采 * 士 27 一 2 和 > 一 1 则 瑟 是 在 x 一 1 
个 文字 上 传递 的 ,因而 6 是 二 重 传 递 的 。 如 果 不 是 这 种 情况 ， 
我 们 达到 一 个 群 五 , 这 里 十 2r 一 2 而 ?7 关 1， 在 这 种 情形 
下 , 那些 a, 5 和 < 全 部 十 6G 所 变动 的 文字 . 但 是 因为 G 是 本 
原 的 ,所 以 存在 一 个 是 换 8 把 5, 变 成 某 个 5;, 但 是 并 不 把 全 
体 5 变 成 它们 自己 ,因而 至 少 有 一 个 < 或 < 变 成 5. 这 时 五 和 
8g “Hg 者 不 变 5;, 而 它们 的 并 是 在 比 互 多 的 文字 上 传递 的 . 因 
面 我 们 最 后 必定 达到 在 =” 一 1 个 文字 上 传递 的 子 群 ， 所 以 G 
是 二 重 传 递 的 ， | 
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定理 的 第 二 部 分 确实 可 以 实现 ， 第 一 章 的 例 4 指出 了 这 
一 点 那里 的 群 是 在 七 个 文字 上 传递 的 ,因而 是 本 原 的 ， 它 有 
在 四 个 文字 C，E，,，F，G 上 传递 的 子 群 ,而 且 它 是 二 重 传递 
的 而 不 是 三 重 传递 的 . 


5.7. 多 重 传递 群 


> 个 文字 上 的 对 称 群 自然 是 ” 重 传递 的 ， 又 交替 群 4。 
(根据 $ 5.4 里 的 附注 ) 是 > 一 2 重 传递 的 .在 进一步 探讨 多 
重 传递 性 时 我 们 可 以 把 这 些 群 除外 .存在 着 无 限 多 个 三 重 伟 
递 群 。 但 是 把 交替 群 和 对 称 群 除外 后 ,已 知 的 只 有 四 个 四 重 
传递 群 。 那 就 是 分 别 在 11, 12, 23 和 24 个 文字 上 的 马 帖 群 ， 
其 中 在 12 和 24 个 文字 上 的 群 是 五 重 传递 的 而 且 分 别 包含 在 
11 和 23 个 文字 上 的 四 重 传递 群 作为 不 变 某 个 文字 的 子 群 . 
这 些 很 有 意思 的 群 曾经 是 被 人 们 专门 研究 的 对 象 ， 但 是 还 不 
知道 这 些 群 是 极为 例外 的 呢 ， 还 是 它们 只 是 无 限 个 四 重 传 弟 
群 中 的 一 部 分 . 

属于 密 勤 (G. A. Miller 【11) 的 定理 5.7.2 给 出 > 次 和 群 的 
传递 性 的 一 个 极限 。 把 这 个 定理 与 “贝尔 特 朗 公设 ”联合 起 
来 ,可 以 证 明 当 ”> 12 时 ，z= 次 群 ( 除 5, 和 4。 外 ) 不 会 是 
:之 3V 7 一 2 的 * 重 传递 群 ， 贝 尔 特 朗 公设 (在 1850 年 由 
契 比 售 夫 给 出 正确 的 证 明 ) 指出 对 于 任何 实数 x 之 7, 在 区 
间 x/2 一 p 雪 * 一 2 里 存在 着 素数 p。 对 于 ”的 某 些 极 特殊 
的 值 ， 密 勤 定理 给 出 一 个 好 得 多 的 极限 。 已 知 的 还 有 其 他 很 
好 的 限制 ?, 但 是 它们 的 证 明太 复杂 , 不 是 本 书 所 能 介绍 的 ， 


ri 


1) 派克 CE. Parker) 得 到 一 个 极限 , 对 于 的 合适 的 值 ，: 的 阶 与 3Y 2 相 
同 。 最 好 的 近似 值 由 维 兰 德 〈Wiclandt[1]) 提出 的 是 :<3 logn. 


不要 人文 计 罗 于 于 多 了 是 中 的 可 罗 了 了 姓 。 这 时 了 个 


个 文字 上 的 信人 

证 明 . 设 za ,4 和 5,，*…*, 5b, 是 zt 个 文字 的 两 个 有 
序 集 ， 它 们 都 从 P 所 不 变 的 ww 个 文字 中 取出 。 那 么 因为 G 赴 
t 重 传 递 的 ,存在 着 G 的 元 素 * 把 ai 变 成 0 一 1 
于 是 xiPr 不 变 6 ，: ,5b,, 因而 了 和 x7iPx 是 不 变 5b1,*……， 
2 的 群 的 西 罗 子 群 。 根据 西风 第 二 定理 ， 这 两 个 群 在 不 变 
51， ,Bb, 的 群 内 必定 是 共 斩 的 因此, 对 于 不 变 刀 , ,5 
的 某 个 y, 我 们 有 7 cr)y 一 PP 于 是 这 时 xz 一 zy 把 cz， 
ai 变 成 六 ,2 而 且 pz 一 P， 因此 在 了 的 正规 化 于 内 
仓 在 元 率 把 由 绢 不 变 的 双人 个 文字 中 的 任意 上 个 文字 的 有 序 集 
变 成 任意 别 的 同类 的 于 序 集 ， 因 此 P 了 在 G 内 的 正规 化 于 在 由 
P 不 变 采 wv 个 文字 上 是 : 重 传 递 的 ， 定 理 证 明了 ， 

定理 5.7.2， 设 整 数 4 一 kp 十 +, 这 里 丰 > 0, 是 素数 
而 且 p 之 ,7 之 《除非 《二 1, + 一 2, 7 次 群 除 5, 或 4， 
外 不 可 能 是 + 十 1 重 传递 的 . 

证 明 . 假定 w 次 群 G 是 + 十 1 重 传 递 的 .不 变 前 7 个 文 
字 1,2,…, 7 有 的 于 群 旦 吓 在 其 余 kp 个 文字 上 传递 的 。 因而 
的 阶 能 外 Q 款 数 2 整除 而 且 它 包含 鹉 罗 P 子 群 P。 瑞 的 不 变 
一 个 文字 的 于 群 在 玉 内 的 指数 是 fp， 所 以 它 的 阶 不 能 被 整 
除 瑟 的 阶 的 ?了 的 最 大 方 容 所 整除 。 因 和 击 P 必须 改变 电 在 其 传 
递 的 好 个 文字 中 的 每 一 个 ， 其 次 因为 Rp 二 p’?, 根据 假设 了 
不 能 有 六 个 文字 的 传递 组 . 由 于 在 P 的 一 个 传递 组 中 的 文字 
数 是 PP 的 阶 的 约 数 , 群 P 在 电 所 传递 的 kp 个 文字 上 必须 恰好 
有 个 传递 组 ,每 个 组 都 包含 ?个 文字 . (我 们 已 经 排除 掉 每 
个 传递 组 由 单独 一 个 文字 组 成 的 可 能 性 .)P 在 每 个 传递 组 上 
的 作用 必定 是 了 ? 阶 颂 环 群 。 因 市 P 是 各 在 ?个 文字 上 的 个 
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? 阶 循环 群 的 次 直 积 。 因 此 PP 的 每 个 元 案 都 是 ? 阶 的 ， 而 且 
P 是 阿 贝 尔 群 。 但 是 在 多 数 情 况 下 找 们 个 必 旁 虑 了 是 哪样 的 
次 直 积 . 

设 六 是 P 在 G 内 的 正规 化 了 于。 根据 定理 5.7.1, N 在 G 的 
前 ”个 文字 上 是 对 称 群 %、 让 我 们 先 讨 论 > 之 5 的 情形 ， 而 
且 设 入 的 子 群 和 N, 在 前 ” 个 文字 上 是 交替 群 4。 根据 定理 
5.4.3，4, 是 >!/2 阶 的 单纯 群 , 而 且 因 为 阶 是 复合 数 ， 它 不 是 
阿 册 尔 群 ， 设 7 …， 了 5 是 P 的 个 包含 ?个 文字 的 传 
递 组 .如 末 我 们 把 前 7 个 文字 上 的 置换 与 在 N 下 彼此 变换 
的 传 冲 组 7; 上 的 置换 结合 起 来 ,可 以 得 出 Ni 的 一 个 同 态 像 . 
这 个 像 是 前 7? 个 文字 上 的 4, 和 以 某 种 方式 变换 上 述 & 个 了 
的 群 的 次 直 积 .但 是 个 文字 上 的 群 最 多 有 阶 这!， 机 因为 
R! 一 7172， 所 以 它 不 会 有 商 群 同 构 于 作为 单纯 群 的 4,; 因 
向 在 这 个 群 的 商 群 中 能 同 构 于 4 的 商 群 的 只 有 单位 元 素 群 . 
于 是 这 个 群 包含 4,、 秃 且 根 据 $ 5.5 的 结果 ， 组 7 了 ;是 A, 和 
夯 一 个 群 的 直 积 。 这 时 4, 和 为 一 个 群 的 单位 元 案 在 和 Ni 由 的 
逆 像 是 一 个 群 Ni, 它 是 在 前 + 个 文字 上 的 4,, 而且 它 把 每 个 
传递 组 开 变 成 目 己 。 为 了 分 析 N;,、 我 们 必须 沙 卡 由 ?个 文 
字 的 置换 a 一 (x,，*'*，xp) 生成 的 循环 群 的 正规 化 子 的 本 
质 ， 因 为 a? 二 1, 所 以 如 果 biab 一 0 和 ciac 一 Ga， 则 2c 
和 c2 都 把 a 变 成 a'i。 因 而 由 把 循环 群 变 成 自己 而 得 出 的 目 
同 构 组 成 一 个 阿 贝尔 群 ，【〈 在 下 一 章 我 们 将 会 知道 请 阶 循环 
群 的 目 同 构 群 是 p 一 1 阶 循环 群 .) 

现在 设 《* 是 文字 x ，…* ,xp 上 的 与 4 可 交换 的 置换 , 当 
它 乘 上 s 的 适当 的 方 究 a' 时 , 可 以 得 到 一 个 与 4 可 交换 而 且 
不 变 文字 x 的 元 素 v 一 ua'。 但 是 因为 eye 一 ”和 而 用” 不 
变 x1, 我 们 容易 证 明 z 不 变 *%，…'，xp， 所 以 v 一 1, 因而 
4 一 a“!。 因 此 ,在 PP 的 个 由 ?个 文字 组 成 的 传递 组 7T; 中 的 
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任何 一 个 上 ,mA 都 有 一 个 由 个 文字 的 圈 的 方 咎 组 成 的 f 阶 
正 凯 于 和 群 ,Naz 对 这 个 于 群 的 商 群 由 阶 群 的 不 同 目 同 构 导 出 
的 元 素 组 成 ;这 个 商 群 契 阿 贝尔 群 .于 是 这 个 群 的 任何 商 群 或 
痢 征 阿 贝 尔 群 ,或 者 有 一 个 贾 群 申 阿 风 尔 群 . 因此 同 构 本 4， 
的 一 个 商 群 鸡 唯 一 商 群 是 单位 元 素 群 。 于 是 ,在 略 去 7 ，…， 
Tk 后 , 当 拒 $5.5 的 结果 应 月 于 前 了 个 文字 和 7 有 时, Nz 有 一 
个 于 群 ， 它 在 前 7? 个 文字 上 是 4; 而 在 Ti 的 文字 上 是 单位 元 
素 群 。 其 次 ,Ni 的 这 个 于 群 Ns 有 一 个 子 群 和 V, 它 在 前 7? 个 
文字 上 是 4.,， 和 而 在 了 和 72 上 都 是 单位 元 素 群 ， 

这 样 倚 续 下 去 ,最 后 我 们 得 到 一 个 子 群 , 它 在 前 7 个 文字 
上 圳 4.。 曾 在 其 余 的 文字 上 是 单位 元 素 群 .但 是 4, 包含 三 
个 文字 的 图 (a,5,c), 而 且 因为 G 在 全 部 ”个 文字 上 至 少 是 
5 重 传 环 的 ,这 个 效 可 以 变 成 和 个 文字 中 任何 三 个 文字 的 轿 . 
根据 引 理 5.4.1， 这 些 三 元 圈 生 成 4,， 和 而且 因为 G 包 含 了， 
G 改 是 A, 或 是 5， 

以 上 的 论证 要 求 + 宇 5, 因而 还 要 考虑 的 是 + 一 3, 《二 1 
或 2, 以 及 + 二 4, 二 1, 2 或 3 的 情形 .我 们 先 讨 论 P 是 由 
元 素 a 生成 的 循环 群 们 有 是 《二 1 或 2 的 情形 。 上 面 指出 过 ， 
如 果 w 一 (12)(3) 和 vw 二 《1) (23)-… 是 P 的 正规 化 子 N 
( 它 在 由 PP 不 变 的 前 三 个 或 前 四 个 文字 上 是 对 称 群 的 元 素 ， 
则 因为 P 是 循环 群 ,wv 逢 1 vu 都 把 a 变 成 它 的 同一 个 方 暴 ， 
因此 oo pz 二 《1, 2 3) 就 与 4 可 交换 . 这 个 元 素 w 一 
uv mv 或 在 交换 两 个 传递 组 刀 和 72 或 者 同时 拒 它 们 变 
成 目 己 ,不 壹 何 种 情形 , 当 有 两 个 传递 组 时 , 凡 = (1,3,2)*… 
总 不 变 这 两 个 组 .这 个 元 素 隐 阶 能 被 3 整除 ; 因而 它 的 某 个 
方 攻 的 阶 书 3 和 而且 在 前 三 个 文字 上 仍然 是 一 个 三 元 圈 ， 它 
把 传递 组 变 成 自己 而 且 与 a 可 交换 . 但 是 对 于 s 的 每 个 图， 
唯一 可 交换 的 元 勾 是 这 个 区 的 方 寡 ， 因 而 在 它 不 是 单位 元 系 
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时 必须 是 ? 阶 的 .因此 ,除非 p 二 3, 以 这 种 方式 与 a 可 交换 
的 3 阶 元 素 在 前 三 个 文字 上 是 (1, 2, 3) 或 (1,3, 2) 而 在 其 
余 的 文字 上 是 单位 元 素 ， 这 时 G 包含 一 个 三 元 圈 而 且 是 三 重 
传递 的 ， 因 而 必须 是 4,。 或 S。。 我们 除外 的 只 是 p= 二 3， 这 
对 应 于 二 1 或 2 而 且 + = 二 3 或 4, 因而 z= 二 6,7,9,10. 确 
切 地 说 , 当 p 二 3, 二 1 时 , 了 本 身 由 三 元 圈 生 成 ,结论 也 就 
得 出 了 。 这 就 解决 了 ”一 6 和 7 的 情形 而 留 下 x 二 9 和 10 
作为 特别 情形 来 讨论 ， 这 时 = 二 1 的 所 有 情形 都 已 解决 ， 因 
为 在 这 些 情形 下 P 显然 是 循环 群 .现在 如 果 A 一 2 而 且 P 不 
是 循环 群 , 则 了 是 两 个 p 阶 循环 群 的 直 积 .于 是 由 于 G 是 本 原 
群 而 且 五 包含 一 个 ? 阶 圈 ， 由 它 生成 的 子 群 H 当然 是 本 原 
群 ， 对 G 和 下 应 用 定理 5.6.2、 那 么 G 必定 是 p 十 4 重 或 
p 十 5 重 传 递 的 。 于 是 我 们 可 以 利用 ;一 p 十 3 或 p 十 4 和 
《一 1 的 论证 来 得 出 G 一 4， 或 5， 

剩 下 要 考虑 的 是 k 一 3 和 > 一 4 的 情形 .首先 ,如 果 了 是 
循环 群 , 则 我 们 可 以 像 前 面 那样 断定 ,存在 着 元 素 (1,2,3)(4) 
… 和 (1) (2, 3，4)… 以 及 前 四 个 文字 上 的 所 有 八 个 可 能 的 
三 元 圈 ， 它 们 都 与 的 一 个 生成 元 素 4 可 交换 。 但 是 它们 将 
会 以 (Ti, Ti, T;) 或 (Ti 7Ta, 7T,) 的 方式 循环 地 变换 4 的 三 
个 传递 组 ， 而 且 在 八 个 中 至 少 有 两 个 会 以 同样 的 方式 变换 这 
些 了 .把 这 些 论证 联合 起 来 ,我 们 得 到 一 个 形 如 (1, 2, 37(4 ) 
… 或 (1,2) (3,4)… 的 元 素 , 它 把 7:，73: 都 变 成 自 
己 。 这 时 p 至 少 是 5 , 而 且 与 4 可 交换 而 又 把 4 中 的 圈 变 成 
自己 的 一 个 这 种 形式 的 元 素 导出 不 变 。 的 3p 个 文字 的 一 个 
同一 形式 的 元 素 。 因 而 在 G 中 或 有 一 个 三 元 圈 (1, 2, 3), 或 
有 一 个 元 素 (1, 2)(3, 4),， 而且 由 于 四 重 传 递 性 ， 还 有 元 素 
(1, 2)(3, 5) 和 三 元 圈 (3, 4, 5)。 因 此 G 包 含 4,， 即 是 4， 
或 S,， 另 一 方面 , 如 果 P 卫 包含 Pp 个 文字 的 单独 一 个 峰 ， 则 可 


以 应 用 定理 5. 6. 2、 这 时 G 是 2p 十 4 重 或 2p 十 5 重 传递 
的 ,因而 G 又 是 4, 或 5，. 

最 后 还 必须 考虑 P 既 不 古人 循环 群 又 不 包含 了 元 圈 的 可 能 
情形 . 在 这 种 情形 下 P 必须 是 产 阶 的 , 我们 可 以 取 两 个 元 刍 
4 一 (xl xz， Xp) (yi y2, “3 yp) 和 b= 二 (yi y2, yp 
(zi z2，,""*, zp) 作为 王 的 基底 ,这 里 我 们 取 < 和 2 在 六 上 的 
圈 相 同 ， 于 是 唯 有 ea 和 它 的 方 窜 是 P 中 不 变 由 y; 组 成 的 
伟 弟 组 7; 的 元 索 。 现在 在 了 的 正规 化 子 中 可 以 找到 有 形 如 
(1,2,3,4)… 的 一 个 元 和 欠 , 它 或 者 不 变 全 部 三 个 传递 组 ， 或 
者 交换 其 中 的 两 个 而 不 变 第 三 个 .于 是 它 的 平方 & 一 (1: 3): 
(2,4)… 不 变 全 部 三 个 传递 组 .因此 * 把 *，2 和 ab- 的 每 
一 个 变 成 目 己 的 某 个 方才 ， 因 而 把 和 2 同时 变 成 它们 的 同 
一 个 方 竹 ( 设 古 :1 次 方 棒 ,因而 了 的 每 个 元 素 都 交 成 它 的 i 次 
方 究 ). 这 样 一 个 自 同 构 必 定 与 P 的 任何 其 他 自 同 构 可 交换 ， 
特别 说 来 也 与 由 元 系 w = (1) (2) (34)'…* 导出 的 自 同 构 可 
交换 因此 v 二 wwuw 一 (1,2)(3，4)'… 也 把 P 的 每 个 元 
系 变 成 它 有 的 i 次 方 罕 ， 因 而 它 自 然 不 变 P 的 传递 组 .但 是 现 
在 wv = 《1,4)(2，3):… 与 P 中 每 个 不 变 这 些 传 递 组 的 元 
梁 可 交 亿 .这 讽 表 G 中 存在 元 素 (1, 4)(2， 3)， 而 且 因 为 G 
尽 多 于 四 个 文字 上 的 四 重 传递 群 ,所 以 G 仍然 是 4, 或 5，. 


5.8. 约 当 定理 


在 1872 年 约 当 (Jordan [21) 证 明了 ,只 有 单位 元 素 群 才 
不 变 四 个 文字 的 有 限 四 重 传递 群 必定 是 下 列 群 中 的 一 个 : 四 
个 或 五 个 文字 上 的 对 称 群 ,六 个 文字 的 交替 群 , 或 十 一 个 文字 
的 蕊 帖 群 . 

关于 四 重 传递 群 的 约 当 定理 在 这 里 以 两 种 方式 来 推广 . 
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其 一 是 : 文字 的 个 数 不 假 定 为 有 限 的 ; 其 二 是 :把 不 变 四 个 
元 系 的 子 群 只 包含 单位 元 素 换 成 它 是 奇数 除 的 有 限 群 得 到 
的 结论 就 其 主要 方面 说 与 约 当 定理 相同 ， 满 足 这 些 假 议 的 唯 
一 外 加 的 群 赴 七 个 文字 的 交 符 群 . 

这 个 定理 征 这 样 的 : 

定理 3.8.1. 名 全 全 ra 人 入 全 或 天 县 小 。 


情形 1 “在 不 多 于 上 个 文字 上 ， 四 个 或 五 人 文字 上 的 
四 重 传递 群 必 定 征 对 称 群 . 在 六 个 文字 上 ， 它 的 阶 至 少 厦 
6.:3.4: 3 ,因而 它 是 46 或 56。 在 七 个 文字 上 , 它 在 7 内 的 
指数 最 多 是 6 ， 因 为 5; 不 包含 指数 为 3 或 6 的 子 群 , 所 以 它 
只 可 能 和 古 4) 和 3 在 $6 和 和 5; 中 都 存在 2 阶 元 素 不 变 至 少 四 
个 的 文字 ,所 以 这 两 个 群 不 满足 我 们 的 假设 . 

为 了 处 理 G 是 在 多 于 七 个 的 文字 上 的 群 的 情形 ， 我 们 先 
证 明 一 个 引 理 . 

引 理 5.8.1。 在 满足 关系 

a := 1, b= 1, (ab):= 1 

的 群 里 ， 元 秦 a 和 生成 25 阶 的 二 面体 群 。 如 果 s 一 21 一 1 


是 奇数 ， 则 y 一 a6 的 一 个 方 千 把 4 变 成 .如 条 * 一 27r 是 


偶数 ， 则 a 和 2 都 与 了 可 交换 ， 
证 明 . 取 y 一 22， 我 们 有 


0 一 1]， 入 二 1， b=ay=—=y!a, 
如 果 s = 二 2: 一 1, 则 
y ‘ay’ = ay’' = b. 
如 果 * 一 27 ， 则 


ay Ty 4—=ya, 
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从 这 里 开始 ,，G 总 表示 【〈 像 在 定理 5.8.1 中 那样 ) 在 七 个 
以 上 的 文字 上 的 四 重 传递 群 ， 和 而 互 则 表示 不 变 四 个 文字 的 育 
数 玉 阶 子 群 . 

引 理 5.8.2. 设 群 G 包 食 2 阶 元 素 , 和 而 且 押 有 2 阶 元 素 都 
万 共 弦 的 . 那么 或 者 (1) 每 个 2 阶 元 素 不 变 两 个 文字 ,或 老 


| 


(2) 每 个 2 阶 元 素 不 变 三 个 文字 . 
证 明 . 由 于 四 重 传 半 性 ，G 包含 一 个 元 素 
g 一 (12)(34) 
这 时 ?不 变 1, 2, 3, 4， 因 而 属于 互 而 且 有 奇数 阶 my。 于 是 
+ 一 g™ — (12)(34).…., 
而 有 ?二 1。 因 为 吾 是 奇数 阶 的 ， 所 以 G 的 任何 2 阶 元 素 zx 
最 多 不 变 三 个 文字 ， 因 而 人 至少 变动 四 个 文字 ， 设 
4 = (ab)(cd):: 
那么 就 有 的 共 轮 着 
Vy = wuw = (12)(34):…， 
于 是 或 者 v = 二 x, 或 者 vx 不 变 四 个 文字 而 且 是 奇数 阶 的 ， 因 
而 根据 引 理 5.8.1，” 和 x 是 共 辆 的 .。 因此 所 有 2 阶 元 素 都 十 
共 力 的 . 另 一 方面 ;在 G 内 存在 一 个 元 素 z 二 (1)(2)(34)…， 
而 且 z 或 z 的 一 个 奇 次 方 需 是 至 少 不 变 两 个 文字 的 2 阶 元 
素 。 因 此 每 个 2 阶 元 素 不 变 两 个 或 三 个 文字 ， 因 为 它们 人 至少 
不 变 两 个 文字 而 且 不 能 不 变 四 个 文字 . 
情形 2 G 在 多 于 七 个 文字 上 . 设 
4 一 (1)(02)(347) 
是 一 个 2 阶 元 索 ， 和 而 县 
b = (12)(34).…- 
是 男 一 个 2 阶 元 素 ， 那么 fj 二 ob 二 《12) (3)(4)… 是 偶数 
阶 的 ,而 且 了 是 奇数 吉 阶 的 ， 因 此 7!: 三 a3 是 2 阶 的 ， 向 且 
根据 5 理 5.8.1, 它 与 41 可 交换 .于 契 在 G 内 有 了 三 个 可 交换 
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的 2 阶 元 ;每 dl1s 2 和 43， 这 里 4) 一 4103， 
a = (1)(2)(34):…., 
a = (12)(34)-.……, (5.8.1) 
a = (12)(3)(4).….. 
现在 4a; 作 为 2 阶 元 素 , 它 或 者 不 变 两 个 文字 5 和 6 ,或 看 不 
变 三 个 文字 5,6 和 7 . 因为 1 与 4; 可 交换 ， 所 以 a 把 这 些 
文字 变 到 它们 自身 . 但 是 a 不 变 1 和 2， 因 而 最 多 再 不 变 一 
个 文字 .因此 我 们 有 
a=™(1)(2)(34)(56).…., 0 一 (1)(02)(34 儿 56)7)…， 
za 一 (12)(34)(5)(6)… ;或 a2 一 (12)(34)(5)C6)(7)-…， 
as=(12)(3)(4)(56).….; a3=(12)(3)(4)(56)(7).….. 
(5.8.2) 
当 2 阶 元 素 全 都 不 变 两 个 文字 时 出 现 第 一 神情 形 ; 全 部 不 变 
三 个 文字 时 出 现 第 二 种 情形 . (5.8.2) 的 元 素 a1，a;，a， 和 单 
位 元 素 组 成 一 个 四 阶 群 了， 其 他 的 文字 将 以 四 个 一 组 作为 了 
的 传递 组 而 出 现 : 
0 = (1)(2)(34)(56)(7)(hi)(7R):.*., 
a = (12)(34)(5)(6)(7)(h7)(1R):…., (5.8.3) 
as =— (12)(3)(4)(56)(7)CaR)(7): *.. 
这 里 应 该 理解 为 7 可 以 不 出 现 ， 
把 h,，i,， i， 变 到 它们 目 身 的 子 群 玉 的 阶 是 24m, 而 
且 不 变 这 些 文字 的 mw 阶 子 群 及 一 Fr 1 月) 在 KK 内 是 正 
规 的 、 还 应 该 有 一 个 子 和 群 U, KUH, 在 U 中 h, i, 7, 
以 下 列 方式 变换 ; 
(8) 
Chi)(Ik) 
(CAFCik) 
CAK)(II) (5.8.4) 


» 7 。 
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(7Az) 
Chi) (Ck) 
(Ch) CCIR). 
I 央 为 UU 是 8m 阶 的 ， 押 以 也 的 一 个 西 罗 子 群 是 8 阶 的 。 以 特 
定 方 式 把 4， 1 4 变 到 和 它们 自身 的 元 素 组 成 已 在 U 内 的 
一 个 伐 系 。 因 为 瑟 在 已 内 是 正规 的 ， 忆 内 的 8 阶 子 群 在 如 的 
繁 个 傍 系 中 各 有 一 个 元 素 ， 因 市 它 同 构 于 U0/HH, 因此 适宜 于 
用 这 些 文子 上 的 置换 来 表示 ,了 包含 在 U 内 的 一 个 8 阶 的 西 
罗 十 群 由 。 这 束 得 出 
a = (1)(2)(34)(56)(7)Ch1)(R): :-, 
=— (12)(34)(5)(6)(7)Ch7) (Rk) ., 
= (12)C3)(C4)(56)(7)C a8) :, 
a = (1)(2)(3546)(7)(Ch7R)::…, (5.8.5) 
a 一 (1)(2)(3645)07 CA87 7 
46 = (12)C36)C45)7)C h(E)..…., 
asu — (12)C35)C46)C7) C8) (0 …., 


殉 独 及 :交换 5 和 6 向 得 到 的 同样 一 些 置 换 。 后 四 个 元 素 变 换 
1，…，7 的 方式 由 下 列 关 系 决 定 : 
HU = A, Ha 一 0 (gu) = 1. 
这 时 x 属于 V 的 正规 化 ， 因 而 它 不 变 V 所 不 变 的 唯一 文字 7 
(如 未 ?7 出 现 的 话 )， 其 次 ,* 必须 把 as 的 不 变 文字 变 成 4; 的 
不 变 文 字 ， 因 而 
3，4，- -， 3, 4，-. 

但 是 还 有 ”一 dl1, 凡 而 

4U 一 (3546).… 或 一 (3645).。 


* 区分 


最 后 ，* 必须 不 变 1 和 2 或 者 把 它们 交换 ,但 是 如 果 * 交换 
1 和 2 , 则 az 是 2 阶 的 而 且 不 变 文字 1,2,7,*， 因 此 

xd 二 (1)(2)(3546)--， 或 wx 一 人 1)(2)(3645) 
其 他 可 以 接着 得 出 . 

7 的 类 似 于 4，zi 7 《的 每 个 别 的 传递 组 , 产生 类 似 于 
(5.8.5) 那样 的 一 个 群 S。 在 每 一 个 这 种 群 内 ， 元 素 

(12)(36)C45):… 和 和 (12)(35)(46).… 
不 变 传递 组 的 两 个 文字 ， 因 为 2 阶 元 素 不 能 不 变 四 个 文字 ， 
所 以 每 个 传递 组 对 应 十 一 个 以 《12) (36)《45) 的 方式 变换 
前 六 个 文字 的 不 同 的 元 素 . 但 是 最 多 存在 ?个 以 这 种 方式 作 
用 于 前 六 个 文字 的 元 素 。 因 此 如 果 存 在 上 个 这 种 传递 组 ， 则 
t < 委 7 是 有 限 的 , 而 且 C 是 在 ”一 42 十 6 或 4 十 7 个 文字 上 
的 群 。 如 果 G 是 在 10 个 或 11 个 文字 上 的 群 , 则 我 们 有 :一 1. 

不 存在 十 个 文字 上 的 四 重 传递 群 (当然 把 41。 和 51 除 
外 ), 因 为 根据 定理 5.7.2, 长 度 为 7 的 圈 的 正规 化 子 在 其 余 三 
个 文字 上 是 5;; 这 个 正规 化 子 是 S$; 和 这 个 七 元 圈 的 文字 上 
的 正规 化 子 的 次 直 积 ,所 以 它 使 一 个 三 元 圈 与 单位 元 素 成 对 . 
因此 G 包含 一 个 三 元 圈 ,而 由 于 它 是 四 重 传递 的 , 它 包 含 全 部 
三 元 圈 ; 因 此 G 包含 Aw. 

在 11 个 文字 上 ，G 的 阶 是 11. 10 .9.8m, 而 且 即 使 未 
假定 所 是 奇数 ， 只 要 讨论 不 变 四 个 文字 的 西 罗 子 群 的 正规 化 
子 ， 就 能 证 明 必 须 有 m 一 1. 不 变 三 个 文字 的 8 阶 子 群 包含 
单独 一 个 2 阶 元 素 ， 因 而 它 是 循环 群 或 四 元 数 群 。 只 有 四 个 
自 同 构 的 循环 群 不 能 有 一 个 正规 化 子 是 在 其 余 三 个 文字 上 三 
重 传递 的 ,因为 这 样 G 就 将 包含 一 个 三 元 圈 。 因 此 不 变 三 个 
文字 的 子 群 必 须 是 四 元 数 群 0. 于 是 G 就 是 8 的 传递 的 扩 
张 ， 于 是 运用 向 辽 到 《IT. C. Holyoke [1]) 的 方 法 就 能 从 8 
构造 出 不 仅 是 11 个 文字 上 的 四 重 传递 的 马 帖 群 ， 而 且 还 有 
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12 个 文字 上 的 五 重 传递 群 . 

我 们 现在 来 证 明 ,，z > 1 与 吾 是 奇数 阶 的 假设 矛 夏 ， 因 
首 训 完成 了 我 们 的 定理 的 证 明 .， 如 和 采 妈 ， xz yz 十 扩 扑 万 一 
个 传递 组 ， 则 我 们 从 (5.8.5) 有 

al 一 (12)(36)(45)077)Cpz TEA 
和 而且 还 有 另 一 个 元 素 
2 = (12)(36)(45)(7)( wrx)(y)(z).. 

这 两 个 元 素 中 每 一 个 都 与 a 可 交换 而 且 把 ea 和 a; 变 成 a4. 
它们 的 乘积 是 不 变 前 六 个 (或 七 个 ) 文字 的 一 个 元 素 9, 因而 
它 是 奇数 阶 的 . 再 有 ,4 属于 了 的 中 心 化 于 。 根据 引 理 5.8.1， 
4 的 一 个 方 军 把 ax 变 成 ex , 因而 把 ax 不 变 的 文字 ?1 椒 
变 成 ax 不 变 的 文字 7 和 z. 因为 这 个 元 素 属 于 了 的 中 心 化 
子 ， 它 必须 把 整个 传递 组 hij% 变 成 wryz。 因 此 在 G 内 存在 
不 变 前 六 个 “或 七 个 ) 文字 的 群 C, 它 属于 下 的 中 心 化 于 而 
且 在 了 的 其 余 上 个 传递 组 上 是 传递 的 。 把 子 的 一 个 传递 组 变 
到 自身 的 、C 的 一 个 奇数 阶 元 素 ， 必 定 不 变 全 部 四 个 文字 . 
因此 <c 的 传递 组 是 (1)， (2), (3),(4),C5),(6),C7), Th,. TT 
T;，Th， 后 四 个 组 各 包含 tz 个 文字 ,而 且 4， :7 万 属 于 C 
的 不 同 的 传递 组 . 

设 少 十 整 除 上 的 一 个 素数 ,〈 这 里 我 们 用 到 假设 上 二 1.) 
设 P 了 是 C 的 对 应 的 西风 子 群 。 那 么 P 变动 C 所 变动 的 全 部 41 
个 文字 ,因为 C 的 不 变 一 个 文字 的 于 群 约 指数 1 三 0(modp)， 
因而 不 能 包含 这 样 一 个 西 罗 子 糙 。 现 在 设 瑟 是 包含 P 的 不 变 
1，2，3，4 的 于 和 群 ， 亡 是 及 的 四 多 于 和 妊 。 于 么 Pi 变 功 C 的 
4 1 个 文字 而 不 变 其 他 , 除非 我 们 可 能 有 情形 

p= 二 3, /于 3”, pn 二 4z 十 7， 

这 里 忆 可 以 是 在 4: 十 3 个 文字 上 的 群 。 这 个 可 能 性 在 以 后 
再 讨论 。 对 于 在 4z 个 文字 上 的 情形 ， 根据 定 理 5.7.2, 群 
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Ne(P) 是 在 前 六 个 或 七 个 文字 上 四 重 传递 的 , 因而 包含 着 这 
些 文字 上 的 4 或 4;, 但 是 把 前 六 个 (或 七 个 ) 文 字 变 到 它们 
自身 的 子 群 也 包含 (5.8.5) 的 元 素 x, 它 不 属于 这 些 文字 上 的 
交替 群 ， 于 是 在 G 内 我 们 有 了 在 前 六 个 或 七 个 文字 上 的 完全 
对 称 群 ， 因 此 有 某 个 元 素 不 变 前 四 个 文字 而 且 交 换 第 五 个 和 
第 六 个 文字 。 这 与 互 有 奇数 阶 的 假设 矛盾 ， 最 后 来 讨论 可 能 
音 形 
t= 3*, 7 一 4 十 7。 
这 时 Pi 既 变 动 5,6,7， 也 变动 P 的 4 个 文字 .如 果 w 1， 
则 当然 5, 6, 7 是 Pi 的 传递 组 , 而 且 在 G 内 存在 一 个 元 素 
z = (1)(2)(3)(4)(567)-……. 
如 果 w 二 1， 则 了 是 3 阶 的 ,而 且 ( 即 使 在 有 内 ，、5，6，7 与 
P 的 传递 组 8，9，10 和 11，12，13 同 在 一 个 传递 组 内 ) 因 
为 存在 一 个 元 素 (5)(6)(7)(8,9,10)(11, 12, 13), 所 以 也 存 
在 如 同 z 那样 的 一 个 不 变 8, 9, 10 的 元 素 。 但 是 对 于 z 一 
(1)(2)(3)(4)(567)， 和 (5.8.5) 中 的 < 我 们 有 
(su) = (1)(2)(35)(4)(6)(7).…., 

这 与 吾 是 不 变 四 个 文字 的 否 数 阶 子 群 相 巴 盾 . 

设 G 是 11 个 文字 上 的 四 重 传递 群 ,个 包括 Sa 和 如。 如 
果 G 包含 形 状 为 (a,8), (a,5)(c,4), (2 pc) 中 之 一 的 元 
素 , 则 由 于 四 重 传递 性 ，G 包 合 全 体 这 种 元 素 因 而 必须 是 41 
或 Su。 如 果 G 包含 一 个 五 元 圈 或 七 元 圈 , 则 这 样 一 个 元 素 生 
成 的 群 是 在 它 所 变动 的 文子 上 传递 的 和 本 原 的 。 在 这 种 情况 
下 ,根据 定理 5.6.2 和 5.7.1，G 必定 是 wa 或 4。 除 掉 这 些 例 
外 情形 ， 有 一 个 不 变 四 个 元 素 的 子 群 六 二 六 234 的 阶 整 除 243 
如 果 了 不 是 单位 元 素 群 ， 则 下 必定 有 一 个 西 罗 2 群 或 西 罗 3 
群 ， 由 于 排除 了 例外 情形 ， 任 何 这 样 的 西 罗 了 于 和 群 忆 必 须 变动 
恰好 六 个 文字 。 根 据 定 理 5.7.2，P 的 正规 化 子 在 余下 的 五 个 


文字 上 征 四 重 传递 的 ， 而 且 因 为 了 的 传递 组 是 两 组 三 个 文字 
村, 或 一 组 四 个 和 一 组 两 个 文字 和 的， 或 三 组 两 个 文字 的 ,就 将 
人 租 出 G 包 合 一 个 五 元 圈 ， 这 是 已 经 除外 的 情形 .因而 剩 下 的 
唯一 可 能 情形 是 : 有 一 个 不 变 四 个 元 素 的 子 群 了 是 单位 元 素 
群 而 且 G 的 阶 是 11. 10 .9 .8. 
不 变 三 个 文字 (例如 9, 10, 11) 的 子 群 在 其 余 八 个 文 
宝 上 是 正则 的 和 传递 的 ， 因 而 它 是 五 个 不 同 的 8 阶 群 之 一 的 
正则 表示 . 丈 妥 包含 一 个 2 阶 元 案例 如 zx 一 (1, 2)03，4) 
(5, 6)(7, 8)(9)(10)(11)。 在 不 变 两 个 文字 10 和 11 的 子 群 
HH 内 有 矿 的 九 个 共 罗 者 ， 每 一 个 都 不 变 另 一 个 文字 。 如 果 两 
个 不 同 的 2 阶 元 素 包 含 同 一 个 对 换 例 如 (i, 力 ,， 则 它们 的 乘 
积 征 最 多 变动 七 个 文字 的 不 是 单位 元 素 的 元 素 。 这 是 不 可 能 
的 . 但 是 每 个 2 阶 元 泰 包 含 着 四 个 对 换 , 而 且 一 共 只 有 1，: 
9 的 9.8/2 二 36 个 可 能 的 对 换 . 因此 玉 只 包含 一 个 2 阶 元 素 ， 
因而 必定 是 8 阶 循 环 群 或 四 元 数 群 .但 是 如 果 斑 是 律 环 群 , 则 
它 的 正规 化 子 包含 一 个 3 阶 元 去 ， 这 只 能 是 图 (9, 10, 11)， 
然 曾 这 定 不 可 能 上 时。 因此 亚 必 定 是 四 元 数 群 0.， 
不 变 10 和 11 的 子 群 互 征 72 阶 的 而 且 包 含 九 个 四 元 数 
子 群 ， 其 中 任何 两 个 的 交 都 是 单位 元 素 群 ， 单 位 元 素 和 其 余 
八 个 元 杂 组 成 一 个 9 阶 于 群 U, 它 在 吾 内 是 正规 的 . 口 的 八 
个 不 是 持 位 元 素 的 元 篆 在 8 下 是 共 罗 的 ， 因 而 U 必定 是 初等 
阿 贝 尔 群 . 
根据 这 个 结论 我 们 容易 构造 右 , 它 是 唯一 的 ， 最 多 相差 
一 个 置换 同 构 .UU 可 以 由 下 列 元 素 生 成 : 
zt = (123)(456)(789)(10)(11), 
y = (147)(258)(369)(10)(11),., 

有 一 0U, 这 里 0 是 由 下 列 元 索 生 成 的 四 元 数 群 ， 
a = (1)(2437)(5698)(10)(11), 
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b = (1)(2539)(4876)(10)(11). 
a = b= (1)(23)(47)(59)(68)(10)(11). 

不 变 11 的 子 群 玉 由 克 和 a? 的 一 个 共 轮 者 * 生成 ，x 不 
变 2 和 11 而 且 交 换 1 和 10。 因 为 G 是 四 重 传递 的 ， 这 样 一 
个 元 系 必 定 存在 、* 显然 属于 0 的 正规 化 于 .把 x 了 深 加 在 电 
上 必定 不 会 产生 一 个 不 变 四 个 文字 而 义 个 是 时 位 元 夫 的 元 
过 可 能 的 x 只 是 

ri = (1, 10)(2)(3)(11)(4, 5)(6, 8)(7, 9), 

x2 = (1, 10)(2)(3)(11)(4, 6)(5, 9)(7, 8), 

rs= (1, 10)(2)(3)(C11)(4, 7)(5, 6)(8, 9). 

元 素 (4，5，6)07，8，9) 把 互 变 成 目 身 而 且 把 这 三 个 元 率 
互相 交换 ,在 相差 一 个 置换 同 构 下 ,我 们 可 以 把 这 三 个 元 素 中 
任何 一 个 其 加 到 互 上 ， 设 六 是 把 x 座 加 到 互 上 而 得 到 的 群 . 
那么 G 束 由 天 淮 加 和 的 一 个 共 轨 首 7 而 得 到 ,这 里 了 交换 1 
和 11 而 且 不 变 2 和 10. 这 时 > 同时 属于 2 的 正规 化 子 和 不 
变 1 和 11 的 子 群 的 正规 化 子 ， 可 能 的 ?只 是 

y= (1, 11)(2)(3)(10)(4, 6)(5, 9)(7, 8), 

y2 = (1, 11)(2)(3)(10)(4, 7)(5, 6)(8, 9). 
这 时 元 素 (4,9) (5,7)(6,8) 属 于 天 的 正规 化 子 而 且 它 使 y, 和 
y2 交换 。 因 此 ,最 多 相差 一 个 置换 同 构 ,我 们 可 以 假定 G 从 把 
和 添加 到 天 上 而 得 到 。，G 一 {4 召 ; Yj。 严格 地 说 ,我们 证 
明了 的 只 是 ， 如 未 存在 一 个 11 修文 字 上 的 四 重 传递 群 不 是 
A 或 51, 则 它 置 换 同 构 于 G。 验 证 G 具有 这 些 性 质 是 习题 
4 所 要 求 的 。 大 家 把 CG 叫 做 11 个 文字 上 的 蕊 帖 群 Ma. 值得 
指出 以 下 的 重要 事实 : 如 果 我 们 把 Ma 看 做 12 个 文字 上 不 
变 12 的 置换 群 ,而 且 我 们 取 群 Mw 二 {Mus x}, 这 里 
z= (1, 12)C2)CG3)C10)(11)(4, 7)(5,6)(8,9), 
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而 且 


则 我 们 发 开 Mu 是 12. 11 . 10 . 9. 8 阶 的 五 重 传递 群 , 而 有 
MD 是 不 变 12 的 子 群 . 
根据 类 似 于 在 构造 Mu 时 所 用 的 论证 ， 我 们 可 以 证 明 在 
小 于 35 个 文字 上 的 四 重 传 递 群 ( 不 是 交 蔡 和 群 葡 对称 群 )， 只 有 
Mi， My 和 在 23 和 24 个 文字 上 的 马 帖 群 Ma 和 Mw. 这 轩 恕 
未 取 
A= (0,1,2,:..., 22), 
B= (2,16,9,6,8)(4,3,12,13, 18). 
(10, 11, 22,7,17)(20, 15, 14, 19, 21), 
C = (0,23)(1, 22)(G2, 11)(3, 15)(4, 17)(5,9). 
(6, 19)(7, 13)(8, 20)(10, 16)- 
(12, 21)(18, 14), z 
则 Ma 一 14;5) 和 Ma 一 14,B,C) Ms 是 23.，22，21， 
19.， 16 .3 阶 的 23 次 的 四 重 传 递 群 ，M 下 五 重 传 囊 群 ， 而 
且 Mw 是 Mw 的 不 变 23 的 子 群 . 


3.9.。 织 积 . 对 称 群 的 西 罗 子 群 


设 G 和 五 分 别 是 在 集合 4 和 B 上 的 置换 群 。 我 们 以 下 
列 方式 定义 G 乘 太 的 织 积 ， 记 做 G2 及 : G2 是 在 4 X 8 
上 的 全 体 下 列 类 型 的 置换 9 的 群 : 
(a, 6)0 = (a7s,, 6,), a€ A,bEB, (5.9.1) 
这 里 对 于 每 个 8€ B, Ys 下 G 在 4 上 的 一 个 置换 ,但 十 对 十 不 
同 的 2， 置 换 ys 的 选取 是 独立 的 。 置换 7? 是 五 在 下 上 的 置 
换 . 7 二 1 时 的 置换 9 组 成 一 个 正规 子 群 G”, 它 同 构 于 ?个 
G 内 直 积 ， 这 里 2 是 集合 8 中 的 文字 的 个 数 . 商 群 G/G” 同 
构 于 吾 全体 7。 一 1 的 曾 换 68 组 成 一 个 子 群 同 构 于 已 ， 这 
个 子 群 的 元 系 可 以 取 作 GY 在 G 内 的 傍 系 代表 ， 


a 二 。 


织 积 在 下 列 意 义 下 是 可 结合 的 : 如 果 天 是 在 集合 C 上 的 
第 三 个 置换 群 , 则 (GD)oK 和 Go2(E2K) 是 同 构 的 ， 而 
且 如 采 我 们 把 集合 (4Xx B) xc 和 4Xx(BXC) 与 4X 末 
XC 等 同 起 来 ， 则 它们 还 是 重合 的 . : 

对 称 群 5, 的 西 罗 子 群 易于 用 织 积 来 构造 . 什么 是 整除 
n! 的 了 的 最 高 方 罕 ? 2! 中 被 2 整除 的 因子 是 p, 2p, 3p,…， 
Rp， 这 里 二 [wf/p] 是 不 大 于 n/p 的 最 大 整数 .因此 ”! 能 被 
p“ 和 和 整除! 的 2 的 方 窜 的 乘积 整除 .由 于 [R/p] = [n/p]， 
继续 同样 的 论证 ,可 以 得 出 整除 n1 的 ?的 最 大 方 宫 是 p*, 这 


里 
v- 国 * 国 + 国 * 
如 果 我 们 把 = 表示 成 进位 数 
n= dp’ ap’ 二 :二 dip + av (5.9.2) 


这 里 每 个 a4， 兴国 < oi < 1, 则 我 们 有 

MM 二 ap 十 pr 十 十 pp 十 1)+a(p"? 

十 -… 十 户 十 1 十 … 十 ai (5.9.3) 

特别 地 :在 产 个 文子 上 的 对 称 群 的 西 罗 子 群 的 阶 是 pw*, 这 里 
N= 二 py! 十 p 十 … 十 1。 因此 , 构造 了 在 p,p，……,p* 
个 文字 上 的 对 称 群 的 西 罗 子 群 以 后 ， 我 们 易于 构造 在 7 个 文 
字 上 的 对 称 群 的 一 个 西 罗 子 群 ,这 里 4 由 (5.9.2) 给 出 .我 们 把 
7 人 小 文字 分 割 成 ww 组 关 个 文字 ;组 pi! 个 文字 ，*…… ,ay 
组 bp 个 文字 和 as 组 单独 一 个 文字 。 那么 如 果 我 们 在 每 个 组 
内 构造 了 适当 的 西 罗 子 群 和 且 取 它们 的 直 积 ， 我 们 就 将 有 一 
个 p* 阶 的 群 P, 这 里 M 由 (5.9,3) 给 出 ， 因 此 P 了 是 5 的 一 个 
西 罗 子 和 群 . 

在 1,2, ,pp 上 的 $5 的 西 罗 子 群 是 ? 阶 的 ,因而 有 一 
个 西 罗 子 群 是 由 CI (1, 2,***， pp ) 生 成 的 P 阶 人 循环 群 . 在 
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1]，2， 六 二 的 3 有 一 个 子 群 是 由 4 一 人， 2 六 ) 
2 二 (p+ 十 1， PizZ, ,2p),*…， Ay —(p’— p+1,…, p”) 
生成 的 循环 样 的 直 积 。 如 采 我 们 得 起 一 个 了 阶 元 系 5b 二 (1， 
pt 12 十 1 pp 二 1)(2,p+ 2 )(p, 2p,……， 
p?)， 则 Bb-taib 一 aim， 这 里 指标 是 对 模 P 取 的 . 因此 5 和 这 
些 和 生成 一 个 pr?! 阶 群 P,， 它 是 由 5 生成 的 循环 群 和 由 a 

生成 的 循环 群 的 织 积 。 这 时 已 是 Sy 的 西 罗 子 群 .一 般 地 说 ， 
设 PP 是 在 1，…， fp” 了 虐 的 $y 的 两 罗 子 群 。 取 文 字 1， 
pp 1l,:,2p,*"*', 六 作为 Sr 的 文字 那么 只 归 
下 元 系 

c=[1,pr+t1,2p +1, (pom 1)p + 1 
[jp ti (Pp 1p + Hj.……, 
这 里 了 取 1 到 的 值 ， 我 们 下 有 局 一“ Pec 是 在 文字 
ip" 十 1 (i 十 1)p ”上 的 p*r 阶 群 。 由 于 每 个 PJ, 1 一 0， 
1 ,，……,p 一 1 变动 互 不 相同 的 一 组 文字 ,由 它们 生成 的 群 是 
它们 的 直 积 。 这 时 “和 已 生成 一 个 ptr 阶 群 。 但 是 因 
为 mV 十 一 由 2 一 十 十 人 十 1 十 1 一 No 所 以 < 
和 PP 生成 Pr 它 是 p7 个 文字 上 的 对 称 群 的 西 罗 子 群 ， 设 
P, 作用 于 文字 1,-…, yp 上, 而 且 取 c 为 圈 c 一 (zxo:z 
Up-1) ; 则 织 积 P,o {4c} 作用 于 得 号 (2,4j), 7 二 1， p', 7 一 
0，…,p 一 1， 如 来 我 们 把 (i, wj) 与 i 十 jp 等同 起 来 ， 则 
订 硬 定义 的 Pr 恰好 是 织 积 P, 6 {c}， 我 们 附带 看 至 P, 是 由 
7 个 才 除 元 双生 成 的 . 
为 了 谤 朋 起 网 ， 我 们 提出 5 的 一 个 2 阶 的 西 罗 2 于 和 群 ， 
它 由 下 列 元 双生 成 : 
一 (1，2)， 
b= (1,3)(?2, 4), 
c= (1,5)(2,6)(3,7)(4, 8). 
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we 
申 


2 由 


设 无 限 群 6 有 一 个 子 群 如 是 有 限 指 数 的 , 证 明 存 在 一 个 子 群 
KCH, 这 里 KK 在 G 内 是 正规 的 和 有 限 指 数 的 。 (提示 : 把 G 表示 
成 互 的 傍 系 上 的 置换 群 。) 
证 明 只 存在 一 个 60 阶 的 单纯 群 , 那 就 是 五 个 文字 上 的 交替 群 . 
证 明 $4 有 两 个 在 六 个 文字 上 的 传递 表示 , 它们 都 是 一 一 的 但 是 并 
不 是 置换 间 构 的 ， 
给 了 置换 
= (1, 2,3)(4, 5, 6)(7, 8,9), 
a = (2,4,3,7)(5, 6, 9, 8), 
b= (2,5,3,9)(4, 8,7, 6), 
+= (1l,10)(4, 5)(6, 8)(7, 9), 
》 一 (1， 11)(4， 6)(5， 9)(7， 8)， 
ss 一 (1，12)(4。7)(5，6)(8，9)， 
证 明 try sai 2，x， ?是 11 次 的 和 11。10。9。8 阶 的 四 重 传递 的 
杞 帖 群 Mi 又 {Mu， 2} 是 五 重 传递 的 马 帖 群 Ya 在 其 中 Mi 是 
不 变 12 的 子 群 ， 
给 了 置换 
a = (0,1,2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 

16, 17, 18, 19, 20, 21, 22), 
p= (2,16,9,6,8)(3,12,13, 18, 4)(7, 17, 10, 

11, 22)(14, 19, 21, 20, 15), 
c = (0, 23)(1, 22)(2, 11)(3, 15)(4, 17)(5, 9)(6, 19)， 

(7, 13)(8, 20){10, 16)(12, 21)(14, 18)., 
证 明 {4,8} 是 23 次 的 和 23，22，21，20，16，3 阶 的 四 重 传递 
的 咏 帖 群 M,,, 而 且 Mw 一 {4, 6,c)} 是 五 重 传递 的 马 巾 群 , 在 其 中 
M ,， 是 不 变 23 的 子 群 ， 


第 六 章 自 同 构 
6.1. 代数 体系 的 自 同 构 


在 $1.2 里 我 们 说 过 ， 任 何 集合 到 目 身上 的 全 体 1 一 1 映 
射 组 成 一 个 群 。 一 般 地 说 ,集合 5 到 自身 上 的 保持 某 些 性 质 
P 的 1 一 1 映射 也 组 成 一 个 和 群 . 

设 4 是 某 个 一 般 的 代数 体系 , 它 基 有 元 系 集 合 关 二 {x} 和 和 
运算 fi., 使 得 当 妇 xz 王 妈 的 元 素 时 ，j 帮 tr 一》 
是 4 的 一 个 元 素 。 可 以 在 任意 多 个 运算 ， 但 是 每 个 运算 是 有 
限 的 x 个 元 索 的 一 个 单 值 水 数 。4 的 “定律 ”或 “公理 ”是 包 
含 这 些 运算 的 一 些 关 系 。 那么 对 于 X 到 目 身 上 的 1 一 上 肌 射 
xc: 六 X"， 如 果 对 于 每 个 运算 f 和 在 给 是 fi 时 对 于 所 有 
Xi "> Xp 邦 有 

jx zx) 一 》 列 漂 f(x?， x) 一》 (6.1.1) 
则 a 做 4 的 一 个 自 同 构 。 作 为 两 个 自 同 构 的 乘积 的 映射 本 
身 是 一 个 自 同 构 ， 而 且 对 于 这 种 乘积 看 资 ， 目 同 构 组 成 一 个 
群 。 特别 地 ， 和 群 的 目 同 构 组 成 一 个 群 。 在 群 内 只 有 单独 一 个 
一 元 运算 , 即 乘积 运算 ,这 时 为 了 使 1 一 1 映射“ 成 为 自 同 构 ， 
只 需要 从 ap 一 c 得 出 ab 一 c“， 或 更 简捷 些 是 (ec 六 一 2 

代数 体系 的 目 辣 构 是 群 的 一 个 目 然 来 源 。 历 史上 和 群 论 征 
随 着 代数 域 的 目 同 构 的 研究 而 友 展 起 来 的 . 


6.2， 和 群 的 目 同 构 . 内 自 同 构 


设 c:xz 二 >x" 是 从 群 G 到 自身 上 的 1 一 1 肌 射 ，“ 是 自 
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闻 构 ,必要 而 且 只 要 从 a65 = 二 c 得 出 epr = 二 c*, 或 更 简洁 些 是 
(ab)” = a°b’, (6.2.1) 
单 是 关系 《6.2. 1) 决定 的 是 自 同 态 , 在 $2.4 里 我 们 曾经 拒 目 
同 构 定义 为 1 一 1 的 自 同 态 。 因而 群 自 同 态 的 这 两 种 定义 是 
一 致 的 . 
对 于 固定 的 a€ 6G, 下 列 上 映射 4。 

A,:x 志 之 a-!xa， 对 于 所 有 x€G (6.2.2) 
确实 是 一 一 的 ， 因 为 ara 一 aTi(ara™")a 一 +。 又 因为 
arirya 一 4a-ixa* a-!ya， 它 还 是 一 个 自 同 构 。 由 〈6. 2.2) 表 
出 的 G 的 自 同 构 4。 叫做 内 自 同 构 。 G 的 不 是 这 种 类 型 的 有 
同 构 叫 做 外 自 同 构 。 因为 和 (em ze) 一 (200 (242)， 而 县 
aa-ixa)a "一 xz, 我们 有 

AA, = Ass: A = Ai!, 023) 


司 杰 ， 它 的 核 是 G 的 中 心 ， 

证 明 . 根据 (6. 2.3) ,内 自 同 构 组 成 4(G) 的 子 群 1(G). 
设 “ 是 G 的 任意 自 同 构 。 那么 (arrxa) 一 (zh) year。 于 是 
ol4u 把 zx 上 肌 成 (eva 因而 o7'(4s)o==Aw， 所 忆 1(G) 
是 4(G) 的 正规 子 群 .根据 〈6. 2. 3), 映射 4 一 4, 是 从 G 到 
1(G) 上 的 同 态 . 现在 4. 一 1 必要 而 且 只 要 对 于 每 个 xk6 C 
都 有 xa 一 ax+。 因 而 4 == 1 必要 而 且 只 要 < 属于 G 的 中 心 ， 
因此 同 态 G 一 1(G) 的 核 是 G 的 中 心 . 

有 限 阿 贝尔 群 X 是 它 的 西 罗 子 群 的 直 积 〈 定 理 3.2. 3): 

X= S(p) X SCpz) X…， xX S(p,). (6.2.4) 
X 的 自 同 构 群 4(X) 必须 包含 自 同 构 群 4[5(p;)] 的 直 积 . 
但 是 因为 了 的 自 同 构 必 须 把 每 个 SCp) (i 二 1 ，7) 映 到 
自身 上 ,因此 就 不 能 再 有 其 他 的 自 同 构 ， 所 以 


”99 ， 


He rr re 


A(X)= A[S(p)1 Xx: x ALS(p,)], (6.2.5) 
更 一 般 地 ， 周 翰 阿 由 尔 群 的 自 同 构 群 是 其 西 罗 子 群 的 自 同 构 
群 的 秆 卡 儿 乘积 . 
于 是 寻求 周期 阿 册 尔 洋 的 月 回 构 的 问题 简化 成 寻求 阿山 
尔 了 和 群 的 目 同 构 。 有 限 阿 风 不 上 和 格 4 的 任何 自 同 构 把 一 个 
基底 痪 成 另 一 个 基底 肥 工 ,， 设 ma ar 和 入， 2 古 
4。 的 两 个 基底 ,它们 按照 定理 3.3.2 那样 地 编号 ,因而 ai 与 2 
的 阶 相 同 , i 一 1，: …，5。 因为 
4 一 {aj xfla XxX: Xa,} 
= {bl X {bl xX-.-.. x{6}, (6.2.6) 
所 以 映射 
li 一 (aa 一 4 一 1， 5 (6.2.7 ) 
决定 4 的 一 个 自 同 构 a 
在 尹 险 循环 群 C 一 {e}j，a8? 一 1 内 ,每 个 元 素 zi 一 1 
一 1) 都 足 生 成 元 素 . 因此 由 a 一 (a)ai 二 a' 决定 的 自 同 构 
有 pp 一 1 个 如 果 7 是 模 P 了 的 一 个 原 根 ?, 则 a 一 (a)86= 二 4 
决定 一 个 自 同 构 8， 这 时 a 一 (a)8' 一 a”， 对 于 原 根 +， 使 
7 三 1 《moqp) 的 7 的 第 一 个 方 次 是 7 二 p 一 1。 因此 自 间 构 
8 的 阶 是 之 一 1 而 且 有 上 月 同 构 赂 4(C)》 是 由 8 生成 的 p 一 1 
阶 循 坏 群 . 


6.3， 群 的 全 形 


G 的 右 和 左 止 则 表示 邵 吓 G 的 元 素 的 全 体 置换 的 群 56 的 
于 群 〈$1.4) 其 次 ， 如 采 4 是 G 的 目 同 构 , 则 a:x 三 宇 x* 是 


1) 关于 原 根 的 讨论 参看 Birkhotfand Maclane[1] 第 446 页 ,或 Hardy and 
Wright[1] 第 236 页 . (参看 维 诺 格拉 陀 夫 车 «数论 基础 >, 中 译本 ，, 高 等 
教育 出 版 社 ,1936, 第 六 人 章 . 一 一 译 者 ) 
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Sa。 中 不 变 G 的 单位 元 素 1 的 元 素 . 

因为 (g1x )5， 一 Si(Cxg2)， 我 们 有 L(gi)R( g2) 一 ( g2): 
L(g1). 因此 G 的 每 个 在 正 则 表示 和 每 个 左 正 则 表示 者 可 区 
换 . 
中 化 于 

证 明 . 设 * 是 56 中 属于 ZLG) 的 中 心 化 于 的 置换 议 
《1)z 一 g。 那么 xR(g)7! 二 x* 属 于 LCG) 的 中 心 化 于 而 且 不 
变 单 位 元 素 (1)x* 一 1， 这 时 (1)x*L(g ) 二 8 .因此 还 有 (1) 
L(g )x* 一 gg ,所 以 (g )x* 一 8g。 但 是 g 可 以 是 G 的 任意 
元 素 , 因 而 x* 二 1, 所 以 ze RC(g)， 因 此 LCG) 的 中 心 化 于 
是 RC(G). 同 理 L(G) 是 RCG) 的 中 心 化 子 . 

这 处 理 了 R(G) 在 sc 内 的 中 心 化 子 。 我 们 把 RC(G) 在 
5e 内 的 正规 化 子 叫 做 G 的 全 形 . 

这 二 6.3.2, 设 及 大 6 全 天， 机 在 Sc 内 的 正规 

证 明 : 5 电 Re 而 正 疯 化 子 而 有 0 号 六 由 不 1 的 
一 个 元 素 . 这 时 Rsg) 二 > Rsg)u 当然 是 R(G) 的 一 个 月 
同 构 , 因 为 R(G) 是 互 的 正规 子 群 。 因此 crRGg)a 一 RC8") 
决定 G 到 自身 上 的 一 个 1 一 1 映射 8 二 >8&", 但 是 因为 在 这 个 
映射 下 (gig82) 二 gf?8?, 所 以 8 二 8 是 G 的 自 同 构 , 但 是 “ 
实际 上 是 置换 g 志 之 g". 因为 (1)a==1 和 ow™'R(g)a=R(g")， 
我 们 有 (1)aR(g*) 二 g' 以 及 (1)R(g8)o 二 g*， 因 而 (8)0 一 
8g"， 因 此 ， 如 果 “ 属于 五 而 且 不 变 1 则 4 是 G 的 一 个 自 同 
构 ， 反之， 设 o:g 夺 sg” 是 G 的 一 个 月 同 构 , 那 么 " 征 sc 的 
不 变 G 中 的 单位 元 素 1 的 一 个 元 素 ， 我们 现在 可 以 证 明 
oR(g)a 一 R(g")， 因而 4 属于 R(G) 的 正规 化 子 。 这 是 因 
为 (x)R(g)a 一 x"g*， 还 有 (x)aR(g) 一 x*g*。 因此 五 中 不 
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变 1 的 子 群 不 仅 由 自 同 构 组 成 ， 而 且 包 含 了 每 一 个 自 同 构 . 

在 定理 6.3.1 的 证 明 中 ， 我 们 证 明 过 只 有 Se 的 单位 元 系 不 变 
G 的 1 而 县 与 RGC) 的 每 个 元 素 都 可 交换 ， 因 此 G 的 每 个 自 
同 构 在 五 的 不 变 工 的 子 群 中 恰好 出 现 一 次 , 即 这 个 子 群 是 
A(G). 因 为 群 的 正规 化 子 包 含 它 的 中 心 化 子 ,所 以 H 必 L(G). 


6.4. 完 各 人 群 


定义 .完备 群 是 把 中 心 和 是 单位 元 素 群 而 且 全 部 目 同 构 都 


定理 641 设 G 是 完备 兴安 是 群 7 的 正规 子 涪 。 那么 


证 明 . 设 
T= 二 GG 十 Gzwy 十 … 十 Gx; 十 …. (6.4.1) 

这 里 x7!1Gxi 二 G， 因 为 G 在 T 内 是 正规 的 。 因而 了 二 
x7gxi 一 8g” 是 G 的 自 同 构 . 因为 G 的 每 个 自 同 构 都 是 内 自 辐 
构 , 对 于 某 个 a€ G 和 所 有 的 8 有 g" 二 4a!ga. 因此 对 于 所 有 
的 8 和 有 xiigxi 一 4a ga. 这 时 yi 一 zie 属于 G 在 T 内 的 中 心 
化 于 K 太 .但 十 Gx; 二 XG 一 x1407G 一 yjG 一 Gy;， 而 且 我 们 
可 以 取 入 作为 G 的 傍 系 代表 .因而 G 在 T 内 的 每 个 傍 系 包 
含 KK 的 一 个 元 素 。 于 是 由 于 G 是 正规 的 , 7 二 GUK= 一 GK= 
KG。. 但 十 尺 则 G 二 1， 因 为 G 的 中 心 是 单位 元 素 群 。 因此 
T 一 G X ,因为 K 的 每 个 元 素 与 G 的 每 个 元 素 可 交换 . 

推论 6.4.1。 完备 群 G 的 全 形 互 是 直 积 R(G) X L(G), 


这 是 因为 L(G) 是 R(G) 在 及 内 的 中 心 化 子 . 


6.5. 正规 乘积 (或 半 直 积 ) 
定理 6.5.1， 给 了 群 及 和 玉 ， 而 且 对 于 每 个 元 素 46 如 给 
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过 对 于 所 有 Ae K， (6.5.1) 
使 得 
(Ai 一 ess, hs hr H. (6.5.2) 
于 是 符号 [4,《]，he HH，Ké K 在 下 列 乘积 规则 下 组 成 一 个 
群 : 
[bis Ril: [hs kl] = [ps, R12:k], (6.5.3) 


它 叫做 天 乘 互 的 正规 乘积 或 玉 乘 五 的 半 直 积 ， 
证 明 . 因为 对 于 每 个 和 4 双 E 天 ， 乘 积 规则 《6.5.3) 
是 有 定义 的 . 
1) 乘积 规则 〈6.5.3》 是 可 结合 的 , 因为 利用 (6.5.1) 和 
(6.5.2), 
([ hi, Ril * [hs 和] [hs, ks] = [ hh,, RT?R2] [hs, Rs] 
= [(hh2)hs, CR) ] = [hh2hs, R13R23ks ], (6.5.4) 
[ 2&1, Ri [Ah,, R2 ] “ [ 7， ks]) 本 [Ahi, Ai | “ [0203 ， kzsks ] 
一 [02j3，A 3]。 (6.5.5) 
2) 元 素 [1,1] 是 里 位 元 素 ， 因 为 
[1, 1L8 4] 一 [1 1 一 [4 ]， 
[4, Rl[l1l, It 一 [21 1 一 1 4 
这 里 妨 二 多 是 根据 (6.5.2). 
3) 任何 [#,《] 都 有 一 个 左 逆 [h7', (人 】 《6.5.6) 
[hi, CCRT) 1]: [hs kK] = [A7h, RR]=[1,1]. 
因此 具有 乘积 规则 (6.5.3) 的 符号 [4,，《] 组 成 一 个 群 G. 
定理 6.5.2。 如 果 CG 征 天 磁 互 的 正规 乘积 ， 则 G 的 元 素 


[4，1] 组 成 一 个 子 群 同 构 于 及 ,而且 元 素 [1,《] 组 成 一 个 
正规 子 群 同 构 于 及 . 其 次 ,作为 G 的 子 群 的 K 的 自 同 构 (6.5.) 
电 作为 @ 南 于 于 的 如 的 元素 一 [4，1] 产生 的 变形 所 导出 ， 


RR 


[AT kl[h, 1] = [1, 1]. (6.5.7) 
人 
[A, 1][1, 一 [4 . (6.5.8) 
证 明 . 或 们 只 a 1] 和 8 二 [1,Aj 定 在 
互 和 天 和 G 的 于 群 之 间 的 回 爸 ,这 时 用 到 规则 (6.5.3) 和 于 一 
RR， 再 有 , 《6.5.7) 和 (6.5.8) 直接 从 规则 《6.5.3) 得 出 。 这 时 
(6.5.7) 指出 下 是 正规 子 洋 而 且 自 同 构 《6.5.1) 是 由 元 系 / 一 
[4, 1] 产 生 的 变形 所 导出 的 ,这 里 NK 三 [1,1] 二 1, 而 是 
(6.5.8) 指出 瑟 的 元 素 可 以 取 作 玉 的 傍 系 代表 . 
定理 6.5.3. C 生 区 下风 下 和 要 和 


Df 
3) KNH = 1. 
4) HUK= 06., 
证 明 . 我 们 已 经 看 到 当 G 是 天 磁石 的 正规 污 积 时 ， 这 坚 
性 质 成 立 。 反 之 ,假定 这 些 性 质 成 立 。 那么 由 于 天 门 已 一 1， 
HUK = 二 G 而且 天 在 G 内 是 正规 的 ， 所 以 (定理 2.3.3) G 的 
每 个 元 素 可 以 唯一 地 表 成 


8 一 有 hk. (6.5.9) 
因为 天 十 正规 外， 
hkh = krek, (6.5.10) 
而 昌之 好 显然 是 天 的 自 同 构 。 其 次 , 从 《6.5.10) 得 出 
(RD 一 Re (6.5.11) 


对 于 G 的 两 个 元 束 的 乘积 表示 ， 
1 AR， £7 一 hiRh2, 
8182 一 hiRiA2R? 四 AAA Ril )k? = 一 hh : RT:R2， (6.5.12) 
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因而 在 G 内 的 乘法 规则 正好 与 46.5.3) 相同 ,所 以 G 是 K 乘 日 

的 正规 磁 积 . 
我 们 看 到 把 天 的 一 个 自 同 构 与 五 的 一 个 元 素 结合 是 从 五 

到 天 的 自 辐 构 群 的 回 态 。 如 果 豆 被 上 映 成 天 的 恒 同 自 同 构 ， 即 

%” 一 对 于 每 一 个 和 《, 则 (6.5.3) 是 五 和 天 的 直 积 的 规 

出 ， 

二 题 

1. 证 明 8 阶 的 二 面体 群 同 构 于 它 的 贞 同 构 群 。 

2. 证 朋 pg' 阶 的 初等 阿 贝 尔 群 的 自 同 构 群 的 阶 是 (p” 一 1)(p’ 一 2) 
(一 

3 求 六 个 文字 上 的 对 称 群 % 的 一 个 外 自 同 构 。 这 个 自 同 构 交 换 两 
组 3 阶 元 素 ， 

4. 证 明 , 如 果 群 G 的 阶 能 被 刀 (素数 的 平方 ) 整除 , 则 它 的 自 同 构 群 
的 阶 能 被 > 整除 . (提示 : 如 果 不 存在 绢 阶 的 内 自 同 构 , 则 可 以 证 
了 明 有 一 个 西 罗 之 子 群 是 阿 贝 尔 群 而 且 是 G 的 直接 因子 ，) 

5. 和 群 G 的 自 同 构 “ 叫 做 中 心 鱼 同 构 , 假 如 对 于 每 个 x€ G,x™!(x)aez， 
这 里 Z 是 G 的 中 心 。 证 明 中 心 自 同 构 (它们 都 是 6 的 内 自 同 构 ) 的 
群 同 构 于 6G/2 的 中 心 . 

6 设 G 是 由 元 过 4; 5,¢ 生 成 的 群 ， 满 足 定义 关系 = 二 如 = 二 c= 
1,67ab = a ,cac 二 0c be 二 ab 证明 {4a, 5} 是 {a} 冬 {2} 
的 正规 乘积 ,而 且 C 是 {a,6} 乘 {c} 的 正规 乘积 。 由 此 得 出 结论 : 
这 些 关系 定义 一 个 256 阶 群 ， 它 的 元 素 有 形状 aijck. 

7。 设 c 是 习题 6 中 的 群 . 证明 ac:< 一 26，2 一 2，c 一 5 是 G 的 外 自 同 
构 它 把 G 的 每 个 共 箔 类 都 变 到 自身 。 
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第 七 章 自 由 群 


7.1. 上 且 由 群 的 定义 


设 给 了 一 组 元 妹 5 二 44,…, ss， 这 时 并 不 假定 元 素 1，…， 
ss 的 个 数 是 有 限 的 或 可 数 的 。 但 征 在 需要 的 时 候 ， 我 们 将 假 
定 ;的 指标 i 是 良 序 的 。 我 们 再 定义 符号 sz 这 里 4 一 5 
员 s7 年 新 的 体 己 。 

字 或 串 是 指 空 集 (写成 1 ) 或 有 限 序列 a142… ai, 这 里 每 
个 是 sj， 8 二 土 1 中 的 一 个 . 

字 叫 做 简化 字 ， 假 如 它 是 空 集 或 者 在 a1:……as 中 没有 对 
子 aia 一 1 /一 1) 是 ore (e 二 土 1) 的 形式 . 

如 果子 五 二 833 和 六 一 2 则 这 两 个 字 玉 和 处 岂 做 
邻接 的 

给 了 字 了 和 8g， 如 末 存 在 有 二 了 ， ,jw 二 8g， 使 得 
和 和 fin 对 于 z 一 1]，………， 议 一 1] 邦和 是 邻接 的 , 则 f 和 8 有 做 等 
价 的 ,而 且 记 做 f ~ g. f ~ g 显然 是 真 的 等 价 关系 。 等 价 于 
f 的 全 体 字 组 成 一 类 ， 我 们 记 做 [站 . 

证 明 ， 如果 j 一 oa 包含 任何 ajain 一 5 57 ， 则 就 有 
邻接 于 的 字 9144iiaip** "4 包含 较 少 有 的 从 号 .经 过 联 多 
ft/2 步 逐 次 化 简 ， 我 们 就 能 得 只 等 价 于 耳 的 简化 字 。 这 说 明 
[1] 至 少 包含 一 个 简化 字 . 

现在 对 于 了 一 oa42 4 我 们 定义 灰 过 程 ; 

Wo= 1 至 字 


+* LU0O0。， 


地 一 四 


W ir = W iain 如 果 球 ; 不 是 简化 形式 Xez 
-一 入 如 果 球 ; 是 简化 形式 Xi， 


根据 归纳 法 可 以 得 出 , Wo, 玉 1，，…, WW, 都 是 简化 的 形式 ,而 
且 当 ff 是 简化 形式 时 ，W, = 二 f， 现 在 设 
fi = 01 Adri "Ais 
haan) si dr a, 

我 们 用 歼 ;，Wi,……, Wi 表示 有 的 W 过 程 中 的 字 ， 而 且 用 
,WV?， Win 表示 五 的 矿 过程 中 的 字 。 我 们 希望 证 明 
Wi 一 Writz， 这 时 Wi 一 Wi,……*，Wr 一 Wr, 因为 这 些 过 程 
是 相间 的 。 考虑 两 种 情形 : 

1) Wi 一 WwW: 是 简化 的 形式 Xr。 因为 Xsj* 是 简化 形 
了 式 , 所 以 瑟 不 是 何 化 形式 Y 。 于 是 对 于 有 Win 二 六, Wi 二 
Xs = Wo= Wo. 

2) Wi 二 Wi 不 是 简化 的 形式 Xe 六 。 这 时 Wi 二 Ws)， 
Wr 一 Wi; 一 W. 

因此 在 这 两 种 情形 里 都 有 丈 242 一 W!， 所 以 可 以 归纳 地 
得 出 到 二 Wi4i;; 因 为 这 些 过 程 是 相同 的 。 于 是 WW 过 程 对 
于 任何 两 个 邻接 的 字 《( 因 和 而 也 对 于 任何 两 个 等 价 的 字 ) 产 生 相 
同 的 简化 字 。 但 是 WV 过程 不 会 变动 简化 字 。 因 此 不 会 在 同一 
个 类 里 存在 两 个 不 同 的 简化 字 . 

我 们 可 以 为 这 些 字 类 定义 一 种 乘 法， 而且 在 这 个 定义 下 
这 些 类 组 成 一 个 群 , 它 就 叫做 由 S 生成 的 自由 和 群 F. 

定理 7.1.1。 对 于 5S ee [Lf] 各 Rd 定义 


| 


证 明 . 假定 fi ~ f:， f ~ fz. 那么 fifi ~ 上 六 六， 因为 我 们 
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可 以 依次 通过 邻接 的 字 把 五 痪 成 所 , 先 证 明 fh ~ fh， 同 理 
fi ~ ff， 因 而 fh ~ ff;， 因 而 [jp = [hp]， 所 以 乘积 
[jp 二 [fi][f] 只 取决 于 久 和 的 类 而 不 取决 于 特别 的 代 
表 . 空 字 是 这 个 砂 积 的 单位 元 么 ,因为 [1 三 [有 [一 | 访 . 
其 次 ， 如 果 f 一 aa 而 且 4 一 ara7!， 则 [有 [6 一 
[f4] = 二 [1] 和 [#4][f1 二 [hf] 一 [1]， 因 此 [ar…an] 是 类 
foo] 的 逆 , 再 有 我 们 发 现 《Ef 有 [6 [Ah 一 [App 一 
[1([f][])， 因 而 结合 律 成 立 ， 因 此 字 类 组 成 一 个 群 ， 它 
叫做 由 生成 的 自由 群 ， 为 了 指明 生成 集合 也 记 做 F，. 

当 两 个 字 等 价 因 而 代表 下 的 同一 个 元 素 时 ， 写 成 厂 一 上 
是 合适 的 .我 们 还 用 所 二 下 表 示 岂 和 是 同一 个 字 .。 用 字 
的 简化 形式 来 代表 的 元 素 自然 是 比较 合适 的 ， 因 此 当 f= 
a .2 是 简化 形式 时 ,我 们 说 f 是 写成 简化 形式 的 . 

在 任何 群 G 内 ,一 组 元 素 了 :x1,…, x。 生 成 一 个 子 群 日， 
它 由 全 体 有 限 乘 积 , "…6, 组 成 ， 这 里 每 个 6; 是 某 个 x$. 
e 一 土 1， 要 验证 这 些 有 限 乘 积 组 成 子 群 是 不 国难 的 . -一 般 
地 说 , 瓦 的 元 素 可 以 用 很 多 方式 写成 这 样 的 有 限 乘 积 ， 其 次 ， 
G 的 全 体 元 素 显然 生成 G. 因 此 每 个 群 C 都 可 以 认为 是 由 一 
组 元 素 X 生 成 的 , 我 们 记 做 G 一 {X}， 下 列 定理 说 明 为 什么 
自由 群 不 仅 本 身 值 得 注意 ， 而 且 是 研究 所 有 的 群 的 工具 . 

定理 7.1.2。 设 群 c 由 一 组 元 素 X: mm，…，x 生成 . 


者 间 和 和 旬 


那么 如 果 F 是 由 5:4，…*，s。 生 成 的 自由 群 ， 则 就 存在 由 


2 xX; 《对 于 所 有 i) 决定 有 的 同 态 FG. 

证 明 . 设 1 一 aa 是 5 的 任意 字 . 芳 虑 元 索 g== 
b1"…bEG， 这 里 当 qi 二 sf 时 取 5 一 x) .那么 f >g 把 5S 的 每 
个 字 上 映 成 G 的 一 个 元 素 。5 的 邻接 的 (因而 还 有 等 价 的 ) 字 显 
然 映 成 G 的 同一 个 元 素 ， 因 此 鼎 射 1 一 g 人 确实 是 把 F 的 元 索 
卫 成 G 的 元 案 的 脆 射 。 其 就 ,如果 大 一 go 六 一 呈 则 有 fi 一 
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g181， 因 此 映射 5; 一 x; 决定 从 了 到 G 上 的 一 个 同 态 ， 根 据 同 
态 定 理 ， 我 们 有 下 列 推论 : 
pe 全 为 由 守信 有 的 愉 有 全 由 的 和 多 村 ， 


| 


吉 和 


1) F 由 5 和 后 成 . 
2 外 时 0 旦 由 二 组 匹敌 基 年 帮 的 合意 群 ， 向 县 在 S 和 X 


是 


利用 定理 7.1.2 可 以 证 明 这 是 恰当 的 定义 ， 根 据 前 一 个 
定义 ， 自 由 群 Rs 满足 这 些 要 求 。 其次， 如 果 FF" 是 由 5 生成 
的 群 而 且 F' -> FFs, 则 因为 只 有 F' 的 单位 元 素 才能 映 成 单位 
元 素 ， 所 以 这 个 同 态 必 定 赴 同 询 . 

然而 在 这 个 定义 中 有 些 不 慨 之 处 。 它 不 是 一 个 构造 性 定 
义 , 秃 且 没 有 前 面 的 构造 过 程 ,无 法 说 明 具 有 性 质 1 和 2 的 群 
存在 ,也 无 法 说 明 却 使 这 样 的 群 存在 ,也 并 没有 非 显 然 的 关系 
成 立 ， 其 次 ， 从 较 广 的 角度 看 来 ,“ 自 出 ”体系 是 在 其 中 除 从 
公理 推 得 的 关系 外 疫 有 其 他 关系 成 并 的 体系 ， 这 种 体系 的 概 
念 即 使 在 类 似 于 定 埋 7.1.2 的 定理 不 成 立时 ， 也 是 值得 探讨 
的 . 


7.2. 自 由 群 的 子 群 . 施 赖 尔 方法 


于 群 的 本 质 在 研究 群 时 第 芝 是 基本 的 ,而 对 于 自由 群 说 ， 
根据 定理 7.1.2, 正规 子 群 是 特别 值得 注意 的 。 息 尔 逊 (Nie- 
loni) 和 施 赖 尔 《〈Schreier3) 证 明 过 ， 自 由 群 的 子 群 本 身 是 
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自由 群 ， 泉 尔 逊 的 证 明 只 对 有 限 生成 群 成 立 ， 但 是 他 的 证 明 
苔 被 驾 维 (Levin》 和 别人 推广 而 解除 了 这 个 限制 。 泉 和 尔 还 
的 方法 直接 处 理子 群 的 元 系 ， 施 赖 尔 的 方法 则 处 理子 群 的 傍 
系 ， 这 里 给 出 的 第 一 个 证 朋 ”? 是 施 赖 尔 方法 的 一 种 简化 . 

月 由 群 F 的 一 组 元 素 6G 叫做 施 赖 尔 组 ， 假 如 对 于 每 个 
8 Cr: 

1) 8 CQ102 “4; 十 写成 简化 形式 的 。 

2) aa ai 也 十 G 的 元 过 . 
我 们 说 G 是 双 侧 施 赖 尔 组 ， 假 如 除 1 和 2 外 ， 还 有 下 列 条 件 
成 立 : 

3) ap0 也 是 G 的 元 素 . 
注意 施 赖 尔 组 总 包含 单位 元 素 . 

设 f 是 由 5 生成 有 歇 有 卓 由 群体 且 U 是 F 的 于 群 。 旁 戌 下 对 
0 的 左 傍 系 分 解 : 

F=U:.1+Ugy 二 +… 十 Ug; 十 ，…， (7.2.1) 

我 们 总 取 单 位 元 素 作 为 忌 本 身 的 代表 元 素 . 我 们 发 觉 最 好 取 
其 余 傍 系 的 代表 使 得 它们 满足 某 些 关系 . 

a 


党 和 和 
和 
利和 


证 明 ， 没 了 的 生成 元 素 5;4，.…， :和 它们 的 朔 以 任何 
方式 排 成 民 序 ， 例 如 当 x 是 有 限 数 时 排 成 4 过 二 5 二 
2 ss。 但 十 并 未 假定 集合 S 是 有 限 的 或 可 数 
的 ， 有 而 只 不 过 假定 集合 SU 是 良 序 的 . 

SU53” ”的 这 个 顺序 可以 扩大 成 下 的 全 体 元 素 的 一 个 字典 


1) 参看 M, Hall and Rado[1] ,进一步 的 结果 参看 M. Hall[4,5]， 
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顺序 ， 如 果 有 下 的 两 个 元 素 f 和 g， 则 我 们 可 按 字 典 顺序 来 
定义 1 二 g, 假 如 f 和 & 的 简化 形式 是 

f = 41 ar, 

g = bb,, 
这 里 a 和 种 刀 属 于 SUS-!, 而 且 下 列 条 件 有 一 个 成 立 : 

1) :< zx 

2) 1= UW, al < 过 hh. 

3) f= Hu; d= 0 ,Ai biditl bitt, 

这 样 定义 的 字典 顺序 显然 是 一 个 全 序 , 其 至 还 是 展 序 , 而 且 下 
列 有 用 的 性 质 成 六: 

如 果 f 二 gg 而且 g4 写成 简化 形式 , 则 fj 二 gb. 如 果 f 二 g 
而 且 hg 写成 简化 形式 ， 则 好 < 如. 这 可 以 用 顺序 的 定义 来 
验证 . 

为 了 证 明 引 理 ,我 们 取 傍 系 Ug; 的 代表 元 素 g; 为 傍 系 中 
在 忆 的 字典 顺序 里 最 前 的 元 素 . 然后 我 们 来 证 明 g; 组 成 施 
赖 尔 组 ， 而 且 当 UV 是 正规 子 群 时 还 是 双 侧 施 赖 尔 组 .因为 单 
位 元 素 是 F 的 第 一 个 元 素 ， 单 位 元 案 就 选 作 子 群 的 代表 元 
素 . 设 g 一 a1' …a-le: 是 傍 系 Ug 的 代表 ， 它 是 这 个 傍 系 内 
的 最 前 的 元 素 。 设 4 是 在 包含 入 一 a1'*…ai 的 傍 系 内 的 
最 前 的 元 素 . 如 果 4 一 玉 …p， 则 天 和 aa。 但 是 
ha 《TU7g， 因 看 8 委 pa， 有 册 有 po 委 a ai- 一 8 ， 因 此 
8g 一 54， 即 8 一 入 一 aai-l 也 是 傍 系 代表 。 于 是 这 些 8 
组 成 施 赖 尔 组 .如 果 忆 是 正规 子 群 , 设 a2…as 在 傍 系 IF 一 如 
内 , 它 的 最 前 的 元 素 是 f。 那么 f 委 oa 机 且 of 属于 傍 系 
a'*"aqU= gU~= Ug. 于 是 g 记 af. 但 是 还 有 af 委 a1a2…: 
xz 一 g&。 因 而 g 一 af 而 且 f= a2*…*4:。 因 此 这 些 8 组 成 双 
侧 施 赖 尔 组 .注意 引 理 只 不 过 保证 由 左 傍 系 代表 组 成 的 施 赖 
尔 组 的 存在 . 同一 个 子 群 可 以 具有 多 于 一 个 的 傍 系 代表 组 年 
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施 赖 尔 组 . 

主要 定理 : 定理 7.2.1。 上 月 由 和 群 的 子 和 群 征 目 由 群 . 

议 己 旦 由 集合 8 生成 的 自由 群 和 且 忌 是 下 的 已 知 于 和 群 ， 
那么 根据 施 赖 尔 引 理 ， 我 们 可 以 假定 左 傍 系 代 表 组 C 征 施 琐 
外 组， 

F 一 .1 二 Co 十 十 Ug 十 (7.2.2) 

我 们 先 证 明 一 个 引 理 ， 它 对 于 任何 群 《不 省 是 人 耕 目 由 
和 群 ) 都 成 立 。 设 下 由 一 组 无 素 $% 生成 '，U 是 Ff 的 于 群 秃 是 

7.2.2) 是 F 对 UU 的 左 傍 系 分 解 ， 

如 果 的 元 素 f 属 耳 《7.2.2) 中 的 傍 系 Ug;， 我 们 用 
9(f) 二 gi; 来 定义 一 个 函数 B(1)， 于 是 对 于 uw&《U,，@(xf) 一 
gp(f)。 9D(f) 二 1 必要 而 且 只 要 16 了。 

假定 == C102 A, 这 里 每 个 a SUS ， 记 fo = 上 
fi =a, fad, ,f= a d= ff. 然后 记 如 一 
P10) 二 1 所 一, 有 一 0D(f)， 那 么 当 fe U 因而 
hh 一 1 时， 我 们 有 

fpr = hoahr tl hahit hreshriy hahr!= 1. 

(7.2.3) 

现在 因为 hi 二 8(h;) 二 2B(f0) = B(fiiei)= DB(h-10;) 一 
DA) 二 5096 一 十 1, 4,&G, 显然 在 (7.2.3) 内 只 需 
要 这 样 的 函数 9, 它 的 元 有 形状 gs‘(g€G, sr€E5US-71)， 然 
后 我 们 记 p(g8s') 一 P(gs'), 使 得 $8(f) 只 对 元 三 gf 有 定义 ， 

引 理 7.2.2， 在 任何 妊 正 内， 元 素 grd(85) 是 于 群 吕 的 
让 , 六 时 六 白术 《7 27) 里 的 在 信 系 代表 ， :遍历 


和 


证 明 . 四 1 i 目 (0723) 宪 明 是 元 来 
hi-iaihr 的 乘积 ,[ 看 且 因 为 /一 DRL1ai;), Hr 及 hahr 有 
形状 gs*p(gs')7', 这 里 hi 二 gg 和 a 二 ys', 因而 有 二 $(91'). 
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但 是 gs € Ugp(gs*)， 因而 对 于 任何 gs*, 元素 gs 由 (80)6 也 
意 如 果 8$(8j5) 一 gx， 则 由 85) 一 8 因此 如 果 
gies) 1 二 gjs gr! 则 它 的 逆 是 gxs 8g7 一 gxs (gs) 
它 具 有 同样 的 形状 ， 只 是 在 * 的 方 祝 上 有 相反 的 答 号 . 因此 

元 素 gsp(gs) 生成 U. 
推论 7.2.1. 知 果 8 二 有 加 全 局 避 而 时 U 是 在 F 内 具有 


六 


从 现在 起 ,我 们 假定 是 自由 群 ,而 且 傍 系 代 表 组 G 是 施 
赖 尔 组 

我 们 将 利用 站 数 $C(gs*) 的 下 列 狂 质 : 

LU $lgs°)E G. 

2) 如 果 gs'€ G， 则 $(gs') 二 gs 

3) plo lg) 一 8 
作为 通用 的 记号 ,我 们 记 v 一 gs'p(gs)71 和 ww 一 gs$(gs) 
因而 xz 是 :的 方 次 为 +1 的 ,而 > 或 是 xz 或 是 xz 的 逆 , 因 为 
如 果 一 88 0 3: 则 令 gp(gs-) 二 gj. 然后 根据 第 三 个 
性 质 ，v 1! 二 gjsginn' 一 88) 于是 xx 同 理 可 证 x 的 道 是。 

引 理 7.2.3， “一 gzg(gs9- 或 是 写成 简化 形式 的 ,或 是 1 

证 明 . 设 v" 一 gj 由 8 一 gg 这 里 中 一 中 815 ). 
g; 和 gz! 都 是 写成 简化 形式 的 ， 因 此, 如果 在 v 内 可 以 作 任何 
简化 , 则 或 者 (1) gj; 以 si! 结尾 , 或 者 (2) gx 以 sz’ 开始。 如 
果 (1) 成 立 , 则 gj 二 a*…ar-wsa' 是 gj 的 简化 形式 ,因而 gjst 一 
a ai 是 一 个 g， 而 且 根 据 函 数 由 的 性 质 2，gk 一 由 (8is5 ) 一 
gw; 所 以 vr 二 gjs8X! 一 1。 如果 (2) 成 立 ， 则 同 理 8 
(gxs2) 一 ga 仍然 局 v= 二 1， 

对 于 v 一 gs'p(gs')"! 产 1, 我 们 把 因 于 ” 则 做 v 的 有 效 
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内 了 于. 假定 pz 一 8424(812 0) 一 gtrpb(g 天 1， 如 宁 gi 
和 gi 契 回 样 长 的 ,; 则 因为 vz 与 扎 了 简化 形式 ，8j 二 gk， ya 一 
ss。 如果 gj; 和 gx 长 度 不 同 ,例如 gx 长 些 ， 则 gjss 作为 gx 的 
前 面部 分 本 身 是 一 个 8g; 所 以 $(gis) = 二 gjs ,因而 vv 一 1 和 
与 假设 予 盾 ， 因 此 v 关 1 只 能 唯一 地 表 成 gs'*$(gs*)”!， 特 别 
也 就 只 有 了 唯一 的 有 效 因子 . 

引 | 理 7.2.4. 在 乘积 2122 内 ， 这 里 V1 天 To 天 【07 天 
or， 在 消去 时 不 可 能 法 到 每 个 * 的 有 效 因 于 . 

证 明 . 设 w 一 giss87 ,8j 一 和 (gjss ), 一 848 8 一 
gp(grs? )。 1 和 v2 都 写成 简化 形式 ,而 且 因 为 ww 和 vr! 我们 
不 可 人 能 同时 有 gx 二 gj 辜 ] sp? 二 ss .让 我 们 否定 这 个 5| 理 而 假 
定 消 去 时 能 达到 一 个 有 效 因 子 . 如 果 消 去 先 达 到 $3 , 则 gxss 十 
gj 的 及 面部 分 ,因而 p(g8xrss ) 二 gxss 而 且 vw 二 1, 与 假设 矛盾 . 
同 理 ,如果 消 去 先 达 到 ss, 则 gz’ 是 gx 的 采 面 部 分 因而 vw 二 
1， 也 与 假 戊 了 巴 砷 。 又 如 采 涡 去 同时 包括 ss 和 ss6， 则 gx 二 
gj 二 5a | 因 | 伯 如 二 v7', 也 与 假 议 矛 慎 . 

现在 我 们 已 经 按 近 主要 定理 的 证 有 明了. 

引 理 7.2.5. 几 个 v 的 弱 积 vi Vm Vi 1 一 1 17 
oa 不可 能 是 单位 元 素 

证 明 ， 重 复 应 用 引 理 7.2.4， 在 vi 和 viyt 之 刁 消 去 时 不 
能 达到 每 一 个 的 有 效 因 了 于 . 因此 在 把 它们 与 成 以 了 表 出 的 简 
化 形式 时 , 乘积 vm 包含 全 体 原 有 的 有 效 因 子 , 因 而 不 可 
能 是 单位 元 尼 ， 

现在 我 们 来 讨论 元 素 xs，x 二 gs$(gs) "天 1。 根据 3 引 理 
7.2.2. 全 体 x 生成 U, 因而 全 体 w 居 1 生成 U。 如 琳 作 为 以 
x 表 出 的 简化 字 的 x 的 乘积 没有 等 于 工 的 ， 即 用 * 表 出 时 没 
有 简化 成 1 的 ， 则 这 些 # 是 忌 的 自由 生成 元 素 ， 但 是 每 个 
v 也 1 是 x 或 ,而 且 恰 好 只 是 一 种 方式 .因此 以 w 关 1 表 


。114 。 


出 的 简化 字 将 有 在 引 理 7.2.5 里 处 理 过 的 形式 vv: 
vi 天 1， vin 六 v7!， 因 而 不 会 是 单位 元 素 . 胡 此 下 面 的 引 站 
7.2.6 成 立 . 
索 . 
于 是 我 们 找到 了 UU 的 自由 生成 元 素 ， 因 市 UU 是 自由 群 . 
在 引 理 7.2.4 中 的 有 效 因子 的 地 位 是 定理 7.2.1 的 这 个 证 
明 的 关键 . 我们 可 以 用 有 效 因 子 的 一 个 独立 定义 来 推广 这 个 
观念 ， 
元 素 集 合 Y 了 满足 YN 个 Y7' = 二 0 说 是 具有 有 效 因子 的 ， 假 
如 对 于 每 个 y€Y, 我 们 可 以 从 7 和 y7! 的 简化 形式 选 出 一 个 
因 于 : 


y a a 1, 
从 ?7 选 出 a; 和 从 二 选 出 a7? 要 使 得 在 任何 乘积 
ZWs2 A ZWE YUY™ 

内 消去 时 不 会 达到 z 或 w 的 有 效 因子 。 换 名 话说 ，Y 具有 有 
效 因子 ,假如 在 YUY7! 内 引 理 7.2.4 对 于 这 些 因子 成 立 ， 集 
合 Y 的 有 效 因子 妈 做 中 心 有 效 因子 ， 假 如 对 于 一 个 奇数 长 度 
的 y， 有 效 因子 是 它 的 中 心 项 ,而 对 于 一 个 偶数 长 度 的 y, 有 
效 因 于 是 它 的 两 个 中 心 项 中 的 一 个 


二 和 
大 者 
雪 条 


证 明 根据 有 效 因 于 的 定义 ， 引 理 7.24 对 于 ,v2€ YU 
Y ”成 江 . 于 征 5| 理 7.2.5 也 成 立 。 因此 以 这 些 ? 和 它们 的 
逆 表 出 的 字 没 有 一 个 是 单位 元 素 ， 除 非 它 以 这 些 》 表 出 的 简 
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化 形式 是 单位 元 系 ; 因而 这 些 》 它们 生成 的 群 的 目 由 生 
成 元 素 . 
如 尿 G 是 由 于 和 群 上 的 傍 系 代表 & 组 成 的 施 赖 尔 组 ， 使 但 
下 一 个 傍 系 Ug 不 包含 二 于 8 的 元 系 , 则 因为 
gs E Ug gs)) 
pgs)sE Ug, 
用 以 8 和 sg(8gs) 的 长 度 最 多 相差 一 。 因此 ， 在 引 理 7.2.4 中 
已 经 证 明 是 有 效 因子 的 $$ 是 中 心 有 效 因 了 于 ,因为 在 《二 
gp《85) 中 它 处 在 长 帮 最 多 杭 基 一 的 两 个 字 的 中 国 . 
我 们 可 以 来 证 大 9| 理 7.2.6 和 主要 定理 的 一 个 这 命题 . 
定理 7.2.3. 屋 C 全 外 局 所 生成 组 3 生成 的 群 F 的 施 赖 
未 组 . 小 bh) < 是 对 十 元 一 gs*,e 一 十 1,8《 GssE 5 有 定 
的 到 证 生 
1) pb(gs°)E G. 
2) 如 果 gs*€ G， 则 $(gs°) 一 85 
3) pl$(gs)s | = g. 
那么 元 条 4 一 SE 1 全 个 卫生间 司 由 生成 


让 


证 明 我 们 记 。 一 Spe 六 作为 二 和 .道明 的 记号 在 
这 里 所 给 的 假设 下 , 引 理 7.2.3, 7.2.4 和 7.2.5 的 证 明 都 有 效 ， 
因为 在 这 些 引 理 的 证 明 中 只 用 到 函数 由 的 上 述 竹 质 。 从 引 理 
7.25 得 出 元 蒜 zx 一 8&(8s) 天 工 是 的 基 个 子 群 芯 的 自由 
生成 元 素 . 

为 了 证 明 施 融和 尔 组 G 定 刀 购 左 贷 系 代表 组 ， 我们 对 于 
SU Ss! 中 的 每 个 字 了 定义 函数 8( 有 )， 假定 

f=aa a EU TI 
令 
h, = 1,， 
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hi = bha), 1 = 1, 1 
hs 一 PO). 
容易 证 明 8(f) 的 主要 性 质 是 : 

1) Pa aiaiti “41) = Pa “ass dl * “a1). 

根据 定义 ， 每 个 h(i 二 1，…, 是 一 个 g€G， 因此 
在 计算 右边 的 值 时 我 们 依次 得 到 h,g(his') 和 $b[g$ (hs)。 
s“] 二 ph; (根据 性 质 (3)). 否则 计算 两 边 内 值 的 过 程 丰 全 同 
的 ， 因 而 8( 有 ) 对 于 代表 F 的 同一 个 元 素 的 两 个 字 古 相同 的 ， 

2) Blg)— 2g. 

这 时 如 果 g 一 a1,… ,a 是 一 个 g€ 6 的 简化 形式 , 则 它 的 
任何 表面 部 分 也 征 一 个 $3 因而 根据 性 质 (2) ， hi 一 01 di, 
1 一 1 

3 ) PFs) = BLE )F]. 

i 记 f = fp, f= a = n'a4:。 那么 hi=$B(f) 
是 一 个 g, 因而 8(%;) 一 h;。 因 此 在 计算 @(%;f) 的 值 时 ， 我 
们 有 一 项 等 于 hh, 于 是 以 后 的 项 等 于 hn … hh 二 B(j1f). 

4) P(gs') 一 pl(g). 

这 时 根据 函数 6 的 定义 ，8(gs') 一 $B(9(g)s')。 因为 
008) = g, 所 以 089 = 中 859). 

5) Plgs‘pl8s) 一 1. 

这 时 B[ gsp(gs')] 一 BLOD( gs P(g) =BL $8) 
plgs) = D1)= 1. 

6) 如 果 fE€EU, 则 @(f) ==1. 

重复 应 用 (3) 和 (5) 就 能 得 出 这 个 结 采 ， 

7) 如 果 人 B(f) 二 g, 则 fe€ Usg. 

这 时 了 一 a1l42' a 

一 《1 01 hr )Chiahit) (hashr hs 
而 且 每 个 heh 站 一 gp(gs) "EUV,i 一 1,.……, 1, 岩 有 有 二 
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$(f) 二 g。 特别 地 ， 如 果 @( 有 ) 二 1, 则 feUV. 

8) 如 果 gi 闫 gi;, 则 gi 和 和 gj; 在 U0 的 不 同人 迄 系 内 . 

否则 gi 一 wegj;,; 这 里 w€U, 办 i gi = 二 $B(8;)=9BID(w): 
8i] 一 B(gi;) 二 8g;， 这 是 一 个 矛 厦 . 

总 之 我 们 证 明了 傍 系 Ug 全 不 相同 而 且 穷 尽 了 整个 目 由 
群 FF。 在 证 有 明定 理 7.2.3 时 ， 我 们 所 证 明 的 已 超过 了 原来 所 
此 求 的 。 我 们 把 这 也 邱 成 一 个 定理 ， 

定理 1.2.4. 给 给 了 施 杏 和 尔 组 和 定理 7.2.3 的 消 效 plgs). 


单 从 这 些 训 能 判定 任意 天 素 f 是 否 属 于 由 G 和 中 决定 的 也 
证 明 . 我 们 可 以 从 $9 和 G 来 计算 8(f), 并 且 8( 有 ) 二 1 
必要 册 且 只 可 f€U。 因为 $ 和 GG 以 显 肖 的 方式 决定 品 , 我 们 
可 以 认为 $ 和 6G 表示 了 UU, 而 且说 0 一 U[G， gp(gs)] 是 U0 
的 标准 表示 . 

自然 会 产生 两 个 问题 : 

1) 加 一 个 子 群 的 两 个 不 同 的 标准 表示 彼此 有 何 关系 ? 

2) 一 个 给 定 的 施 赖 尔 组 能 表示 多 少 个 于 群 〈 如 果 有 的 
话 )? 

我 们 将 机 依次 来 回答 这 两 个 问题 . 

定理 7.2.5. Uj 二 Ui[ G1, pi(85°)] 和 Us= Ul G23, pi( gs5°)] 
是 同一 个 子 群 ， 必 要 而 且 只 要 在 施 核 尔 组 G1 和 Gx 之 闻 有 一 


志和 


个 一 一 对 应 8 二 8 ， 包 括 1 二 过 1 使 得 从 8 二 8 得 出 
pi( gs) 二 pg 3 “) 对 于 任何 s. 5 

证 明 . 如 果 Ui 一 U, 一 局 ， 则 局 的 每 个 傍 系 在 cl 和 Ca 
内 各 有 一 个 代表 ， 因 而 如 果 Ug 一 Ug， 则 对 应 8 过 这 显 
然 是 一 一 的 而 且 包 括 三 1， 因为 8 和 8 在 同一 个 傍 
系 内 ， 抽 网 p18») 一 加 0855)， 

有 反之， 假定 给 了 包括 1 过 1 的 一 一 对 应 g1 二 之 多, 使 得 
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在 所 有 情形 里 都 有 和 (8 二 宇和 (82)， 我 们 发 现 对 于 每 个 
f 都 有 DB.(f)< 二 8.(1)， 特 别 地 ，9( 有 ) 一 1 必要 而 且 只 要 
Df) 一 1]. 这 征 菩 U,VU, 包含 癌 一 个 元 素 f， 因而 是 同一 
个 子 群 U. 其 次 ,对 8 的 长 度 施行 归纳 法 可 以 证 明 Ug' 一 Ug*. 
在 回答 第 二 个 问题 之 前 我 们 先 提出 涵 数 上 的 几 个 性 质 . 
对 于 全 体 ge G 和 固定 的 生成 元 素 * 的 映射 x(s):g 一 $(gs) 
和 x(s):g -> $Cgs!) 都 把 整个 G 映 到 自身 .根据 映射 9 的 
性 质 (3) ， 乘 积 x(s)x(s 1!) 和 x(s x《s) 都 是 单位 元 素 。 因 
此 xCs) 和 rc) 和 都 是 置换 《一 一 上 映射) 而 且 是 互 逆 的 .其 
次 ;根据 性 质 (2) ,中 的 某 些 值 只 取决 于 G 的 本 质 而 不 取决 于 
子 群 VU。 重新 考虑 固定 的 :和 全 体 g€ G。 这 些 & 可 以 分 成 
两 个 类 C(s) 和 C*(s), 使 得 
g€ Cl(s), 必要 而 且 只 要 gs 6， 
g€ C (s)， 必要 而 且 只 要 gs G. 
设 NGs) 是 类 C(s) 的 基数 , MCs) 是 类 C*(s) 的 基数 .于 是 
N(s) + M(s)=N, 
这 里 六 是 G 的 基数 ， 同 理 ， 设 
g&€ Cl 1), 必要 而 且 只 要 8 6E C， 
g€ C"(s 1), 必要 和 而且 只 要 8 一 区 C， 
再 用 NGs-) 表示 C(s 的 基数 ,， M(s"') 表示 C (一 ) 的 基 
数 ， 我 们 有 
NO) 十 MO) 一 NWN, 
现在 如 果 g; 和 g; 是 使 gi 一 g; 因而 8 一 2 的 g， 则 
git CG) 和 gj€ CD) 这 个 关系 确立 了 CO) 和 Cs 1) 之 
间 的 一 一 对 应 ， 因 而 
N(s) = NG )。 
当 N 是 有 限 的 时 ， 由 此 还 能 得 出 
M(s) = MG 1!). 


但 是 当 叉 是 无 限 的 时 ,不 能 由 此 得 出 M(2) 二 M(c) 对 于 任 
草 的 施 赖 尔 组 成 立 。 例如 取 1，*，?， ， 这 时 
M(s) 一 1, M(s7') 一 0. 另 一 方面 ,如 果 对 于 给 定 的 6G 存在 
一 个 由 则 x(s) 是 一 个 置换 , 它 不 仅 把 C(s) 瑞 到 CC)， 曾 
且 把 C 9 上 映 到 C™(s"), 因此 MCG) 一 MG 90) 是 $ 存 在 
的 必要 条 件 . 

定理 7.2.6， 给 了 施 阁 尔 级 G， 使 得 对 于 每 个 生成 过 
s 都 有 M(s) 一 MG 0)， 那 么 就 能 找到 一 个 函数 由 085) 满 
足下 列 邱 个 性 奈 : 

1) 9%(8s) 征 一 个 &E C. 

2) 如 果 ge G， 则 gs ) 一 85 

3) plp(gs)s ] 一 g. 

要 得 出 最 的， 多 可 对 于 每 个 全 


i) Pe 一 8 人 85 是 一 个 g. 
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iii) 在 对 于 所 上 有 2 史记 义 了 en) 以 后 ， 定 义 dg )， 
使 < 0):8 一 (8 是 十 x(s) 的 首 

证 明 ， 对 于 所 有 生成 元 素 s, 在 G 上 给 了 条 件 M(s) = 
M()， 这 个 定理 不 仅 断 定 (ss 存在, 而 且 描 述 了 什么 是 
最 普通 的 构造 (如 打 这 种 构造 有 效 的 话 )。 因 此 我 们 必须 证 明 
这 种 构造 的 有 效 性 .对 于 给 定 的 :, 显然 有 : 

1) plgs) 是 一 个 g. 

2) 如 果 gs 是 一 个 g, 则 $(g8s) 一 gs. 
如 果 对 于 某 个 g;, 我 们 有 g# 二 gj€ G6, 则 我 们 已 经 令 $(gis) 二 
gj。 这 时 gj 二 gi:。 因 而 在 g 一 g$(gs) 下 我 们 把 类 Cls) 映 
到 类 C( 一 ) 上 .于 是 剩 下 有 MM(s) 个 & 被 有 映 成 剩 下 的 M G5-!) 
个 g。 因 为 MG) 一 MC"), 所 以 可 能 存在 一 个 一 一 对 应 把 
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C*(s) 上 映 到 C* (Cs-!) 上 ， 即 对 于 g€C*(s) 有 gg 二 >8 
C (0)。 我 们 令 g 一 p(gs). 于 是 x(s):g 志 之 gp(gs) 就 是 一 
个 一 一 对 应 把 C(s) 映 到 5 一 ) 上 和 把 C*(s) 映 到 C*(s') 
上 .现在 因为 x(s) 是 置换 ， 所 以 我 们 只 要 取 x(s7): 8 到 之 
(85) 作为 x(s) 的 道 ,我们 就 定义 了 gp(gs…) 的 值 。 这 里 
和 (85 1) 显然 是 一 个 f。 其 次 ,因为 x(s) 把 Cs) 上映 到 CC 
上 上， 所 以 : z 

3) 如 果 8 是 一 个 g， 则 由 (085 二 gs。 因此 对 于 所 
有 g&€G 雇 及 s 和 s!, 性 质 (1) 和 (2) 都 成 这 .最 后 因为 
x(s) 和 x(s…!) 是 互 逆 的 置换 ; 所 以 性 质 (3) pLp(g:')s*] 二 g 
也 成 立 ， 

在 定理 7.2.5 和 7.2.6 里 ,置换 x(s) 都 占有 中 心 的 地 位 . 
设 g 一 aa “44, 我 们 发 现 置换 x(aD)x(a2)… xc 把 1 变 
成 g, 因而 置换 x(*) 生成 一 个 在 上 传递 的 群 ， 这 些 置换 唯 
一 地 决定 子 群 已 ， 这 征 我 们 现在 要 证 明 的 : 

定理 7.2.7， 设 忆 是 自由 生成 组 S 上 的 自 申 群 。 设 对 于 
和 


ax).…2(2)， 寺 44 人 < 不 [人 的 下 7 组 家 下 
丁 群 U. 如 时 外 开 1,82， » fis ` 是 由 口 的 左 傍 系 代表 
给 成 的 施 闲 尔 组 ， 我 们 可 以 把 这 些 与 符号 结合 起 来 , 当 
"(eB “可 yi 时 , 令 gi 之 y:。 在 这 种 方式 下 ，y; 上 的 


各 


证 明 . 明显 地 , x(f) 不 变 1 的 那些 组 成 的 一 个 子 于 


1) 注意 作者 在 这 里 既 用 xCs) 表 出 个 别 的 置换 ,也 用 它 表 出 作为 已 知 群 的 置 
次 表示 的 整个 置换 群 .一 一 译 者 
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U. 根据 定理 5.3.1, 我 们 可 以 把 置 壤 <( 门 大 作 上 在 UU 的 傍 
系 上 的 表示 ， 它 把 1 换 成 上 而 把 那些 y 换 成 U 的 其 他 左 傍 
系 . 因此 每 个 y; 唯一 地 对 应 于 某 个 左 傍 系 Ug;， 这 里 x(g;) 
拒 1 变 成 方 。 在 这 个 表示 下 , x(s) 把 傍 系 Ug 变 成 Ugs， 它 
征 57 gp(gs) 相同 的 傍 系 .。 因此， 如 果 我 们 把 傍 系 Ug; 换 成 
蕊 的 代表 8g;， 置 换 x(s) 就 变 成 定理 7.2.5 和 7.2.6 的 置换 
x*(2)， 天 而 我 们 完全 地 确立 了 那些 ? 上 的 原来 的 置换 与 施 赖 
乐 组 G 上 的 置换 的 和 换 问 格 . 

对 于 有 限 生 成 的 目击 群 内 有 限 指数 的 子 群 了， 我 们 可 以 
给 出 已 的 生成 元 素数 和 它们 的 总 长 度 的 一 些 确 定 的 值 . 

定理 7.2.8， 设 U 一 U[G， gp(gs“)] 是 自由 群 Ff, 的 有 限 
指 疲 罗 注 天 志 F, 有 7 人 11 1729" "51. 那么 


证 明 . 我 们 已 经 EO 
Hi pisa bl gi5a), 1 一 ] ，， "1 , i 一 ] ,7， 


它们 都 个 等 于 单位 元 素 。 其 次 根据 引 理 7.2.3，ws 或 是 写成 
徊 化 形式 的 ， 或 者 等 于 单位 元 素 现在 


> Tg7) 十 世人) + Lig(gis)] = 2L+n. 


天 为 对 于 固定 的 w， (gus) 是 & 的 一 个 置换 。 因 此 在 消去 之 
前 我 们 有 总 长 度 为 r(2L 十 #) 的 mr 个 zx 因而 我 们 必须 从 
这 些 妃 长 度 分 别 减 去 等 于 单位 元 素 的 wi 数 和 对 于 这 些 x 计 
算 门 长 用 L(gi) 十 L(s,) 二 L(gisa). ia 什么 时 候 等 于 单位 
元 系 呢 ? 现在 gr 和 p(gss)7' 是 写成 简化 形式 的 。 因 此 要 
是 有 消去 (二 是 根据 引 理 7.2.3 就 有 wis = 二 1)， 必 要 而 且 只 要 
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4 能 与 8 或 由 gz 消去 .在 第 一 种 情况 下 ，8& 以 5 结尾: 
8 一 gz， 这 里 gj;&€ G 十 与 成 简化 形式 的 。 在 第 二 种 情况 
下 ，g(giso) 一 gk 以 5 结尾 ,因而 实际 上 有 gx 一 8ss。。 因 此 对 
于 给 定 的 5 说 ,等 于 单位 元 素 的 * 的 个 数 等 于 以 $6 或 好 结 
尾 的 8 的 个 数 . 但 是 除 g = 1 外, 每 个 8 若 以 某 个 $s 或 sz! 结 
尾 , 因 而 在 这 步 划 下 恰好 计算 一 次 . 因此 一 共有 > 一 1 个 zx 
等 于 单位 元 素 , 由 此 可 知 还 剩 下 zz 一 (人 一世 一 20r 一 1 十 1 
个 #x 征 目 册 生成 元 素 。 关 于 长 度 的 情况 怎样 呢 ? 首先 ， 如 果 
gi = 85 则 上 (gao) = g;, AW L(g8;) + L(G) + LI G80)] 
一 2L( gi) = 2L(gisa!). 其 次 ， 如 果 Bisa 一 Pk 则 L(gi)+ 
L(s,) 十 LI gg;ss)] 一 2 工 (8i5o)。 因而 对 于 给 定 的 re， 包括 
sio 一 1 在 内 , 我 们 有 以 $s 或 sz! 结尾 的 每 个 8 的 长 度 的 两 倍 . 
因此 对 于 所 有 的 ss。， 包 括 等 于 1 的 x 在 内 ， 我 们 有 除 8g 二 1 
外 的 每 个 8 的 长 度 的 两 倍 . 但 是 L(1) 一 0， 因 而 必须 恰好 
碱 去 2L， 剩 下 (2L 十 n)r 一 2L 正 是 UU 的 自由 生成 元 素 的 
总 长 度 ， 

最 后 ， 利 用 定理 7.2.7， 我 们 可 以 递归 地 计算 在 F, 内 指 
数 为 的 于 和 群 的 个 数 ， 


弱 一 下 
Nasr = Cn) — > (Cn oITIN,,. 
i=1 


证 明 . Ni 一 1 从 不 过 断定 民 , 和 是 它 目 己 的 唯一 的 指数 为 
1 的 子 群 . 

取 文字 1, mm，………，xe 上 的 7 个 置换 P,…,P,。 一般 
说 来 PL，*……, P, 并 不 生成 在 全 体 1, x3,，"……, x。 上 传递 的 群 . 
设 包含 1 的 传递 组 是 1, 6,，*…, 5,。 不 考虑 其 余 的 文字 ， 我 
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们 可 以 取 1,5，，…*, 5 上 的 置 供 作为 x (51)，*…*, (5,), 然 
后 彬 据 定理 7.2.7， 这 些 下 损 决 定 叭 一 的 指数 为 上 的 于 和 媳 。 惕 
下 的 2 一 上 个 文字 在 局 :…， 忆 中 出 现 有 [Goz 一 已 ! 了 种 方 
式 . 再 有 如 果 我 们 把 1 六: 六 换 成 任何 别 的 组 合 | 
cc 而且 令 剩 下 的 2 一 上 个 文字 以 任意 方式 出 现 ， 则 
决定 的 是 同一 个 子 群 ， 因 而 与 指数 为 上 的 同一 个 于 群 结合 总 
共有 
(2 一 1) (2 一 2) (一 2 十 1 To 一世 (一 

(2 一 1 Cm! 

种 不 同 的 置换 Pi,…,P.， 因 此 ， 以 对 应 于 PP ……， P， 所 条 
合 的 子 群 的 指数 来 计算 PB，……, PP 的 (zn!1)” 个 可 能 的 选取 ， 

> Gm 1m DN, = (21). 


用 (x 一 D! 去 除 这 个 式 子 而 且 改 变 和 式 的 上 下 限 为 1 到 
4 一 1， 我 们 就 得 到 定理 中 的 公式 . 


7.3， 自由 群 的 子 群 的 自由 生成 元 素 。 果 人 尔 逊 方法 


在 $7.2 中 通过 子 群 在 月 由 群 F 内 的 傍 系 来 研究 F 的 
子 群 的 性 质 ， 在 本 节 中 我 们 将 楼 更 直接 地 来 探讨 品 有 的 元 素 . 

设 4 一 {4i} 是 目 由 群 下 内 具有 指标 i 的 集合 了 的 元 素 
集合 ,再 设 集合 4 由 它 所 生成 的 群 的 目 由 生成 元 素 组 成 , 拒 们 
把 这 个 群 记 做 [41. 对 于 元 素 1f€ 4 ,我们 用 La(f) 表示 把 
号 成 以 a 和 它们 的 逆 表 出 的 简化 字 有 的 作 度 . 

设 集合 和 是 目 由 群 下 的 凡 由 生成 元 素 的 集合 。 那么 我 们 
说 下 的 元 素 集 合 4 具有 相对 于 生成 元 素 集 合 X 的 景 尔 开 性 
质 , 必 要 市 且 只 区 

1) A447 一 0(47' 是 4 的 元 素 的 逆 的 集合 )， 
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2) 如 果 sa, 6e 4U 47'， 则 从 上 x(a6b) 二 Lx(a) 得 出 
一 ca. 

3) 如 果 ea，p8，cE4U4， 则 从 Lx(abc) Lx(a)— 
Lx(b) 十 Lx(c) 得 出 6 二 47 或 5 二 cl. 

定理 7.3.1. 人 A 人 F 的 自由 生成 元 素 


| 
费 


和 


证 明 . 只 要 证 月 总 尔 动 性 质 等 价 二 中 心 有 效 办 于 的 存在 
就 成 了 , 因为 根据 定理 7.2.2, 从 这 就 能 得 出 4 由 [4] 的 自由 
生成 元 素 组 成 ， 

假定 4 具有 泉 尔 逊 性 质 . 那么 根据 性 质 (2), 如 果 姑 a7!， 
则 Lx 《ab) 之 Lx (a) 而且 Lx (00) 之 Lx (8b"!)， 因 而 
Lx(ab) 之 Lx(5)， 如果 在 a2 的 简化 形式 中 ,有 一 个 因子 2 
的 多 于 一 半 与 < 消去， 则 我 们 将 有 ea 一 wv ,4b 一 vw， 
Lx (v)>Lx(w) 而 且 Lx (ab) = Lx (uw) < Lx (u) + 
Lx(v) 一 Lx(a). 因此 这 不 可 能 发 生 , 即 在 a2 的 简化 形式 中 
最 多 有 <“ 或 2 的 一 半 和 佣 消 去 。 于 是 对 于 奇数 长 度 的 元 素 ， 马 
的 中 心 项 可 以 取 作 有 效 因 了 于。 如 条 是 偶数 长 度 的 ， 设 想 避 
的 前 一 半 ” 在 乘积 o( 尖 ar-9 中 可 能 被 消去 ， 同样, 如果. 
的 后 一 半 尼 在 乘积 bc (8 关 c) 的 简化 形式 中 被 消去 ， 则 我 们 
有 4=uv!, b=vw, c= wlz, 因 MMm Lx(abrc) = Ly(uz) 
< Lx(u) 十 Lx(z) 和 Lx(Ca) Lx(b) 十 Lx(c), 这 与 泉 
尔 挝 性 质 的 第 三 个 要 求 矛盾 。 因为 这 不 能 发 生 ， 所 以 。 的 
一 半 ， 不 论 是 > 或， 在 任何 乘积 内 都 不 能 消去 ， 因 而 4 
的 两 个 中 心 项 中 属于 这 一 半 的 一 个 可 以 取 作 它 的 中 心 因 
子 . 因此 景 尔 逊 性 质 导 出 中 心 有 效 因 了 于 的 人 存在。 反之 ， 
如 果 对 于 有 性 质 4 4 一 0 的 集合 4， 中 心 有 效 因子 存 
在 ， 则 当 5 了 关 ae 一 时 在 ab 内 最 多 有 5 的 一 - 半 与 4 内 同样 
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de 


多 项 消去 : 丹 而 Lal) 之 上 x(a) 十 Lx(6)—2 ， 全 PC 人) 一 


忆 xke) 引出 第 二 个 有 要求， 其 次 在 乘积 abc 中 , 当天 2 ， 
天 c 开 时 ,< 和 5 之 间 以 及 5 和 < 之 疗 的 消去 终止 在 6 的 有 
效 因子 之 前 ; 因而 Lx(abc) 之 Lx(e) 十 Lx(26) 十 工 xc) 一 
27Lx(B)， 这 就 是 第 三 个 变 求 .不 难 证 明 单 是 第 三 个 要 求 就 等 
价 于 有 效 因子 的 存在 .对 于 给 定 的 5, 取 a 关 27 为 能 在 5 的 
左边 消去 最 多 个 项 的 元 素 ， 而 且 取 “ 北 2 为 能 在 5 的 石 边 
消去 最 多 个 项 的 元 素 , 第 三 个 要 求 断定 不 会 全 部 5 都 消去 ， 
是 剩 下 多 项 研 可 以 到 作 5 的 有 效 因 于 . 

定理 7.3.2， 给 了 且 有 己 知 汝 由 生成 元 素 组 xX 的 息 申 于 
的 元 素 Bo …， 6。 的 有 限 集合 B， 经 过 有 限 次 下 列 类 型 

类 型 1: 删 云 一 个 2 一 1 

类 型 2: 把 一 个 fi 据 忆 Bi， 

类 型 3， 把 一 个 Bj 换 成 8:8/，i 妈 j 
我 们 可 以 扰 集合 的 成 加 一个 集合 4: ms yw nm， 
和 个。 人 : 泵 进 


证 明 . 里 然 每 次 改变 者 把 个 集合 换 谍 生 成 向 一 个 革 
的 集合 .第 一 类 型 减 去 元 索 的 个 数 , 第 二 和 第 三 类 型 不 变动 元 
素 人 小数 . 我 们 看 到 第 二 和 噶 三 藉 型 改变 的 联合 可 以 把 6; 换 成 
B187 或 61 bf e 一 土 1 思 一 土 1, 而 县 保留 其 余 的 8 不 变 

如 果 有 了 两 个 8 相等 或 互 逆 ， 我 们 可 以 进行 改变 向 把 8 换 
成 1, 然后 删 去 这 个 1。 这样 就 碱 少 8 的 个 数 , 向 且 这 最 多 有 
mm 次， 如 果 对 于 a, 2EBUB- 5 关 a7', 我 们 有 Lx(ab) 一 
Lx(a), 则 我 们 不 能 有 565 一 4, 因 为 总 有 上 Lx(#’) 之 Lx(4a)， 因 
此 我 们 可 忆 把 8 一 a 换 成 6、 因而 就 减少 了 全 部 6 的 总 长 
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度 ， 因 此 只 可 能 有 有 限 步 这 种 改变 ， 所 以 只 要 经 过 有 限 步 就 
能 使 泉 尔 进 性 质 的 要 求 (1 和 (2) 满足 。 要 满足 第 三 个 要求 
是 较为 困难 有 的. 

不 论 集 合 X 是 否 无 限 的 ， 生 成 元 素 X 中 在 & 中 出 现 的 子 
集 Y 总 是 有 限 的 。 我 们 把 季 中 由 Y 生 成 的 元 素 按 长 寿 排 成 
表 ， 同 一 长 度 元 素 的 顺序 是 任意 地 排 定 的 因为 只 有 有 限 个 
同一 长 大 的 元 素 ， 所 以 在 这 个 表 的 每 个 元 素 之 前 只 有 有 限 个 
元 索 . 

如 果 P 有 偶数 长 度 2%, 把 8 写成 8 二 767', 这 里 7 和 5 
是 有 同样 长 的 。 如果 B8 关 1, 则 ?8 关 7y。 因 为 6 一 57”， 
必要 时 把 6 换 成 8， 总 可 以 使 得 这 两 半 Y 和 8 中 ,前 一 半 在 
表 中 排 在 后 一 半 之 前 。 如 果 8; 一 767! 而 且 8 以 3 的 各 项 开 
始 ，P; 二 6z , 则 我 们 把 Bj 换 成 8;8; 一 Ys. 辐 理 ， 如果 Bx 以 
6- 结尾 , 则 我 们 把 Bi 一 w67! 换 成 Bx87! 一 wy 一 。 因 此 我 们 
可 以 改写 8, 使 得 在 B; 一 7Y67' 时 , 没有 其 他 8 以 6 开始 或 以 
0- 结尾 . 因为 我 们 把 一 系列 的 3 换 成 同样 长度 但 是 在 表 中 
较 前 的 7, 所 以 这 个 过 程 在 有 限 步 以 后 就 安 终 止 。 多 须 往 息 
如 果 我 们 从 偶数 长 度 的 最 短 的 8 开始， 然后 继续 处 理 偶数 长 
度 的 较 长 的 8， 则 这 个 过 程 也 将 以 有 限 步 而 终止 。 在 处 理 同 
一 长 度 的 8 时 ,我 们 逐步 地 把 字 的 一 半 换 成 字 的 较 前 的 一 半 ， 
因而 我 们 在 有 限 步 后 将 达到 一 个 终止 操 。 在 处 理 长 有 大 于 
Bi 二 76 的 8 时 ,在 其 中 任何 一 个 都 不 会 有 开始 部 分 5 和 结 
尾部 分 8。 自然 地 ,如 果 在 任何 一 步 上 条 件 4 站 4 一 0 或 
Lx(ab) 之 工 x(a) 违反 了 , 则 我 们 作 适 当 的 改变 , 或 者 减少 6 
的 个 数 ,或 者 减少 它们 的 总 长 度 , 再 开始 更 换 字 的 一 半 , 这 不 
会 变动 8 的 个 数 和 长 度 。 因 此 经 过 有 限 步 改变 这 个 过 程 就 终 
止 了 ,这 时 产生 一 个 集合 4;a，…', %,, 7 二 m。 找 们 汤 定 集 
合 4 具 有 相对 于 X 的 皇 尔 逊 性 质 。4A 4 一 0 和 元 x(a2) 之 
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Lx(a)，,5 关 a!,a,b€ A\ A7! 当然 成 立 ,因为 否则 我 们 就 
能 减少 “的 少数 或 埋 总 长 度 ， 现 在 考虑 蒋 积 apc，2 天 a， 
bp 关 c， 如 果 46 有 琳 数 长 度 2 十 1,2 的 最 多 前 & 项 与 < 消 
去 而 且 最 多 后 《项 与 c 消去 ;因而 LxCabc)Lx(a) 一 Lx(2) 十 
Lx(c) 成 立 ， 如 果 b 有 偶数 长 度 ,， 则 5 有 形状 767! 或 57 一 ， 
这 里 7 在 2 之前。 因为 第 二 个 性 质 成 之 ， 所 以 2 最 多 有 一 半 
与 4 消去 , 又 最 多 有 一 半 与 ¢ 消去 . 但 是 4 不 能 以 67 结尾 ， 
c 不 能 以 5 开始， 所 以 5 的 不 论 是 5 或 6 的 一 半 都 不 能 完 
全 消去 ;因而 5 本 身 不 能 循 个 消去 ,于 是 Lx(abc) 二 Lx(a) 一 
Lx(5) 十 Lx(c)， 这 就 对 4 证 明了 泉 尔 还 性 质 的 第 三 个 要 

定理 7.3.3. 两 个 目 由 和 群 同 构 ;, 必 要 而 且 只 此 它们 的 目 由 


| 
大 


归 


证 明 . 设 Fx 和 Fy 是 分 别 在 自由 生成 元 素 集合 X 和 Y 上 
的 自由 群 . 

各 果 X 和 了 Y 的 基数 相同 , 则 在 X 和 了 Y 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 
它 可 以 推广 成 Fx 和 Fy 之 间 的 一 一 对 应 ,这 显然 是 同 构 . 

反之 ,假定 Fx 和 Fy 是 同 构 的 。 那 么 Fx 和 Fy 具有 同 
样 个 数 指数 为 2 的 子 群 ， 指 数 为 2 的 子 群 是 到 2 阶 群 上 的 同 
态 的 核 ， 这 样 一 个 同 态 由 映 到 单位 元 素 上 的 生成 元 素 集合 只 
一 决定 .因而 在 生成 元 素 集合 Z 上 的 自由 群 Fz 的 子 群 的 个 数 
是 Z 的 非 空 于 集 的 个 数 ， 当 Z 是 无 限 集 时 这 数 是 不 可 数 的 ， 
而 当 Z 包 含有 限 的 x 个 元 素 时 它 是 2 一 1. 因 此, 如果 Fx 和 
Fy 同 构 , 则 和 了 或 者 都 是 无 限 的 ,或 者 都 是 有 限 的 ,而 且 在 
后 一 情形 X 和 Y 有 同样 个 数 的 元 素 ， 如 果 X 和 Y 是 无 限 的 ， 
则 Fx 和 Fy 分 别 与 XX 和 Y 有 相同 的 基数 .而 因为 Fx 和 F， 
有 相同 的 基数 ,所 以 X 和 Y 也 是 如 此 ， 


1448: 


现在 假定 在 六 :wi, x+;、…, x, 上 的 自由 群 F, 也 是 由 Ap， 
B1，,*…, BB; 生成 的 群 。 于 是 根据 定理 7.3.2s 经 过 契 于 次 (关于 
Bi，*……, B,) 类 型 1，2，3 的 改变 ,我 们 将 得 出 由 a，………,% 
4 和 7”) 自 由 生成 的 F,。 但 是 那 时 我 们 必须 有 :一 + ,因而 不 
会 用 到 类 型 1 的 改变 .我 们 可 以 直接 验证 ， 如 果 有 一 个 类 型 
2 或 3 的 改变 使 集合 8 成 为 集合 B', 则 当 B 或 B 中 有 一 个 
由 日 由 生成 元 系 组 成 时 , 男 一 个 也 是 如 此 。 因 此 ,因为 a,…， 
0 证 了 ,的 上 月 由 生成 元 素 , 所 以 Bi,，*"…, B, 也 是 F, 的 自由 生 
成 元 素 . 

这 就 证 有 明了 上 述 定 理 , 但 是 我 们 还 可 以 得 到 关于 w，…， 
or 的 更 确切 的 知识 。ai 具有 果 尔 过 性 质 ， 因 而 具有 中 心 有 效 
因 于 (定理 7.3.1)。 其 次 对 于 每 个 x;, i 二 1,*…*,+,， Xi 二 
71;"“'7m; 这 里 7 是 一 个 0 或 它 的 逆 , 而 且 7Yi7Yin 关 1。 现在 
这 些 7 的 乘积 在 以 它 的 简化 形式 号 出 时 包括 了 每 一 个 中 心 有 
效 因子 。 因 此 只 可 能 有 一 个 7 而且 它 必 须 等 于 x;。 因 而 每 个 
xi; 是 一 个 oj 或 oy!。 因 此 ， 如 果 我 们 进一步 进行 第 二 类 型 的 
改变 ， 则 这 些 o 明显 地 契 以 某 个 次 序 排列 的 ma， px 于 
十 ,不 落款 顺序 ,我们 束 能 知道 如 何 可 以 从 如,……, zx; 得 到 FF， 
的 任何 自由 生成 元 素 组 B&1，-……, 86,。 而 这 是 说 我 们 有 了 关于 
F, 的 昌 同 构 的 天 识 . 


1) Pj:ixi—> Xi Xj > Xi XX i 

2) Vi:xi—> Xi!l, Xj—> Xs I 天 1 

3) Wi:xi > xixis 1 Xk Xk 9 外 天 了 

证 明 ， 这 些 显然 都 十 F, 的 目 同 构 , 因 为 它们 部 把 X 换 成 
生成 P, 的 一 组 > 个 元 素 . 我 们 必须 证 明 F, 的 任意 自 同 构 都 
能 表 成 这 上 坚 上 月 同 构 的 乘积 ， 我们 刚才 证 明 过 F, 的 最 一 般 的 


129 ， 


目 间 徇 从 把 Xe ，xr 换 成 生成 元 素 组 互 :8 ，8, 而 
得 到 ,而 音 集 合 恕 与 X 由 有 限 步 的 逐次 改变 联系 着 ， 
及 一 用， 有 DB Bw = X， 
这 里 Bi 从 Bini 经 过 定理 7.2.3 的 类 型 2 或 3 的 改变 而 得 到 ， 
1 二 1， NN 一 2,| 介 从 Bw 到 Bw 的 改变 则 是 集合 X 的 一 
个 置换 ,因而 古 对 换 Pij 的 乘积 ($ 5.4)。 因 而 从 BA 到 了 的 
每 个 改变 Qi 一 1 AN 一 2 ) 是 以 Bin 的 元 素 表 示 的 一 个 
自 同 构 交 或 玉 5。 我 们 必须 证 明和 它们 可 以 用 以 和 的 元 系 表 
示 内 目 同 构 了 ;或 到 yi; 来 表 出 ， 
现在 议 
Y iy, ,Ys 
7 :ig + 2,, 
Ww ,Wy 
是 F, 的 三 组 自由 生成 元 秦 , 这 里 
1) zi = yi 2; 一 yj,，j 产 1, 或 
2) zj 一 yiy;， ZR 一 yx， 万 闫 7 们 且 
3) in 一 zt， 7 天 屹 ,或 
4) tw 一 30 二 二 2 天 
这 时 把 了 Y 执 成 2Z 不 了 的 一 个 FV 或 WW 月 同 构 ， 把 Z 换 成 W 尽 2 
的 一 个 或 下 有 目 同 构 。 我 们 必须 证 明 (3) 或 (4) 可 以 用 Y 上 
的 PV 和 入 目 同 构 表 出 。 这 包括 几 种 情形 都 古 比 较 简 单 的 。 这 
里 只 给 出 两 种 最 困难 鸣 情 形 ， 假定 我 们 有 (2) 2 二 yy; 和 
(3) wp 一 sz 由， Mm 一 1。 我 们 必须 把 目 同 构 (3) 表示 成 把 yiy 
所 成 yy 有 而 电 人体 贸 站 (天 1 不 变 。 这 相当 于 把 y; 换 成 
72 而 且 保 留 全 体 其 余 的 ?不 变 . 但 是 这 是 冬 积 
让 
它 是 殉 宁 (7 到 庆 切 。 綦 次， 假定 我 们 有 《27) %; 一 yiy; 
和 《47) ws 一 ynza， 了 一 1 一 上 这 时 自 同 构 (4) 把 zj = 二 
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yiy; 换 成 yiyi 和 把 z, 一 yi 换 成 Vi 而 且 保 留 全 体 其 他 的 
zk 一 yx 个 变 。 这 相当 于 代 换 
yi Yiyiys 
yi yy. 
但 是 这 是 乘积 
人 
Yi YY YY YY 

即 是 玉 训 (Cy)，WVi(y)，Wi(y)。 因此 z 上 的 每 一 个 V 或 W 
月 同 构 可 以 用 y 上 的 VY 和 到 W 目 同 构 表 出 我们 现在 可 以 利用 
对 六 的 归纳 法 采 证 明定 理 了 . 从 Bw-i 到 8 的 代 换 可 以 归纳 
地 假设 为 在 Bw-i 的 生成 元 素 上 的 一 些 了 和 了 瑟 的 乘积 ， 然后 
把 Bn-! 看 做 集合 了 ,把 Bw-; 看 做 集合 2 ,我 们 可 以 把 从 Bx- 
到 Bi 的 代 换 用 集合 By-1 上 的 一 些 王 和 了 配 表 出 从 Bw 到 
Bw 的 代 换 是 Bw-1 上 的 一 个 了 或 到 因此 从 Bw-i 到 Bi 的 
代 换 是 By-1 上 的 一 些 上 和 了 王 的 乘积 ,而 且 因 为 Bw 只 不 过 
十 的 一 个 置换 ， 所 以 它们 也 是 上 的 一 些 了 上 和 丈 的 乘积 . 
这 就 证 月 了 定理 . 

如 末 4 古 具有 相对 于 Fx 的 自由 生成 元 素 组 XxX 的 泉 尔 还 
性 质 的 集合 , 则 4 在 很 多 方面 可 以 看 作 [ 4] 的 “最 短 的 ”生成 
元 和 素 组 . 

定理 7.3.5。 如 果 4 具 有 相对 于 X 的 皇 尔 地 性 质 而 有 

f= aa baiE 4UU4 4a 1,， 

则 


Lx(f) > Lx(a) 十 2 一 2 十 一 7x(e)， 


向 县 i 
LxD Lxereee), 1 i<j 
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By 0 0 
义 如 果 
8 ,By, "~, Bs 
是 4 的 任意 自由 生成 元 素 组 ,也 按 长 度 增 太 的 次 序 排列 ,由 
Lx(Bs) 之 Lx(0n), n= 1,2,.… 

证 明 ， 在 f== oz ea 内 每 个 4; 有 一 个 中 心 因子 , 它 在 
f 的 简化 形式 中 未 被 消去 .因此 在 f 的 简化 形式 中 ， 至 少 a 
的 朋 半 ,a2，…, asi 的 中 心 因子 和 a; 的 后 半 会 留 下 , 这 就 得 


出 Lx(f) 之 一 > Lx(a!) 十 2 一 2 十 > Lx(a:s). “Hd 
的 简化 形式 下 ,在 aa 的 简化 形式 和 w 之 间 的 消去 包括 
za 的 & 项 和 的 & 项 ,这 里 不 去 六 L xz 8 去 Lx(a?), 


因为 它们 的 中 心 因 于 都 不 会 消去 .因而 
(用 一 ZLxa ea) 十 世 x(C2r) 一 28 
但 十 2 < LxCar) ,BT Lx(ai: a1) 之 Lx(ai: 44-1). 同 理 
Lx(a" 4) 之 Lx(42'*" "4:)， 重复 这 个 论证 ,每 次 从 这 一 器 或 
那 一 问 减 少 一 个 a ,就 能 得 出 Lx(ai' ea) 之 Lx(ai" aj). 
如 果 丸 是 有 限 的 ， 则 只 有 有 限 个 元 系 其 有 同一 个 已 知 长 
度 ， 因 此 以 递增 的 长 度 排 列 4 可 以 穷尽 整个 集合 ， 设 这 个 排 
列 是 wy oo ， 设 对 于 第 二 个 生成 元 素 组 ,这 排列 
是 pp pb 设 Poa) pa) 是 由 目 由 生成 
元 素 组 4 表 出 的 前 ”个 8， 册 议 o 征 在 这 些 表 闪 陈 中 出 现 的 
最 后 一 个 c， 我 们 可 以 断定 7 之 2。 要 是 我 们 否定 这 个 络 论 
而 假定 7 二 zx。 那么 对 [4] 的 换 位 于 于 和 群 " 天 取 模 ， 我 们 柯 
Bi 二 cot “oir (mod K), 


入 语 和 


1) 参看 本 书 $9.2 关 于 换 位 子 子 群 的 性 质 . 一 一 译 者 
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#, = ofo inr (mod K ). 
当 y 过 时 必定 存在 ? 整数 4,，.…, uw, 不 全 是 零 ,使 得 

cl 十 …… 十 erttn — 0， 

clttl 二 :十 eptn = 0, 
于 是 Bf 8 天， 这 里 和 …， Ws 不 全 是 骞 ， 这 与 这 些 是 
[4] 的 自由 生成 元 素 的 假设 矛盾 . 因此 ”> 之 xn。 设 a, 举 实 上 
在 某 个 j<w 的 po 内 出 现 . 那么 根据 定理 的 第 一 部 分 ， 
ZLx(8i 之 Lx 《or)。 但 是 Lx(pB,) 之 Lx(Bi) 而且 Lx(o,) 之 
Lx(os)， 这 是 因为 > 之 ns, 于 是 Lx(Bs) 之 工 x(oo)， 


习 题 

1， 设 和 是 由 > 和 ?yy 生 成 的 自由 群 . 证 明 中 包含 wyxy™” 的 完全 不 
变 子 群 或 是 下 自己 ,或 者 在 王 内 的 指数 古 9. 

2， 设 F 是 具有 两 个 生成 元 系 的 自由 群 。 找 出 它 的 指数 为 3 的 所 有 于 

3. 设 E 是 由 三 个 元 素 se，2。* 生成 的 自由 群 。 找 出 由 fF 的 所 有 元 素 
的 平方 生成 的 指数 为 8 的 子 群 的 一 个 自由 生成 元 素 组 . 

4. 设 4,，4;，…，4wm 是 自由 群 的 以 简化 有 形式 写 出 的 元 素 , 其 中 没有 
1, 但 是 4,4,…A4m 一 1. 证 明 存 在 某 个 2 使 4; 在 飞 积 本 -444 
中 整个 被 消去 ， 

5， 在 自由 群 下 内 给 了 简化 字 g = ac…ea 天 1. 证 明正 具有 指数 为 
十 1 的 子 群 日 ,使 得 gk 豆 .〈 提 示 : 取 晶 的 傍 系 代表 为 1 591,440， 
.3 Ci62 ds, ) 

6， 证 明 , 如 果 g = g(x1，…'， *+:) 是 以 生成 元 素 *,，…, *; 表 出 的 字 ， 
它 在 以 x*:，…, 和 作为 自由 生成 元 素 的 自由 群 廊 不 是 单 位 元 素 , 则 
就 存在 由 元 素 x,，…, x; 生成 的 有 限 群 6, 使 8 在 这 群 中 也 不 是 单 
位 元 素 . 〈 利 用 本 章 习 题 5 和 第 五 章 习 题 1.) 


一 


1) 参看 Birkhoff and MacLane[1] ,第 48 页 . 
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Rd ee; i gl it : 
, . ; Ti A A 2: 


第 八 章 ” 格 和 合成 序列 


8.1. 偏 序 集合 
定义， 的 集合 果 示 素 体系 5。 在 其 中 对 于 的 革 到 
元 双 定 义 了 关系 4 二 6《〈 该 做 “4 包含 b”), 使 得 
Pl. 2 一 4 


P2. 如 果 a 和 5 和 bc ,aDe. 

P3. 如 果 zz 了 人 22 和 5 之 a, 则 4 = 二 4b. 

定义 . 仿 友 案 合 S 用 于 集 工 的 上 界 是 指 对 于 了 工 的 每 个 
部 有 <1 的 的 元素 *， 间 时 ,地 入 的 二 多 是 指 对 二 的 
每 个 上 都 在 上 之 》 的 y. 

定义 ，S 的 于 集 T 的 最 小 上 界 1.u.4.) 是 指 泗 足 下 列 条 
什 的 元 系 *: 

1) x 是 工 的 一 个 上 界 . 

pn ya 

站 y 是 工 的 二 个 下 办 

2) 艰 打 z 是 了 的 任何 下 界 , 则 7 乙 x. 

一 般 地 说 ， 子 集 工 不 一 定 具 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 ， 但 
是 如 琳 荆 具有 最 小 上 办 +， 则 这 是 唯一 的 , 因为 根据 定义 , 两 
个 最 小 上 办 必须 彼此 包含 , 因而 根据 P3, 它们 必须 相等 ， 对 
于 最 大 下 澳 有 相同 的 结论 

台 果 偏 序 集合 5 还 满足 

P4. 对 于 每 一 对 < 和 5, 或 者 4 忆 5 ,或 者 5b 生 a. 
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- 则 我 们 说 3 是 全 序 集 合 或 链 . 

我 们 用 Ca 表示 4 二 b。 我 们 还 用 a 恬 b 表示 4a2 而 
4 关 5b。 同 理 , 5Ca 表示 ab。 男 一 个 有 用 的 记号 是 a 二 5。 
〈( 读 做 2 盖 住 2), 它 表示 4 必 b 而 且 从 a 二 x 之 6 得 出 a= 二 x 或 
x 一 bp。 再 有 5 二 a 表示 4 这 2. 

例 . 设 $ 是 一 组 元 素 4， | 
b,c，d,e,f, 它们 的 包含 关 系 
由 图 表 出 。 当 * 在 》 之 上 和 而且 
有 线段 连结 它们 时 就 说 x>2y。 “ 


这 时 由 c 和 & 组 成 的 子 集 没有 

土 界 ， 它 有 两 个 下 界 但 是 没有 a 6 

最 大 下 界 ， 3 ”一 个 偏 序 集合 
8.2。 格 


定义 ， 格 是 偏 序 集 合 ， 它 的 任意 两 个 元 素 。 和 4 都 有 上 
Wb. 或 并 azU2 以 及 5.1.2. 或 交 2f 2 

因为 U5 和 a 由 6 都 是 唯一 的 ， 在 格 内 并 和 交 痢 是 民 好 
定义 的 二 元 运算 . 

定理 8.2.1， 在 格 内 下 列 定律 六 

L1. 徊 等 律 . x 门 x+ 二 + 和 xljx 一 xX, 

L2. 交换 律 . xfy 一 yx 和 xUy 一 yUx. 

L3. 结合 律 . x 们 (y 门 z) 一 (rnynz 和 xU(yUz) 一 

(x Uy)Uz. 

L4. 吸收 律 . x 站 (xUy) 一 x 和 xzxUGrmy) 一 >x. 

证 明 ，LI, LL2 和 LL4 是 lu.b. 和 和 8.1.5. 的 定义 的 直接 推 
论 ， 对 于 53, 令 yflz 一 x 和 x 人 # = ww。 这 里 wv 是 * 和 ww 的 
下 界 ,因而 也 是 x,y 和 zz 的 下 界 。 但 是 x,y 和 zx 的 任何 下 而 
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包含 在 zx 内 ，、 所 以 也 包含 在 x 人 Nw 一刀 内 。 因 此 允 是 *,y 和 
z 的 g.1.5.。 辐 理 , (x 门 y) 们 sz 也 是 x,y 和 zz 的 g.1.5.， 因 向 
x 站 (yz) = 二 (x 站 y) 门 z. 用 同样 的 方法 可 以 证 明 xU(y Uz) 
和 (xUy)Uz 息 x，y 和 2 的 1.u.6b. 

定理 8.2.2， 定 律 L1, L2, L3 和 54 完全 决定 了 格 . 

证 明 . 在 满 旦 Ll L2, 上 L3 和 上 4 的 任何 体系 内 ,x 作 y 一 
y 必要 而 由 只 要 x Uy 一 *。 如 果 我 们 定义 + 宇 y 在 这 个 体系 
内 是 指 *mny = 二 y， 则 这 体系 相对 于 这 个 关系 是 一 个 偏 序 集 
合 。 于 是 从 a 几 la 二 4 得 出 Pl. 如 米 afib 二 5b 和 和 bilc 三 ， 
则 ac 二 a 站 GNc)== (4amM2)Nc = 二 26[ 人 ec 二 c， 这 就 证 朋 
了 P2. 如 果 an2 一 2 和 2nz 一 4 由 于 zf 一 2 站 za, 我 们 
就 有 P3, 因此 ,在 包含 关系 的 这 个 定义 下 ,已 知 体系 是 一 个 偏 
友人 集合. a bf (aflb)= 
a 门 b, 因 而 a 站 5 是 a 和 5 的 下 界 . 但 是 如 果 4 二 x 和 6 过 +, 则 
za 站 zx 一 xx blr = x,IAMT EN a 
r+, 所 以 a 站 5 是 a 和 56。 的 g.1.b5.. 国 理 ,如 果 y 二 a 和 ?二 2 ， 则 
aUy 一 y 和 bUy 二 y, 因而 y 一 《a U8)Uy; 由 此 得 出 U5 
不 仅 是 上 和 上 的 上 和 珊 , 而 县 还 定 1.x.2.。 

有 些 格 还 具有 进一步 的 性 质 。 下 面 是 对 我 们 有 用 的 一 些 
格 . 

定义 .如 果 在 格 Li 的 元 素 x; 和 格 L, 的 元 素 y; 之 间 存 
生计 Xi < y;, 使 得 忆 NN rj yy; 和 xiU xi 过 


各 和 下 
如 和 昌 志 过 
者 二 


如 果 工 的 全 体 元 素 的 集合 具有 1， 则 它 叫 做 全 元 素 ; 
又 如 果 有 g.1.6.， 则 它 叫做 零 元 素 . 
定义 ， 禾 工 叫做 分 配 的 ,假如 它 满足 定律 : 
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Dl. anteuUc) 一 (np2)UCenn e). 

定义 ， 格 工 叫做 模 格 , 如 果 它 清 足 下 列 生 律 

M. 如 果 4 一 A， 出 aN C6Ue) = bU(afl ec). 

格 或 更 一 般 的 偏 序 集合 说 是 满足 极 小 条 件 的 ， 假 如 任何 


| 于 


链 4: 二 4 过 cs: … 必定 古 有 限 的 ; 又 说 是 满足 极 大 条 件 的 ， 
假如 任何 链 aiCezCeasC :… 必定 是 有 限 的 . 
定义 ， 在 格 工 内 ;有限 链 * 一 xmx 二 …:2xe 一 》 叫 做 
极 大 的 ,假如 X; 盖 住 xi 一 0 1 di Bi X = Xo>X;> 
“>ra=y. 人 d. 


上 着 
志和 
短 


各 雪人 


8.3. 模 格 和 半 模 格 


在 任何 格 内 ,使 < 二 xz 过 2 的 x 的 集合 组 成 一 个 子 格 ,叫做 
商 格 a/b.。 可 以 表示 成 aU2/ 和 a/a 人 5 的 两 个 商 格 囊 做 彼 
此 透视 的 . 又 如 果 Ci1/ Di SS CiAIA bin (一 1，……:2 一 也 透 
视 ， 则 我 们 说 a1/5, 与 44/5, 是 射影 的 . 

定理 8.3.1， 在 模 格 内 ,透视 的 两 个 商 格 是 同 构 的 ， 

证 明 . 在 模 格 内 给 了 商 格 a U5/&b 和 和 
a/a 作 5， 对 于 a/a 门 5 内 的 任何 x, 定 义 

y(x) = x Ub. ” 
对 于 a Us/2 内 的 任何 y, 定义 

x(y) — y fa. < 
第 一 个 号 射 把 ay]ea 人 2 的 元 素 台 成 azU2A12 的 “Nb 
元 素 , 第 二 个 映射 把 aU5/6 的 元 素 映 成 四 4 遵从 疝 
4/a 门 5 的 元 素 . 对 于 a/afb 内 的 x, x[y(*)] 二 (xUb) 人 Na. 
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因为 zx 我 们 可 以 应 用 屈 律 ,而 且 站 (xzU 人 = 一 xzU(e 站 = 
x, 因为 + 忆 a 门 5，。 因 此 xiy(x)] 一 *。 同 理 , 在 acU2/ 内 应 
用 模 律 ,对 于 y 有 y[x(y)] = 二 y， 因 而 x 一 y(x) 和 yy 一 x(y) 
导出 这 两 个 商 格 之 间 的 一 一 对 应 。 还 要 证 明 这 个 对 应 保持 了 
榈 鸭 运 算 . 对 于 a/a 间 2 内 的 x 和 xz, yriU az 一 (zc UxrDU5b= 
(xiU6) U(x, Us) 和 y Cri) Uy (x2). 再 有 YL 一 x(y1), Y2 一 
xCy2), MH Nx = x Cy) NN x) = (yf a) NN (fa) = 
yyfa = ry y). 于 是 yx xr) = ylxlyi fy 1 = 
yi 人 yz 一 y《x) 们 y《x2)。 因 此 两 个 运算 在 映射 + 一 y(x) 下 都 
保持 着 。 由 于 对 应 是 一 一 的 ， 由 此 得 出 这 两 个 运算 在 y 一 
x《y) 下 也 保持 着 . 也 可 以 用 同样 的 方法 证 明 y -> x(y) 保持 
推论 8.3.1. 在 慷 敬 向 两 个 射影 商 格 基 同 构 的. 


“ 注 骨 根据 计 的 维 玫 施行 归纳 法 ， 如 未 d(x) 二 1， 
则 x* 之 0 是 从 x 到 0 的 唯一 的 链 , 设 7 王 wo 二 之 …' 这 
ra 二 0 是 从 x 到 9 的 一 个 航 大 和 链 , 央 设 + 二 yj 记 yy 之 -二 
ys 一 0 征 为 一 个 极 大 链 ， 如 果 x 二 则 根据 归纳 假设 ,从 
ti 和 1 y1 起 的 极 大 链 右 相同 的 长 星 4 一 1, 因 出 :一 1 二 4 一 1 
5 一 4 如 条 如 和 关 力 则 记 妆 王 冯 站 7 加。 于 是 商 格 */xzs 和 
y1/ ?2 十 透 视 的 ， 和 而 且 +/y 和 *y aa 也 和 十 如 此 .因为 xx 和 
x+/y1 都 不 包含 中 国 元 素 , 所 以 六 盖 za 和 x 之 2。 因为 从 + 
到 0 的 抽 有 极 大 链 的 长 度 邦 是 4 一 1， 所 以 从 z% 到 0 的 所 有 
极 大 链 风 长度 部 是 4 一 2， 因此 从 yy 到 zz 到 0 的 链 的 长 度 是 
4 一 1， 所 以 根据 电 纳 假设 , 链 六 二 广 二 0 也 是 如 此 ， 
因此 >* 一 久 盖 邦人 人 > 六 一 0 的 长 度 也 是 4 一 + 
作为 这 个 定理 的 推论 ,我 们 得 出 约 当 - 戴 德 金 的 链条 件 在 
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模 格 内 成 立 . 
约 当 - 戴 德 金 的 链条 件 。 在 两 个 元 素 之 | 同 的 所 有 有 限 的 


i 


极 大 链 有 相同 的 长 度 . | 
如 果 二 2。 我 们 可 以 取 刀 作为 两 格 a/2 
内 的 零 元 素 然后 应 用 定理 8.3.2. 。 <> ， 
| Ye 


在 模 格 内 , 维 数 满足 一 个 重要 的 关系 . 
定理 8.3.3。 在 元 素 的 维 数 有 限 的 格 内 ， 
下 列 定律 
d(x) + dy) 一 dxUy) 二 CCxr 站 7y) 
咸 立 ,必要 而 且 只 要 这 个 格 时 模 格 四 5 的 当 -区 
证 明 . 在 模 格 内 , 商 格 xUy/x 和 y/x 站 yy 会 条 作 
是 同 构 的 . 在 这 两 个 商 格 内 的 极 大 有 限 链 的 长 度 分 别 是 
dxU7y) 一 d(x) 和 d(y) 一 axzfy)。 由 于 同 构 , 这 两 个 极 大 
长 度 相 等 , 因而 有 (M ) 
d(x) + d(y) = d(x Uy) + d(x y). 
有 反之, 假定 定律 (M ) 在 一 个 格 内 成 立 。 假定 4 二 8B; 汽 
虑 两 个 式 子 4 人 (BUC) 和 BU(ANMC)。 这 时 
BC4， 
BCBUC， 
BEAN(GCBUC), 
ANCCEA, 
4nNCSGCEEUC， 
4nCcE4n(CBUC)， 
BU(ANC)EAN(BUC). 
因此 当 这 两 个 式 子 的 维 数 相 等 和 时， 它们 是 相等 的 .利用 和 寺 式 
(M )， 
d[ BUCANC)Y = a(B) + dANMNC) — dBNANC) 
= d(B)+ dANC)—aCBNC) 
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~ dBUC)— AC) + dANC) 
-— dBUC)++ dA)— a AUC) 
= d(A)++ dBUC)— adAUBUC) 
~ dl AN(BUC)]. 
办 此 A4N 站 (BUC) 一 BUG4nC) 如 模 律 成 立 . 
使 用 盖 住 关系 4 > 了 3 我 们 采 定 义 在 格 内 可 能 成 立 的 两 
种 半 模 性 质 . 
定义 .下 半 模 性 : 如 有 泉 当 4 二 了 B 和 4>C:8 天 (5C 有时， 
就 仓 B BNC 和 C 之 BNC, 则 格 吊 做 下 半 模 格 . 
上 半 模 性 : 如 果 当 4 二 B 和 4 一 C,，B 关 CC 时 ,就 有 
B < BUC 和 和 C < BUC, 则 格 册 做 上 半 神 格 . 
显然 这 两 种 半 模 性 征 役 此 对 偶 的 ， 而 且 根 据 定 理 8.3.1， 
还 各 是 模 性 的 推论 ， 我 们 现在 来 证 明 , 在 有限 维 的 格 内 ,这 两 
种 半 模 性 共 问 导出 模 性 . 
定理 8.3.4.， 在 半 模 格 工 内 , 如 采 4 二 8B 而 且 在 4 和 B 之 
间 存 在 有 限 的 极 太 链 。 则 在 4 和 之 间 的 所 有 有 限 极 太 链 帮 


者 


宇明 这 个 定理 的 证 明 在 主要 方面 与 定理 8.3.2. 的 相仿 

假定 工 是 下 半 模 格 . 如 采 存 在 从 4 到 B 的 长 度 为 上 的 极 大 链 ， 
则 4  B, 因而 从 4 到 B 没有 其 他 的 链 。 我 们 对 从 4 到 B 的 
极 六 链 的 长 度 施 行 归纳 法 .假定 

A=A4,>>A>A4>:..……> 4,=B 
征 从 了 到 下 长 式 为 ”的 极 大 链 ， 而 且 这 个 定理 对 长 魔 小 于 > 
隐 通 已 经 成 立 。 现 在 令 

4 一 太 >>U>D> .>D 一 8 
十 从 了 到 了 3 的 态 一 个 极 大 链 。 那么 如 果 局 一 41, 则 从 41 = 
Ui 到 B 的 极 大 链 根 据 归 纳 假设 必定 有 长 度 + 一 1， 因而 定理 
成 也 . 
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其 次 ,如 果 U, 关 4,, 则 根据 下 半 模 性 ， 
A > UN 4,, U, > UN A. 

记 DIM 4 二 7, 我 们 将 有 有 和 链 

A=A>A>4>:…> 4,= 8, 

A= A,>A>V>.…>V,= 8B, 

A=U>U>V>.…>V,= 8B, 

A=U>U>U >.…>>U,=8. 
对 从 4 到 B 的 链 应 用 归纳 假设 , 我 们 有 mm = 二 +, 因而 前 两 个 
链 有 相同 的 长 度 。 第 二 和 第 三 个 链 有 相同 的 长 度 wm。 青 对 从 
U 到 8B 的 链 应 用 归纳 假设 , 我 们 有 m = 二 s。 因此 全 部 四 个 链 
都 有 相同 的 长 度 ， 因 而 这 个 定理 对 于 下 半 模 格 成 立 。 用 对 偶 
的 论证 可 以 对 上 半 模 格 证 明 同 样 的 结果 . 

我 们 从 这 个 定理 知道 ， 在 半 模 格 内 ， 一 个 元 素 4 的 维 数 
da(A) 是 在 4 和 零 元 素 0 之 间 的 所 有 极 大 链 的 长 度 。 在 有 限 
维 的 半 梗 格 内 ,我 们 有 联系 诸 元 素 的 维 国 数 的 不 等 式 . 

定理 8.3.5， 设 工 是 有 限 维 的 格 ， 如 果 工 是 上 半 模 格 ,， 则 
(1) dXUY) 二 4aCXIM ZI 生 人 X) 十 dAY). 如果 工 是 下 半 
模 格 , 则 (2) AXUY) 十 dXNY) 之 dX)++ aCY). 反之 ， 
(1) 导出 上 半 模 性 .但 是 《2) 并 不 导出 下 半 模 性. 

证 明 . 根据 定理 8.3.4， 如 果 工 是 半 模 格 和 而 且 R 汪 ， 则 
4d(R) 一 4($) 是 在 R 和 S 之 间 的 极 大 链 的 长 度 ， 因 为 从 零 元 
索 到 RR 的 所 有 极 大 链 有 相同 的 长 度 ， 于 是 R 的 维 数 是 从 R 到 
雪 包 括 5 的 极 大 链 的 长 度 . 我 们 将 在 证 明 中 利用 这 个 事实 ， 

假定 工 是 上 半 模 格 . 我 们 用 4 之 B 表 出 4 一 B 或 4 
B; 把 它 读 做 “4 最 多 盖 住 B ， 那 么 设 

XNY=U<U0<0<…<U,=X, 
XNY =V,<V<V VY, 
我 们 可 以 断定 UUV; 宇 UjiUVj; 和 Ui;UV) UP 对 
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于 所有 1 二 1,…*,m 和 7 二 1， ， 我 们 对 十 7 施行 归 
纳 六 来 正明 这 一 上 感 ,1 十 J 入 最 小 的 千古 所 2, 向 对 于 这 个 但 ,上 
半 村 性 上 晰 是 

[UP 二 太一 DiUF 和 DU 之 玉 一 Do 六， 

和 DiUP = (UUV,-)U (UUT,). 
而 由 根据 归纳 假设 ，Uj;UVjii 之 UjiUTVj- 和 Di UP 全 
UiUTVji， 因 向 根据 上 半 模 性 ，U; UYV; 之 U; UTVj-， 和 
U;UV; 之 UjiUTV;, 这 嘴 候 我 们 所 杰 证 明 的 .于 契 对 十 二 二 
n, 十 VV 二 Y， 

Y<UUY <UUYE-.….<U,.UY=XUY. 
因而 从 Y 到 XUY 的 极 大 链 的 长 奶 最 多 是 六。 但 是 我 们 在 上 
面 训 过 ,这 表示 

dXUY)— AY) Rm =A) — dXNY), 
因而 在 上 半 模 格 内 不 等 式 (1) 成 立 ， 利 用 对 偶 内 论证 可 以 让 
明 在 下 半 模 格 内 不 等 式 (2) 成 立 。 这 就 证 明了 定理 中 的 正 命 
题 闭 分. 

引 理 8.3.1， 如 果 人 不等式 (1) 在 工 内 成 并 , 则 从 UV 二 VV 得 
dV) = dV)+1. 

证 明 . 设 0 一 UV < Di 一 岂 二 < <U 一 避 定 
从 0 到 的 最 长 的 链 .。 不 可 能 存在 从 0 到 U0, 的 长 度 大 于 1 
的 链 ， 因 为 如 果 存 在 的 话 ， 我 们 就 能 构造 从 0 到 如 的 较 长 的 
链 ， 因此, 4(U) = 二 :和 4d(Ui)= 二 1, i 二 0,"……，1 一 1. 和 于 
有 ， 因 为 已 盖 了 , 我 们 有 a(U0) 宇 dV) 十 1， 所 以 1 一 1 之 
a(V ). 让 我 们 取 0; 使 U;SV,Ujw 壬 V., 在 0，1， ,: 一 1 
中 必定 存在 这 样 的 1. 于 是 UrUr 一 U, Urn{ lV 二 U,. 
根据 不 等 式 (1), dUjn UV) 十 Cn 所 4d4(V) + 
4d(Ui#t) ;因而 tz 十 1 志 4AV) 十 j 十 1 或 1 一 1 所 ad(V), 所 以 
d(T7) 一 1 一 1,dCU) 一 上 一 4O7) 十 1 
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现在 我 们 引用 引 理 和 不 等 式 (1) ,假定 4 一 B,4 一 C 而 
且 B 关 C.。， 那么 4 二 BNMC, dB)= dA4)+1, d(C)= 
d(A) 十 1。 根据 不 等 式 (1), 4d(BUC)+a(BNC) 二 4(B) 十 
4d(C) ,这 给 出 zaBUC) 和 404) 十 2. 但 是 BUC 关 B,C， 
因而 2(BUC) = 7B) 十 1 =— d(C) 十 1, 给 出 BUC 二 8， 
BUC > 二 (CC，, 这 启明 工 是 上 半 模 格 。 因为 维 数 (X4) 定义 为 从 
0 到 和 的 最 长 的 链 的 长 度 ， 它 并 无 对 偶 的 性 质 ， 所 以 不 能 由 
此 认为 从 不 等 式 (2) 得 出 世 是 下 半 模 格 。 包含 五 个 元 素 0， 
7T，4，BiCBE, 的 格 , 当 4nB,= 一 4nB 一 0,.4UB 一 
A1U B; 二 了 时 ,满足 人 不等式 (2) 但 不 是 下 半 模 格 . 

定理 8.3.6。 有 限 维 的 格 是 模 格 ,必要 而 且 只 要 它 同时 是 


和 


证 明 . 我 们 已 经 看 到 从 模 性 可 以 得 出 两 种 半 模 性 .而 如 
未 再 种 半 模 性 成 立 ， 则 根据 定理 8.3.5， 我 们 有 d(X UY) 十 
4(XNY) 二 A(X) 十 A(Y)， 因 而 根据 定理 8.3.3， 可 以 得 出 
模 性 ， 

定理 8.3.7， .有限 ?” 群 的 子 群 组 成 一个 下 半 模 格 . 

证 明 . 在 $1.4 里 定义 的 子 群 的 并 和 交 当 然 满 足 格 的 公 
理 , 而 且 一 个 群 的 于 群 在 包含 关系 下 是 偏 序 的 .如果 4 二 B 
和 4 >C， 这 里 4, 8, C 是 有 限 2 群 的 子 群 ,; 则 B 和 C 是 4 
的 极 大 子 群 ,因而 根据 定理 4.3.2, 它 们 有 指数 p， 根 据 关于 指 
数 不 等 式 的 定理 1.5.5, [B:8N 站 C1] 和 [C:BNC] 最 多 是 p， 
因 币 吓 1 或 pz， 因此, 如果 B 关 C, 我 们 有 B> BNC 和 CcC> 
B{IC. 


8.4， 主 序列 和 合成 序列 


我 们 现在 把 前 几 节 的 结果 联合 起 来 ， 用 来 研究 群 的 子 群 
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的 结构 我们 芳 虑 群 G 的 子 群 的 链 ， 其 中 每 个 子 群 都 是 前 面 
一 个 群 的 正规 子 群 . 


G = A2AA DA,, (8.4.1) 
这 里 每 个 4; 是 4;-i 的 正规 子 群 ,我 们 把 这 记 做 : 
A, < A,, 1 一 1,..-,n, (8.4.2) 
群 4; 叫做 群 G 的 次 不 变 群 . 
随同 这 个 链 的 有 商 群 的 序列 
A,f A, 1 一 工 -7 (8.4.3) 


如 果 每 个 4; 都 是 G 的 正规 子 群 ， 我 们 把 (8.4.1) 加 做 正 
规 链 或 正规 序列 我们 也 把 它 则 做 不 变 序 列 , 如果 4; 4 4i， 
1 一 1 ,"…, 7, 一般 不 能 由 此 得 出 4;4G, 因而 正规 序列 的 要 
求 要 比 (8.4.2) 强 . 如 果 我 们 只 假定 (8.4.2) ,我们 把 这 个 序列 
叫做 次 不 变 序 列 . 如 果 在 正规 序列 中 每 个 4; 是 包含 在 4 
中 的 和 极 大 正规 子 群 ， 则 这 个 序列 叫做 主 序列 . 如 果 在 次 不 变 
序列 中 每 个 4; 是 4i-: 的 极 大 正规 子 群 ， 则 这 个 序列 叫做 合 
成 序列 ， 用 格 的 术语 来 所 ,如 果 (8.4.1) 中 的 包含 关系 是 盖 住 
关系 , 则 正规 序列 叫做 主 序列 ,次 个 变 序列 叫做 合成 序列 .此 
外 我 们 可 以 要 求 群 4; 是 相对 于 算 子 集合 8 的 容许 子 群 . 

我 们 可 以 把 关于 模 格 的 一 般 定 理解 释 成 关于 子 群 的 定 
理 ,或 者 关于 络 上 的 合同 关系 的 定理 ,或 更 一 般 地 解释 成 关于 
任何 代数 体系 上 的 合同 关系 (这 种 关系 彼此 可 交换 ) 的 定理 ， 
使 我 们 能 得 到 关于 群 的 最 强 结果 的 主要 定理 是 定理 2.4.1. 格 
的 定理 取决 于 模 律 ,而 这 是 以 不 同 的 途径 在 代数 学 内 产生 的 . 
因而 下 于 代数 学 中 假说 的 变更 ， 从 格 的 同一 个 定理 得 出 不 同 
的 定理 .在 群 论 中 需要 关于 模 性 的 一 个 辅助 定理 .我 们 说 群 
G 的 子 群 4 和 B 是 可 交换 的 ,假如 子 集 4B 和 B4 是 相等 的 . 
在 这 种 情形 下 容易 验证 4UB = 二 48 一 BA, 因 而 子 集 4B= 
B 4 事实 上 是 群 。 根据 定理 2.3.3， 如 果子 群 4 和 B 中 有 一 个 
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是 正规 的 , 则 它们 就 是 可 交换 的 ,显然 它们 在 4U 8 中 的 正规 
性 是 唯一 要 求 的 ， 
定理 8.4.1. 设 4, B,C 是 群 G 的 子 群 , 4 二 8。 那么 
AN(BUC)= BU(CANC) 
成 立 的 充分 条 件 是 B 和 C 可 交换 . 


证 明 ， 像 在 定理 8.3.3 的 证 明 里 那样 ， 我 们 总 看 到 ,如 果 
4 二 8B, 则 
BU(ANC)EANGCBU CO), 

因而 只 需要 证 明 相 反 的 包含 式 .4 站 (83 U C) 的 元 素 有 形状 4= 
bc,a€ A, bE B,c EEC, 同时 是 4 和 BUC 的 元 素 ,| 册 且 因 
为 B 和 C 可 交换 ,B UC 的 元 素 有 形状 bec, 于 是 c=6"ia€ 4， 
因为 BCA4. 因此 这 个 c€ 4NMC, 于 是 bc€ BU(4NcC). 因 
而 4 站 (BU C)SBU(4Nc), 定 理 也 就 证 明了 .这 对 于 可 北 
络 的 子 络 也 成 立 , 在 可 逆 络 内 至 和 C 的 可 交换 性 表明 BU C= 
BC，2Drle 一 br!(pc) 一 < 的 结论 只 要 求 可 逆 律 . 

定理 8.4.2， 加 细 定 理 *. 设 忆 一 4 二 4 二 … 了 4 一 
了 和 口 一 Bo 过 BD… 二 B。 一 了 是 模 格 内 从 忌 到 了 的 两 个 
有 限 链 孝 么 机 A A A 
4 一 4 一 1 2 和 Bi 一 BioDBj 二 Bi 一 
2 1 一 1， … 7 的 方法 来 加 细 这 两 个 链 ， 使 得 商 格 

4ii-i/ Aii 和 Bii-VBiz 是 射影 的 . 

证 明 . 令 4 一 4iU (C41 8B), Bis=B;U (BN 4), 

i 一 1 2 了 一 1 加， 于 是 4i,j-1/ 4i; 透 视 于 


1) 最 初 的 约 当 - 堆 德 尔 定理 为 很 多 数学 家 所 扩充 和 推广 ,最 初 的 定理 起 约 当 
(C. Jordan f1]) 和 堆 德 尔 (D. Halder [1 ) 提出 ， 它 由 耐 特 (E. Noether[1] 
各 克 鲁 勒 (W. Krull [1,2]) 推 广 到 带 算 子 的 群 ， 加 细 定 理由 施 赖 尔 (Q. Schreir 
[4] ) 和 蔡 森 豪 斯 (CH. Zassenhaus [1]) 提出 。 这 个 定理 由 鄂 尔 (O. Ore [2]) 
改写 成 这 里 给 出 的 格 论 的 表述 ， 推 广 到 偏 序 集合 是 由 鄂 尔 (DO. Ore [1] 〉 和 麦 
克 苦 (S。MacLane [3] ) 做 到 的 ， 


下 


A BAN BIUCANB DO， (8.4.4) 
因为 从 B; 守 Bj 我们 有 
(Ai BD VU AU AN B,) = AY (A B,-,). 


(8.4.5) 
冉 有 ， 
(AlN Bi-) NL AY (Aiif B;)] 
= (A BD)U (CAN Bi A;) 
= (A-NB)U(ANB,.);, (8.4.6) 
在 (8.4.6) 中 用 到 了 模 律 ， 同 理 ,Bj,;-1/ Bj,i 透视 于 (8.4.4) 中 
的 商 格 ,因而 定理 证 明了 . 


这 个 定理 和 它 的 证 明 对 于 群 G 的 次 不 变 序列 也 成 立 ， 这 
时 如 有 果 我 们 取 G 为 带 算 子 8 的 群 ， 则 子 群 都 是 容许 的 。 这 就 
自然 地 包括 了 不 带 算 子 的 群 ,只 要 我 们 取 8 为 恒 同 算 子 就 成 . 

定理 8.4.3 (关于 群 的 加 细 定 理 ). 设 G 是 带 算 子 2 区 肖 
和 而且 G 一 4 二 4 二 A, = 日 和 G6 = Bo Bo: :二 B, 
HH 证 从 G 6 到 三 的 容许 于 习 的 村 个 次 不 变 序 列 那么 可 以 插 进 


有 和 -一 也 0 用 Bis = B;, 1==1,..…*,m 

水 如 细 这 两 个 序列 ,使 得 商 玫 
hi 和 Bii-i/ Bi 

是 算 子 同 构 的 . 

证 明 . 根据 定理 2.4.1, 容 许 子 群 的 透视 的 (因而 射影 的 ) 
高 群 是 算 子 同 构 的 .因此 ,为 了 说 明 从 定理 8.4.2 的 证 明 得 出 
这 个 定理 , 我 们 必须 指明 在 证 朋 中 出 现 的 商 群 XX/Y 有 YY4X 
I 而且 在 (8.4.6) 里 应 用 的 模 律 成 立 。 由 于 容许 子 群 的 并 和 交 仍 


是 容 计 的 ， 在 证 有 明 中 用 到 的 子 群 都 是 容许 的 。 现在 4,,; 一 
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AiU(Ai 站 Bj) 是 4 二 AiU (Ai 人 Bi 的 正规 村 群 , 基 
为 4; 和 4; 门 B; 都 被 4;-i 几 Bj-! 变 到 目 身 , 同 理 ，B;j,;44 
Bi。 AllB; A ANBj 以 及 它们 的 并 都 是 4 i 站 Bj 
的 正规 子 群 ， 因 而 (8.4.4) 是 商 群 .在 〈8.4.6) 中 ,因为 4 在 
4;-1 中 是 正规 的 ,4; 与 4;-1 的 任何 子 群 可 交换 ,因而 与 4 识 i 
B; 可 交换 。 因 此 根据 定理 8.4.1， 可 以 象 在 (8.4.6) 里 那样 地 
应 用 模 律 。 于 是 我 们 的 定理 证 明了 .. 

在 主 序列 或 合成 序列 ( 带 或 不 带 算 子 的 ) 中 ,不 可 能 作 进 
一 步 的 加 细 , 所 以 下 列 定理 是 加 细 定 理 的 直接 推论 ; 

定理 8.4.4. 外 半生 六 水 定理 如 果 G 二 40 也 41*… 必 
A, = HH 和 和 G 一 了 > .一 B 一 已 芝 惠 个 芝 算 于 2 人 


天 和 
晶 


1 一 7 :的 事实 是 因为 在 加 细 定 理 的 不 是 单位 元 素 群 的 商 
群 之 邮 存 在 一 一 对 应 . 

在 正规 序列 的 情形 ， 作 为 正规 子 群 的 全 体 子 群 在 全 体内 
自 同 构 x 一 arixa 下 是 容许 的 ， 因 而 我 们 可 以 把 全 部 内 目 同 
构 包 括 在 算 子 集合 Q 内， 在 全 体内 自 同 构 下 保持 的 同 构 叫 做 
EE 因而 下 列 定 理 万 加 细 定 至 内 推论 : 

现在 如 果 x 一 (x)g 是 G 的 中 心目 同 构 , 则 

a-i(x)oa = (a ira)o = (a)o (x)oa(a)o, 

因而 (a)aa"™! 与 每 个 (x)o 可 交换 , 于 是 它 必定 是 群 的 中 心 的 
元 素 , 记 做 xz。 因此 ,对 于 中 心 自 同 构 ,(a)o 一 sz 对 于 群 的 每 
个 元 素 a 和 中 心 的 一 个 适当 的 元 素 x， 这 里 z 取 决 于 4。 及 
之 ,容易 看 出 这 种 形式 的 自 同 构 是 中 心目 同 构 、 


8.5. 直接 分 解 


假定 在 模 格 内 给 了 zw 个 元 素 4 ，4， 使 得 如 果 我 们 
记 A;= AU YU atU 4AinU- Uy Am,s1=1,...,m, 
则 4i; 门 4; 一 0 ( 零 元 素 ), 1 二 1,……, m. 于 是 我 们 说 4 一 
AtU i A, E11 4 的 家 并, 而 且 记 人 
A= A(X AX :XxX A,. (8.5.1) 
在 群 论 中 当 4 是 44,"……，4 的 直 积 对 就 发 生 这 种 情况 . 
定理 8.5. | | J 


和 二 


证 明 ; 礼让 胃 企 人 知 的 4 (例如 A1) 可 以 换 成 与 
它 射 影 的 某 个 Bi ， 使 得 了 一 有 XXX4X… XA;,= B; XxX 
4A4; X … X 4%。 这 是 定理 证 明 的 主要 部 分 。 在 把 41 换 成 B， 
以 后 ,我 们 可 以 在 第 二 个 分 和 解 式 中 继续 把 4; 换 成 菜 个 Bi, 等 
等 。 在 代 换 时 过 程 中 不 可 能 用 同一 个 8; 两 次 ,因为 这 就 将 建 
及 任何 因子 与 其 余 因 子 的 并 相交 于 零 的 氏 求 .我 们 必须 有 是 
够 的 B 去 代 换 全 部 有 肉 4, 向 且 因 为 每 个 BCST, 显然 在 全 学 4 
邦 被 代 痪 时 不 能 有 任何 剩余 的 。 因而 mw 二 x。 我 们 i 4; = 
A UA-Y Air UU U A,,, 1= 1],.…, 放 和 B; 一 BIU- 
UBiiUBinU…UB,, 1 一 1 2 而 且 对 了 的 维 数 施 
行 归 纳 靶 来 作为 证 明基 础 ， 这 个 定理 在 维 数 为 一 的 情形 是 最 
然 的 ， 

情形 1 对 寺 某 个 六 4UB 一 如 JUJBi 一 7 这 有 时 

d(.41) = d(T) ~— 4d(B;) + dAiN B);) 
—d(B,) + a(AiNB,) 2 a(B,), 
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同 理 2B)) 宇 dA(AD), 这 就 给 出 UAD= 二 4CB). 于 是 dd 站 有 7) 一 
d(A1 站 B;) 二 0, 因而 7 二 A1 XB, 二 A 可 XB;, 所 以 A1 和 8B， 
是 可 以 相互 代 换 的 . | 

情形 2 假如 对 于 某 个 了 (例如 7 一 1), 41U Bj;CT. 

it D, 一 A1UB,, Os, -全 Dl B,;, h = ] ， ""“*, 开 。 如 末 
Di 二 41U Bl 二 B1， 则 D1 己 B1U Bi 二 了, 与 假设 矛 古 . 因此 
91 二 DiNB1CBi 而 且 dA(01) < 之 4d(B1).. 工 是 这 些 B 的 直 开 ， 
因而 这 些 & 的 并 是 直 并 ,因为 0 全 Bs, h 王 1,-……, nn, 

定义 

C 一 U 04. 
于 是 因为 7 和 C 都 是 直 并 而 且 91CBi, 甩 以 d(T) 一 人 EBD 十 
“二 +d(B,), 
dC) = 4d(01) + -+ dO0,) < a(T). (8.5.2) 
因为 CCT, 根 据 关 于 维 数 的 归纳 假设 , 我 们 可 以 假定 定理 对 
于 C 成 立 . 

我 们 记 0, 二 91U…U 9,. 我 们 希望 证 明 U, = M,N,， 
这 里 M. 一 BiU.…UB，,， N, = Dif}:…: (DD,. 对 于 了 一 1， 
这 简化 成 六 = 二 BiN D1， 这 就 是 Ui 二 91 的 定义 。 证明 根 据 
归纳 法 ， 我 们 假定 U, = 一 Mi 人 Ai， 于 是 Uni = U;U Gil 一 
(MjNN)U(BiaN Dn), 这 时 DibPBMiDMInNi， 
根据 模 律 ,Zn — Djrf [(M NWN.,) U Br], 这 时 BjnCSB,CS 
Di, A= 2,.…, J];, 因 市 BnScN;. 最 后 ,Ujn = DfllN;N 
(BjriU M;)] Nin 们 Mjn, 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 对 于 > 二 
n，M, 二 了 了, 因 市 

C= OU:.…U0,= DND,N:….ND,2A, (8.5.3) 
最 后 一 个 关系 成 立 是 因为 Ds 二 41,4 二 1,*…,n. 因为 C 和 > 
4,, 我 们 可 以 运用 模 律 得 出 (CN ADUA41= CN(41U 41) = 
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C7 一 C， 因 为 显然 C 们 41 站 41 一 0, 所 以 我 们 有 
C= AlX(CNMNA)= OX -:.:.-. Xx 0O,. (8.5.4) 
对 此 ,根据 关于 维 数 的 归纳 假设 ;定理 对 于 CC 成立 ,因而 A1 可 
以 换 成 某 个 8 的 某 个 不 能 分 解 的 因子 (例如 ECSO). 根据 C 
中 的 可 代 换 性 , 4(E) 二 4(41). 又 因为 C= 二 Ex (CN41)， 
我 们 有 0 二 ENCN A 一 N44。 因此 4(EU 41)=4d(B) 十 
d(Ai1) = dA)+ dA4i) = 二 d(T), 志 以 T= AUE==EX 
A1. 其 次 ,ECO0, 一 (A1U B,)N 间 BsSBsMmHEN(ANMB,;)= 
ENA=0. EU(ANMB,)= BN (EVUAD= BNT=B;, 
因 布 
B ,一 已 X(4I 门 了 (8.5.5) 
但 是 根据 假设 ，B， 是 不 可 分 解 的 而 且 4A(E) 一 dd 二 
0. 因此 B, 二 EE 而 是 41 门 B; 一 0. 这 引出 
T= AX Ai= B, x Ai. (8.5.6) 
XxX B= ECOCB,, A Bs = 0; 一 (A1rU Bi) Bs. 于 
是 BCA1JB,, 因而 41U Bs 二 BhU Bs, 二 了。 因为 4( 41) 一 
d(B;), 我 们 还 必须 有 d( A1 门 Bi)= 二 4d( A1) 十 dB 一 ad(A1U 
B,) = ad(Bi) + dBi) — dA(T) = 0. 因此 
T= AXx BB, (8.5.7) 
而 且 4 和 B 是 彼此 可 代 换 的 这 时 hh 去 1, 因为 41U B， 一 
7 ,但 是 A41U Bil 闫 工 . 
情形 3， 对 于 所 有 j, 41U 8; 一 了 ,但 是 对 于 所 有 7 41U 
Bj; 导 TT, 这 是 不 包括 在 情形 1 和 2 里 的 唯一 可 能 情形 . 
交换 这 些 4 和 这 些 B 的 地 位 ， 我 们 可 以 应 用 情形 2 而 把 
任何 特殊 的 互 (例如 B,) 换 成 不 是 41 的 某 个 4, 经 过 重新 编 
写 可 以 取 它 为 4;,;。 于 在 
T= A XX An1l X An 
= BIX... Xx BX An= B, XxX An,. 


(8.5.8) 


1520， 


这 时 z 一 (zU 4;) 门 4; 是 从 商 格 写 ,/0 到 4;,/0 的 射影 ,因而 
根据 定理 8.3.1 的 推论 ， 它 是 格 同 构 ， 因 此， 如 有 果 令 BY = 
(Bj;U 4i) 站 4m，i 二 1,"…,# 一 1, 我 们 从 这 个 同 构 得 出 

4 = AX:... XxX A,i1= B+X:.. Xx B*.i, (8.5.9) 
根据 关于 维 数 的 归纳 假设 , 定理 对 于 4 成 立 , 因而 4 可 以 
换 成 4。 中 的 某 个 B# (例如 B?). 这 时 Bi1U 4% 二 (BiU do 
(AnU A») = [(BIV An,)fl A4n]U 4» = BIU An. 因此 BiU 
Ai= (BU AU UA NU A, = (A1U AUY… UA-1)U 
A 一 了， 因为 在 4 内 Bt 代 换 了 A1。 人 和 但 是 这 时 41U Bi 一 
T 二 BiU 41, 因此 可 以 应 用 情形 1, 因而 41 和 Bi 可 以 代 换 . 
注意 情形 3 并 不 一 定 发 生 ， 而 且 在 任何 迟 况 下 ， 对 于 已 知 的 
A1, 存在 Bi 使 41 和 Bi 可 以 代 换 . 

对 于 和 群 时 这 个 定理 是 : 

定理 8.5.2 ( 魏 德 本 - 雷 马 克 - 施 米 特 定理 )”". 设 G 是 群 ， 
的 正规 卫 带 强 屋 有 限 维 的 桥 . 那么 四 果 6 能 素 直 证 组 


| 
各 
志 二 
和 


“证明 办 为 我 们 已 经 确定 正规 于 群 组 成 模 格 ， 我 们 只 需 
楼 验 证 直 积 的 两 种 定义 是 协调 的 .在 6G = 4; Xx 4A; 一 B;X 8B， 
中 我 们 有 4 和 B; 都 透视 于 G/4;, 因 而 它们 是 射影 的 。 于 是 
在 4; 和 Bi 之 间 存 在 中 心 同 构 , 而 且 如 果 认 为 它 把 4; 映 到 自 
导 ， 则 它 束 成 为 G 的 中 心目 回 构 .因此 4 和 B; 的 对 应 元 素 


1) 这 个 定理 最 初 的 证 明 由 魏 德 本 (J. H. M. Wedderburn [1) 给 出 . 雷 
马克 (Remak [1,2]》 改 正 了 一 个 错误 ， 施 米 特 (O. Schmidt [Iimaart] [1]) 
把 它 推 广 到 带 算 子 群 。 格 的 定理 (8.3.1) 由 鄂 尔 (Ore [1]) 证 明 , 但 是 这 里 给 
出 的 是 经 过 勃 霍 夫 〈G. Birkhoff [1]》 作 了 少许 改变 的 形式 .， 
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只 相关 属 -二 G 的 中 心 交 一 个 因子 ， 
8.6.。 群 中 的 合成 厅 列 


假定 G = 4D4D:… 4 一 已 是 从 G 到 子 群 瑟 的 合 
成 序列 .根据 定义 ,4 是 4; 的 极 大 正规 于 群 .因此 47 43 
是 单纯 群 ,因为 4;/ 4 的 正规 子 群 对 应 于 4; 中 包含 Aini 的 
正规 子 群 (定理 2.3.4)。 | 办 此 如 果 4;/ A 是 阿 内 尔 群 ， 则 它 
不 能 包含 真 于 拜 ， 因 而 必定 是 丰 限 的 素数 阶 的 ， 在 主 序 列 各 
合成 序列 之 同和 存在 由 下 列 定 理 给 出 的 关系 : 

定理 8.6.1. 设 互 是 G 的 正规 子 群 ,使 得 存在 从 6G 到 五 的 


合成 六 列 ， 导 么 训 夺 从 到 的 让 认 有 


昭和 
时 


委 


-证明 天 的 任何 下 遇 证 区 可 D 用 手 寺 关 二 项 各 
细 成 合成 序列 。 因 此 从 G 到 玉 的 正规 序列 必定 短 于 一 个 合成 
序列 ， 奴 而 它 是 有 有限 长 的 .于 和 是 一 定 存 在 从 G 到 互 的 主 序列 

G = BOBD'..DB,= HH. 

如 果 二 1， 则 GJ/ 是 单纯 群 ,定理 也 就 成 六 ,我 们 对 台 施 
行 归 纳 法 ,因而 Bo/ Bi, 3 Bs/ Bn-1 中 每 一 个 都 是 有 限 个 
癌 构 的 单纯 群 的 直 积 。 还 需要 证 明 B,-1/ Bs 是 有 限 个 同 构 
的 单纯 群 的 直 积 ， 

Bw-1/ Bm 的 任何 正规 于 群 对 应 于 在 Bw-1 中 正规 而 且 包 
含 B; 的 糙 。 因 此 存在 极 小 正规 子 群 天 /B。， 这 里 天 二 B。 而 
且 天 在 Bo 中 是 正规 的 。 如 乐 开 一 Bo， 则 Bm-1/ Bw 是 单 
纯 的 ， 因 而 不 册 需 要 证 豚 什 么 了 。 现 在 禾 虑 天 在 G 内 的 共 钝 
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G 的 元 素 作 变 形 导 出 8,-i 的 目 同 构 ,所 以 每 个 KK; 邦 古 Bw- 
的 正规 子 群 .再 有 ， UK; 征 C 的 正规 子 群 ,因为 用 G 的 元 素 


作 变 形 从 个 过 优 此 交换 这 些 天。 因此 UK; = Bm 因为 在 


Bl 和 B。 之 间 没 有 G 的 正规 子 群 。 取 K = K!1, K; 守 Ki， 
KE KiU kK; 和 K; 竺 KiU “*"* UU Ki. U; 一 天 1 U "* UK, 中 的 
每 一 个 都 是 B,-: 的 正规 子 群 而 且 包 含 着 前 一 个 Uj-1， 因 为 
存在 从 G 到 B, 包括 B;-1 的 合成 序列 , 所 以 只 可 能 存在 五 限 
个 上 UU;， 因 而 对 于 茶 个 有 限 的 1，Bw-i 二 KiU -'* UK;。 现 在 
不 包含 在 其 余 的 天 的 并 中 的 K; 必须 与 其 余 的 K 的 并 相交 于 
Bn， 因 为 每 个 KK 都 是 Bw-! 中 包含 B， 的 极 小 正规 于 群 。 因 
此 , 删 去 包含 在 其 余 的 六 的 并 中 的 那些 天 ，Bow-VBo。 一 K1/ 
BU…UK: /Bo 这 里 每 个 天 ;Bo 是 了 -Bo 的 正规 于 和 群 , 已 
与 其 余 K;/B 的 并 相交 于 单位 元 素 群 .但 是 根据 定理 3.2.2， 
Bm-i/ Bm 是 Ki/ Bm,"……'， Ks/ Bw 的 直 积 .现在 如 果 KB。 有 
正规 真 于 群 ， 则 它 将 征 BY Bm 的 正规 于 群 ， 因 为 它 在 K1/ 
B， 内 是 正规 的 ,而 且 其 余 的 直接 因子 属于 它 的 正规 化 ， 但 是 
天 UV。 个 伪 定 为 极 小 正规 了 各 因此 Ki/ 8B, 是 里 纯 群 科 且 
Bm-1/ Bm 是 5 个 同 构 的 单纯 群 的 直 积 . 
关于 定理 的 着 命题 ,我 们 看 出 BC 天 CU2CUsCBi 是 
一 个 合成 序列 的 一 部 分 ， A 


和 和 


群 人 全 记 到 中 出 于 的 两 于 攻关 科 部 芷 全 让 


出 现 ， 
证 明 . 假定 4 和 8B 是 G 的 两 个 次 不 变 子 群 。 那 么 根据 定 


1) 这 些 结果 是 属于 维 兰 德 (及, Wielandt [2]) 的 
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义 我 们 有 两 个 链 : 
4 一 志 q4-q <d44G， 
B=B,<4B-4.…4B4G. 
这 时 在 链 4 = 4 二 洲 放 Bi 地 过 4 人 B 一 4 人 六 中 ,每 个 
于 群 或 痢 等 于 前 一 个 ,或 着 是 前 一 个 的 正规 子 群 (定理 2.4.1). 
内 此 
4 [iiBQCQdCO-d QQCqdd QQ4QC， 

这 里 C; 是 上 述 链 中 个 同 的 子 群 ,而 且 4 至 是 次 不 变 时 . 

现在 假定 最 初 的 两 个 链 是 合成 序列 . 那么 如 采 Bi 去 441， 
则 G 二 A1U Bi, 因 为 Bj 和 41 部 是 6 的 极 大 正规 子 群 。 这 肝 
A1 门 Bi 是 G 的 正规 了 于 群 ， 和 市 且 41/ 41 介 Bi 洋 G/ Bi 因而 是 早 
纯 的 ;因此 和 1 人 介 Bi 是 41 的 极 大 正规 子 群 .这 时 或 痢 41 Bi 二 
42， 或 者 41 站 Bl 和 A; 邦 是 41 的 极 大 正规 于 群 ， 因 而 41 二 
AiU (A BI) A AN B=ANN AN BY, FH A Af Bi 
A1/ A Bi > G/B 是 单纯 的 ， 又 AiNB/A),N bi 兰 A 4. 
仿 这 个 途径 悉 续 下 去 ,或 首 4 一作 一 水 站 Bi， 或 者 A, 几 B14 
A,;， 因 而 4;/ AN Bi 二 G/B1 是 单纯 的 . 这 时 我 们 有 合成 序 
列 

4 1iBId4 (BIiAd:.:.44(1BIABI<AG, 
站,QD-O DOQDIOWC、 

这 与 原来 的 合成 序列 相 类 ,但 十 在 Bi 之 前 包含 较 少 的 项 。 珊 
在 用 B, 人 代替 8B 来 重复 上 述 论证 ,这 样 继 续 下 去 ,最 终 我 们 就 
将 得 出 从 G 到 4 门 B 的 合成 序列 . 

要 证 明 两 个 合成 群 (我 们 是 指出 现在 合成 序列 中 的 子 群 ) 
的 并 还 是 合成 群 比 艾 困难 。 我们 对 从 4 = 二 4, 和 B 一 B, 到 
G 的 两 个 合成 序列 的 长 碟 > 和 施行 归纳 法 .特别 可 以 对 
r 十 了 施行 归纳 法 ,对 于 -十 一 2 定理 成 立 ,因为 办 UBI 征 
G 的 正规 了 于 群 。 为 此 我 们 需要 一 个 引 理 ， 
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8.6.1.。 如 条 C 是 G 的 合成 群 * 它 是 合成 群 4 的 真子 


这 个 引 理 成 立 是 因 为 如 果 
C= C4C,14...4014G 
和 4 一 4d4 4 <dL44G 
是 关于 4 和 C 的 合成 序列 , 则 象 前 面 一 样 ， 

4 一 4ncd4nhcdddncdCcdqdCidG， 
而 且 从 CC, 到 4 的 不 同 的 群 补 足 了 从 GC 到 4 的 合成 序列 , 后 
者 的 长 度 是 7 ,因而 7 

根据 归纳 假设 ，A4,-1U B, 和 4 UB,-I 都 是 的 合成 群 
如 果 4,-1U B, 是 G 的 真子 和 群 , 则 4 和 也 ,是 dmUB, 内 的 合 
成 群 , 它们 作为 4,-1U B, 内 的 合成 群 的 长 度 是 + < 过 + 和 s <<s 
(根据 引 理 )。 于 是 根据 归纳 假设 ，4,U B, 是 4-1Y B,( 因 而 
也 是 G) 的 合成 群 。 因 此 可 以 假定 4 UB. 一 G， 同 理 我 们 
可 以 在 4,U Bs- 是 G 的 真子 群 时 运用 归纳 夸 ， 除非 也 假定 
A,U Bi 二 G, 现在 根据 对 称 性 假定 + 二:. 于 是 如 果 26 8B,， 
则 

pb AbAb 1- LO ALAdA1dG, 
这 里 671A15 二 A1, 因 为 41 是 正规 的 。 现在 如 果 2"14,b 关 4，,， 
则 在 41 内 4; 和 24" 4b 者 是 合成 群 , 而且 这 两 种 情形 的 合成 
序列 的 长 度 都 是 + 一 1. 因此 根据 归纳 假设 ,4 一 4 UL4,2 
是 在 41 内 的 合成 群 , 这 里 从 41 到 4* 的 链 的 长 度 小 于 + 一 1. 
因此 根据 归纳 假设 , B,U 4* 是 合成 群 .但 是 B,U 4* 一 B,U 
4, 二 BUA。 因而 我 们 可 以 假定 4; 被 B, 的 每 个 元 素 变 到 目 
身 . 但 是 4, 也 被 4,-1 的 每 个 元 素 变 到 目 身 .因此 4 在 4,-1U 
B, 一 G 内 是 正规 的 .作为 G 的 正规 子 群 ， 我 们 可 以 取 4, 作 
为 41, 于 是 BUA== BUA1dBi UA14:**4BIUA14G. 
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这 成 立 是 因为 B; 和 4 被 有 Bi 一 变 到 自身 ,而 且 41 作 为 B;U 4 

的 于 群 显 然 把 它 变 到 目 身 . 因 北 BiUd4QB-U4。 于 大 

BU 4 作为 G 中 包含 合成 群 4 的 次 不 变 子 群 ， 本 身 也 是 合成 

群 ， 

导 题 

1. 设 群 6 的 阶 是 pq ,如 果 G 有 两 个 合成 序列 1C4C4C…C4C 
ApC CA = GICBHBCBCCB CB CCB,r = G, 
这 里 4, 是 p' 阶 的 而 且 8, 是 4 人 阶 和 的 ， 证 明 G 是 4 和 BB, 的 直 积 。 

2. 推广 习题 1 的 结果 , 证 明 , 如 果 G 是 有 限 群 而 且 对 于 整除 G 的 阶 的 
每 个 素数 p, 存在 6 的 合成 序列 ， 它 的 一 项 是 西 罗 子 群 5(p), 则 GG 
是 这 些 西 罗 子 群 的 直 积 , 

3. 证明 有 限 个 非 阿 民乐 的 单纯 群 的 直 积 的 自 同 构 互 换 它 的 各 个 因 
子 . 

4. 设 有 限 生 成 群 G 怡 好 有 一 个 极 大 子 群 4。 证 明 c 被 任何 不 在 4 内 
的 元 素 生 成 . 证 明 cG 是 素数 方 究 阶 的 循环 群 . 

5. 设 有 限 生 成 群 G6 恰好 有 两 个 极 大 于 群 4 和 8 而且 [c:4] = zp， 
[6G:8] = 4, 这 里 Zz 和 9 是 不 同 的 素数 。 证 明 6G 是 p*a’ 阶 的 循环 
群 。( 提 示 : 证 明 4Nn 8 有 十 正规 的 而 且 c/4n 引 是 循环 群 .) 

6. 假定 G 是 有 限 群 ，L(G) 征 维 数 为 2 的 证明, 如 果 G 的 阶 不 坡 平 
方 数 整 除 ， 则 至 少 有 一 个 西 罗 子 涪 是 正规 的 。 因 此 得 到 结论 : 6G 
的 阶 是 产 或 249, 这 里 和 4 都 是 胡 数 . 
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第 九 章 ” 融 洛 贝 尼 定理 ; 可 解 群 


9.1. 弗 洛 贝 尼 定 理 


定理 9.1.1. 由 弗 洛 贝 尼 (Frobenius [2]) 提出 的 最 初 形式 
是 与 群 论 中 的 许多 其 他 结果 在 本 质 上 完全 不 同 的 。 它 处 理 的 
不 是 子 群 , 同 态 或 置换 表示 ,而 是 有 限 群 中 的 一 个 方程 的 解 的 
个 数 。 它 被 P. 赫 尔 (Philip Hall [3]) 大 大 地 推广 了 ， 他 同时 
推广 了 所 研究 的 方程 和 关于 解 的 知识 ， 但 是 我 们 在 这 里 只 给 
出 原来 定理 的 适当 的 推广 . 
定理 9.1.1. 设 G 是 8 阶 的 群 而 且 C 是 包含 4 个 共 地 元 
素 的 类 . 那么 < 遂 历 C 时 方程 im 一 “的 解 的 个 数 是 (in 8) 
明 .， 设 4(C&, 2) 表示 G 中 这 种 元 素 的 子 集 , 它们 的 
次 方 寡 属 于 子 集 天 ,再 设 a(K, ww) 表示 4(K ,1) 中 元 系 的 个 
数 。 对 于 g 一 1, 《hn, 1) 一 1, 结论 是 显然 的 ,而 对 十 2 二 1， 
解 的 个 数 是 站 一 (4, g)。 我 们 可 以 对 8 和 ?施行 归纳 法 ， 假 
定 定 理 对 于 任何 二 nn 和 g < 二 g 成立 . 
如 果 c 二 wTicw 而 日 x? 一 c， 则 (wrxWw)* 二 c ， 这 给 出 
在 关于 元 素 < 的 解 和 它 的 任何 共 罗 者 的 解 之 闻 的 一 一 对 
应 ， 因 而 a(C, 2) 二 ,gl(c,n)， 如 果 r+” 二 c,， 则 xicx 一 
xz)x 一 x+* 一 cc， 因而 x” 二 < 的 解 属 于 < 的 正规 化 于 Ne 
根据 定理 1.6.1 它 是 g/4 阶 的 ， 因 此 如 果 4 二 1, 则 定理 在 入 
内 成 立 ,ale, 2) 是 (x,g/h) 的 倍数 ,因而 a(C,n) 二 %… se, 
n) 是 从 n, g/8) 玫 (hn, g) 的 倍数 ,证 明了 定理 。 
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WE， rr -证 nt ~ 


现在 候 定 = 1， 如 典 # 二 wy (21 no) 一 #1 之 二， 
1 放 1, 义 如 果 DD 一 A(C, A2)， 则 A(C, 1)= A(D, #1). D 
由 完整 的 类 组 成 。 根 据 归 纳 假 没 ,(z1, 8g) 是 a(C ,7) 的 约 数 ， 
霹 班 (1222， 8 ) 志 Z(C ， A ) iDESESS 于 是 因为 (pi ， 8) 和 (22 ， 8 ) 
古 互 索 的 ,区 以 它们 有 购 瑟 积 (za 8g) (mg8) 一 [22 8) 一 (7 
8) 整除 z0C， 27) 证 明了 定理 .现在 我 们 可 以 假定 x 二 是 
一 个 素数 的 e 次 方 罕 ， 如 果 2 整除 < 的 阶 #, 则 属于 A(c,7) 
的 元 条 xz 的 阶 息 mn。 于 契 在 由 x* 生成 有 的 循 坏 于 群 内 恰好 有 
2 个 元 素 属 于 4(c, 2)， 而 且 这 些 元 素 生成 同一 个 子 群 . 天 
此 a(c,#) 能 被 z 整除 . 

最 后 我 们 假定 2 一 六 与 < 的 阶 “ 互 素 ， 因 为 & 一 1，c 
在 G 的 中 心 内 .6 的 中心 的 元 素 中 其 阶 不 被 整除 的 组 成 一 
个 阿 内 尔 群 B, 它 的 阶 5 不 被 整除 . 

现在 设 a 和 c 丰 BB 的 两 个 元 系 . 因 为 p14, 方程 cy = cy 
在 B 内 有 了 唯一 的 解 y， 填 古 如 果 x? 二 co1， 则 我 们 有 (xy)” 二 
“因而 ac wn) 对 于 每 个 c€ B 具有 同一 个 值 ， 最 后 , 把 G 
的 8 个 元 篆 按 照 它 们 的 # 次 方 夫 折 属 的 类 来 计算 ， 先 计算 不 
企 B 内 的 那些 类 ,然后 对 B 来 计算 ,这 时 只 要 用 4& 先 关于 其 中 
一 企 元 素 < 的 数 a(c, #), 我 们 得 到 方程 

g 一 > a(c, nn) 二 ba(c,n)., 


现在 (x, g) 整除 第 一 个 和 式 中 的 每 一 项 a(c, nm), 这样 的 每 
一 项 或 君 迁 合 归 纳 假 及 或 者 属于 前 面 已 证 的 情形 。 再 有 ， 因 
为 (zn, 8g) 整除 8 而 日 与 5 互 索 ， 所 以 (4, g) 必须 整除 a(e， 
n) ,这样 束 在 所 有 的 情形 完成 了 定理 的 证 明 ， 

如 果 < 十 早 位 元 索 :, 则 一 1, 就 得 出 弗 洛 贝 尼 定 理 的 最 
切 形 式 。 这 时 对 于 所 有 的 元 素 都 有 xz 一 1, 因 而 如 果 (> g) 一 
m;, 则 从 x” 一 1 但 出 zx” 一 1， 
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ey 如 是” 是 和 6 的 除 9 约 长 则 方程 +” 二 1 


证 


和 汕 


家 内 为 单位 诺 素 满足 广 各 解 的 个 数 不 会 是 零 ,所 以 它 

至 少 是 7 。 

与 这 个 定理 有 关 的 是 一 个 有 趣 的 猜测 : 如 末 #* 整除 G 的 
阶 而 且 x" 一 1 恰好 有 = 个 解 , 则 这 些 解 组 成 G 的 正规 子 群 

往 意 如 和 东 G 包含? a 阶 的 子 群 日 ， 则 互 的 元 素 都 是 解 .。 其 
次 如 果 刀 一 1， 则 对 于 任意 的 z， (zxz)” 二 1, 因而 二 是 正 
规 子 群 。 于 是 问题 在 于 证 明 ?个 解 组 成 子 群 五，w 整除 G 的 
阶 这 个 假设 是 主要 的 ,因为 根据 拉 格 明日 定理 , 子 群 的 阶 整 除 
群 的 阶 。 再 有 ，x 刀 一 1 在 三 个 文字 的 对 称 群 (人 它 的 阶 是 6 7) 内 
恰好 有 四 个 解 ,而 这 些 解 不 组 成 子 群 . 


92. 可 解 群 


群 G 的 元 素 * yxzy 叫做 和? 的 换 位 子 ,我 们 记 
ty ry 一 (rz，y)， 
我 们 还 用 递归 规则 (xiy xo, xs) 一 (人 (xi xn xn) 
0 这 坚 征 向 是 损 亿 于， 更 一 般 地 ， 可 以 用 


二 


虽 时 


ca yy, Ce, d, ¢)). 我 们 递归 站 定义 换 位 于 的 权 ,我 们 说 
G 的 元 素 8 的 权 是 一 , w(g) 一 1 而 且 令 w(x,y) 一 w(x) 十 
w(y)。 因此 作为 换 位 子 的 元 素 的 权 取 决 于 把 它 表 成 换 位 子 
的 形式 而 不 取决 于 这 个 元 素 本 身 . 
根据 换 位 子 的 定义 , (x,y) 二 1 必要 而 且 只 要 yx 一 *y， 
因此 , G 中 的 换 位 子 都 是 1, 必要 而 且 只 要 G 是 阿 贝 尔 群 ,而 且 
换 位 子 可 以 用 来 衡量 一 个 群 离开 阿 贝 尔 群 的 程度 。G 中 由 全 
体 换 位 子 x™y™ xy 生成 的 子 群 6G 叫做 换 位 于 子 群 或 导出 群 。 
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G 显然 是 G 的 完全 不 变 于 和 群 . 

定理 9.21， 南江 G/G' 是 阿 风 尔 群 。 如 果 K 是 G 的 下 
电子 涯 而 且 G/K 是 向 贝尔 导 , 则 K 写 6” 

证 明 . 在 映射 6G 一 G/G 王 及 下 , 设 w 和 vw 是 瑞 有 的 任意 
元 素 而 且 x 一 2 和? 一"。 那 么 zx 一 所 uv。 但 圭 


一 1 ~1 


rlylxy€E G ,Ni x yy ry -> 一 to UV 因此 oz = uy， 
由 G/G” 是 阿 风 尔 群 。 现 在 假定 G/K 是 阿 贝尔 群 。 对 丁 x， 
y€ CC; 而 且 在 CG 一 G/ 开 下 zx 一 和 和 》 一 2 我们 有 
x-lylxry —> ul 
因而 每 个 换 位 子 zy xy 都 属于 天 ,因此 天 二 C ， 
定义 . 群 G 叫 做 可 解 的 ， 假 如 序列 66'26 了 


.2 
GD.… 在 有 限 步 后 终止 于 单位 元 素 群 (例如 GO 一 1)， ,这 


用 


里 每 个 群 C0 都 是 前 一 个 群 的 导出 于 
根据 定理 9.2.1, 每 个 商 群 C2716 2 都 是 阿 贝尔 群 ， 又 
如 果 G5 一 GD， 则 G6 一 GY 对 于 所 有 jij 之 1。 因此 定理 
9.2.1 中 的 包含 式 直 到 G? 一 1 之 前 都 是 真 包含 式 ， 
定理 9.2.2，。 可 解 群 的 每 个 于 于 和 商 群 者 是 可 解 群 
证 明 . 讽 G 是 可 解 的 币 且 恕 古 6 的 地 群 . 那么 根据 定义 
HCG'， 因为 了 H 由 日 中 元 素 的 全 体 换 位 子 生成 而 G' 由 G 中 
的 企 体 换 位 子 生成 ， 因 此 三 G7 等 等 ,所 以 如 果 GO 一 1， 
则 2 一 1, 即 互 是 可 解 的 .这 时 对 于 某 个 i 二 。，H" ) 可 以 
是 单位 元 素 群 ， 如 果 0 二 G/K 是 6G 的 商 群 , 状 虑 同 态 G 了 0. 
这 时 QO 中 的 每 个 换 位 子 郁 是 G 中 的 换 位 子 的 像 ,因此 G 一 9. 
继续 到 CO 一 00, 那么 当 G9 = 1 了 时 有 0 二 1 对 于 菜 个 
1 二 ee ,0 也 可 以 是 单位 元 素 群 . 
定理 9.2.3。 有 限 阶 的 群星 可 解 的 ， 必 要 而 且 只 要 从 G 
”1) 合成 序列 的 这 个 性 质 在 历史 上 是 可 解 性 的 最 初 定义 ， 但 是 这 个 定义 不 能 
出 到 巨 卫 群 ， 仙 ! 罗 瓦 理论 指出 : 多 项 式 方程 信 x) 一 0 可 以 用 根 式 解 , 必 
要 而 且 只 要 它 的 件 罗 瓦 群 可 解 . 
160。 
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证 明 . 假定 6 一 40 必 41D… 添 4, 一 1, 这 里 每 个 4;-1/ 
A; (一 1 7?) 都 是 素数 阶 的 循环 群 。 根据 定 理 9.2.1, 因 
为 G/41 是 阿 贝 尔 群 ,41 二 G 。 同 理 4; 过 Ai 二 G6” ,最 后 4 二 
G" ,因而 67 一 1, 所 以 G 是 可 解 的 .反之 ,假定 G 是 可 解 的 
和 有 限 的 .因为 C/G 是 阿 贝 尔 群 ,在 

GDG 一 G 一 DGO 一 1 

中 存在 极 大 正规 子 群 4 二 G" .因为 G/41 是 单纯 的 和 阿 贝尔 
的 ;所 以 它 是 素数 阶 的 循环 群 。 同 理 , 因 为 41 是 可 解 的 ,所 以 
A441 包含 极 大 正规 子 群 4 ,使 得 41/ 4; 是 素数 阶 的 循环 群 。 这 
样 继续 下 去 ， 最 后 有 G 一 40 4… 过 4 一 1， 其 中 每 个 
4-V4i; 和 是 素数 阶 的 循环 群 。 根据 若 当 - 霍 德尔 定理 ， 对 于 每 
个 合成 序列 都 有 同样 的 结果 . 


间 雪 


好 和 


证 明 . 根据 定理 8.6.1，C,-/C; 是 同 构 的 单纯 群 的 直接 
乘积 .根据 定理 9.2.2., 这 些 单纯 群 是 可 解 的 因而 是 素数 阶 的 
循环 群 . 因此 C,-VC, 是 同一 个 素数 p 阶 的 若干 个 循环 群 的 
直 积 。 因 而 它 是 初等 阿 贝尔 群 ， 反之， 如果 G 有 这 样 的 主 序 
列 , 则 因为 商 群 是 阿 贝尔 群 ,所 以 G 是 可 解 的 . 没 Co/C1,…， 
Cs/ Cs 的 阶 分 别 是 c1,…， ci, 这 些 数 叫做 G 的 主因 子 ,已 经 
指出 过 它们 是 素数 的 方 寒 。 商 群 G/K 的 主因 子 显 然 是 G 的 
主 杂 子 的 子 集 ， 因 为 存在 G 的 包括 正规 子 群 K 的 主 序列 .对 
于 G 的 子 群 妃 ,序列 

HHIICI2OHN CD:.. H/C,=1 
中 不 相同 的 项 组 成 太 中 的 正规 序列 ， 因 而 它 本 身 或 它 的 加 细 
是 互 的 主 序列 ， 于 是 互 的 主因 于 是 G 的 主因 子 的 约 数 ,因为 
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HN Ci_wHNC; 辐 构 于 Ci/Ci 的 商 群 ， 
定理 9. 2.5. _ 群 由 ee 


| | 


CG 一 i. " “过 -4 一 一 ] 。 


其 中 中 每 个 A/ Ai(i= 5) 种 是 阿 贝 尔 群 。 


看 


C 一 BoB BiB,= 1, 

其 中 每 个 Bi/Bi(i 一 1,……,t) 者 是 阿 贝尔 群 

证 明 ， 恕 未 G 古 可 解 的 , 则 它 的 导出 序列 

GD 站 G GCC 一 ] 

是 有 限 的 正规 序列 ,其 中 GD 了 /GG 二 1,…,?) 是 阿 风 尔 
和 群 ,办 而 性 质 (了) 成立, 当然 性 质 (2) 也 成 立 ， 还 需要 证 明 从 
性 质 (2) 得 出 可 解 性 . 这 i 讨 如 朵 G 一 了 DB 二 B 二 :之 
B, 一 工 是 次 不 变 序 列 , 其 中 ByVB;G 一 1 志和 定 阿 由 和 尔 
群 ; 则 由 于 G/ Bi 二 Bow Bi 是 阿 贝 尔 群 ，B 二 G 。 同 理 ， 如 朱 
BIDG2D, 则 了 二 BID 地 G2， 因 此 最 终 地 有 工 一 B, 和 2G"” 
和 6G22 一 1 因而 G 是 可 解 的 

推论 9.2.1。 如 采 群 G 具 有 正规 子 群 肪 使 得 苹 和 G/ 者 
是 可 解 的 , 见 C 十 可 解 的 . 

加 未 G/H2 4/H2 "AH2HI/H 和 HB 二 

` 忆 B,-_! 己 1 分 别 是 G/BH 和 和 吾 中 满足 第 二 个 性 质 的 序列 , 则 
G 忆 A1 稼 … 刁 4 过 HBI 过 …' 宇 8,1 是 G 中 满足 第 二 
个 性 质 的 序列 ， 


9.3. 关于 可 解 群 的 推广 的 西 多 定理 


有 限 群 的 四 罗 子 群 具有 这 样 的 性 质 , 它 的 阶 m. 二 p" 与 它 
的 指数 # 互 素 。P. 赫 尔 (Philip Hall [1]) 证 明了 推广 到 可 解 
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八 的 以 子 群 表 出 的 西 罗 定 起 ， 这 些 子 群 的 阶 z 与 它们 的 指数 
7 互 素 ,但 是 并 不 要 求 玫 是 素数 的 方才 ， 

定理 9.3.1. 设 G 年 mn 阶 的 可 解 群 ， 这 这 里 (m,n)= 1. 
那么 

1) 和 


志 帮 和 和 和 
| 
| 
归 
和 


“证明 . 祷 站 过 m 一 pp 是 素数 的 方 赛 时 , 性质 (1) 和 (3) 
在 第 一 个 西 罗 定理 (定理 4.2.1) 里 给 出 ， 性 质 (2) 是 第 二 
西 罗 定 理 , 而 性 质 (4) 是 第 三 个 西 罗 定 理 的 更 强 的 表述 . 

证 明 根 据 对 G 的 阶 施行 归纳 法 当 G 的 阶 是 素数 的 方 医 
时 定理 显然 成 立 . 证 明 主 要 利用 定理 9.2.4 里 所 给 的 G 的 主 
序列 的 结构 和 商 群 的 结构 (定理 2.3.4). 

情形 1. G 具有 正规 真子 群 H,， 它 的 阶 是 mim4， 指 数 是 
mn2， 这 里 区 二 M112, 2 一 72172 而 且 二 x. 

关于 性 质 (1), G/H 根据 归纳 假设 包含 m; 阶 的 子 群 , 它 
对 应 于 G 的 mm 阶 子 群 D， 根 据 归 钠 假设 D 包含 ww 阶 于 群 ， 

关于 性 质 (2), 如 果 M 和 1 是 mw 阶 的 两 个 于 群 , 则 MU 
H= MH 和 MUH= MH 是 其 阶 整除 1017172 * N111 的 子 群 ， 
因为 MUH/H 尘 M/M 个 H (定理 2.4.1)。 因为 这 阶 也 整除 
mn ,所 以 它 必定 整除 mm. 但 是 它 还 是 mw 的 倍数 和 mi 的 倍数 . 
因此 M UH 和 MM'UH 的 阶 都 是 mm 一 mmm2,; 因 而 MUH/H 
和 M'UH/H 都 是 G/H 的 m2 阶 子 群 ， 根 据 归 纳 假设 它们 是 
共 入 的 。 如果 G/H 中 的 a* 把 M'UH/H 变 成 MUH/H, 而 
且 G 中 的 s 在 同 态 G 一 G/H 下 映 到 a*, 则 a(M"UH)a 映 
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全 M UH/ 日 : 换 多 话说 ,a-!(M'UH)a 二 MUH. 这 时 a-iM'a 
和 和 对 在 MU 内 的 阶 是 wm， 因而 根据 归纳 假设 是 共 罗 的 . 因 
此 M 和 MM' 在 G 内 是 共 圈 的 . : 

关于 性 贡 (3) ,如 果 1 是 mm 阶 的 于 群 ,m 是 刀 的 约 数 ， 
则 M1UEHAEH 的 阶 是 wz 的 约 数 , 因而 它 属 于 G/H 的 ma 阶 于 
群 。 因 此 Mi 属于 G 的 对 应 的 mm 阶 子 群 ， 于 是 根据 关于 这 
个 群 的 归纳 假设 ,Mi 属于 一 个 m 阶 的 子 群 . 

关于 性 质 (4) , 根据 (2) 的 证 明 , zr 阶 子 群 放 的 共 思 铬 的 
个 数 ,是 G/ 末 中 的 wa 阶 子 群 的 个 数 加 和 M 在 MUH==D 
中 的 共 因 油 的 个 数 的 乘积 。 这 时 DD 的 主因 子 整 除 G 的 主因 子 
而 且 GJ/H 的 主因 子 是 6 的 主因 子 的 子 集 。 因此 根据 归纳 假 
设 , hs 是 满足 条 件 (4) 的 两 个 因子 的 乘积 ， 因 而 这 个 性 质证 
明了 . 

现在 设 在 主 序列 内 的 最 小 正规 子 和 群 K 的 阶 是 p*, 这 里 P 
是 素数 . K 满足 情形 1 中 关于 瑟 的 要 求 ， 除 掉 4 二 pr。 因而 
我 们 可 以 假定 每 个 极 小 正规 子 群 的 阶 是 pr. 但 是 作为 p* 阶 的 
西 罗 于 群 ,只 可 能 存在 一 个 这 种 正规 子 群 . 

情形 2。 G 包含 阶 为 4 二 p* 的 唯一 的 极 小 正规 于 和 群 天 . 

关于 性 质 (127， 设 工 是 真 包 含 着 天 的 极 小 正规 子 群 ， 那 
么 L/K 的 阶 是 9, 这 里 9 关 p. 设 2 是 工 的 4 阶 西 罗 子 群 ， 
而 且 M 是 8 在 G 内 的 正规 化 了 于. 考虑 MN 人 MK 二 T. TT 是 M 有 的 
正规 子 群 ,而 且 作 为 KK 的 子 群 , 它 是 初等 阿 风 尔 群 。7 的 每 个 
元 素 与 8 的 每 个 元 素 可 交换 ， 因 为 8 的 一 个 元 素 和 工 的 一 个 
元 素 的 换 位 子 属于 TN 0 一 1. 因此 工 属于 工 的 中 心 C ,后 者 
作为 工 的 特征 子 群 是 G 的 正规 子 群 。 因 为 K 是 极 小 的 和 唯一 
的 ，C 一 天 或 5 一 1 如果 C = 二 KK, 则 LL 一 KX 90, 而且 08 
是 6G 的 正规 子 群 ， 这 与 K 的 唯一 性 矛盾 。 因此 T=C=1. 
于 是 2 是 它 自己 在 工 内 的 正规 化 子 而 且 2 在 蕊 内 的 共 狐 痢 的 


* 1 6064。 


个 数 等 于 它 在 工 内 的 指数 ; 这 是 说 2 在 工 内 有 ?一 加 个 共 罗 
省 .9 在 G 内 的 共 斩 者 属于 区 ， 因 为 工 是 正规 的 。 因此 2 在 
G 内 有 +# 一 六 个 不 斩 者 ,因而 M 在 G 内 的 指数 是 ”一 加, 即 
它 是 台阶 的 . 

关于 性 质 (2) 和 (4)，2 的 关 个 共 斩 者 的 正规 化 子 是 共 
力 的 和 互 不 相同 的 .因而 我 们 有 p? 个 共 斩 的 普 阶 子 群 . 又 工 
内 4 阶 西 罗 子 群 的 个 数 p* 三 1 (modq)。 现在 如 果 M' 是 m 
阶 的 任何 子 群 ， 则 M UZ 的 阶 能 被 冯 和 二 整除 ， 因 而 M U 
L 一 G。 因 为 G/L 一 M'/M' 几 L ,我 们 看 到 MI 过 是 入 阶 
的 ,因而 是 2 的 共 斩 者 ,又 MI 在 NM 内 是 正规 的 ,因而 邮 / 
慧 2 的 共 印 者 的 正规 化 子 ， 于 是 这 个 m 阶 的 共 轿 子 群 已 
经 是 全 部 台阶 子 群 。 这 就 证 明了 (2) 和 (4). 

关于 性 质 (3), 设 M 是 m'/m 阶 的 子 群 。 那 么 如 果 M 
是 姑 阶 的 , 则 MnGCNM CURED) 二 M* 是 mw 阶 的 ,而 且 根 据 关于 
M UK 的 性 质 (2),M* 共 斩 于 M 因此 M 包含 在 的 一 
个 共 轿 者 内 ,这 就 证 明了 (37. 

可 解 群 的 上 上述 性 质 在 单纯 群 内 常常 不 成 立 。60 阶 的 单纯 
群 〈( 五 个 文字 的 交替 群 ) 没有 15 阶 的 子 群 因而 违反 了 (1); 它 
包含 着 由 《123) 和 (12) (45) 生成 的 6 阶 子 和 群 ， 这 子 群 不 包 
含 在 12 阶 的 子 群 内 ,因而 违反 了 (3). 最 后 , 5 阶 的 西 罗 子 群 
的 个 数 是 六 ,而 因为 6 二 2. 3, 所 以 性 质 (4) 也 不 成 立 ， 8 阶 
的 初等 阿 贝 尔 群 4 的 自 同 构 群 是 168 阶 的 单纯 群 C。C 传递 
地 交换 4 的 -七 个 2 阶 子 群 ， 也 传递 地 交换 七 个 4 阶 子 群 。 因 
此 G 具有 指数 为 7 和 阶 为 24 的 子 群 的 两 个 不 同 的 共 罗 类 , 因 
而 违反 了 性 质 (2). 

定理 9.3.1 的 第 一 个 性 质 实际 上 判定 了 可 解 群 .为 了 证 明 
这 一 点 我 们 需要 一 个 定理 , 它 将 在 第 16 章 里 作为 定理 16.8.7 
而 证 明 . 
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定理 9.3.2 ( 伯 思 赛 德 )、z 机 9 部 是 素数 的 pr9* 阶 群 是 
可 解 的 、 

假定 这 个 定理 成 立 ,我们 惑 可 以 用 第 一 个 性 质 来 判定 可 
解 群 。 在 8 阶 群 G 内 ,P 补 群 是 指 这 样 的 子 群 5;, 它 的 指数 pp 
是 整 除 Gc 的 阶 & 的 ”的 最 高 方 窜 。 因 而 第 一 个 性 质 断 定 可 解 
群 内 2 补 群 的 存在 。 我们 利用 但 思 赛 翁 定 理 来 证 明和 它 的 逆 . 

定理 9.3.3.。 如 未 群 G 对 填 整除 它 且 阶 的 每 个 系数 ? 必 
包含 二 个 ? 促 群 , 则 G 年 可 解 的 . 

证 明 . 设 6G 的 阶 是 8 而 且 8 二 pf ……prr, 这 里 p; 都 是 素 
数 。 如 有 果 卫生 ,是 指数 分 别 为 pf 和 p$i 的 子 群 ， 则 因为 指 
效 是 总 素 的 ;, 乓 以 (定理 1.5.6) 二 有 丘 门 日, 的 指数 是 piipsi. 
髓 根据 定理 1.5.6，Hy 与 pr 补 群 的 交 的 指数 是 piipjp 人 KK。 继 
纺 这 个 步 缉 , 当 8 一 mt 而 且 (m 2) 一 1 时 ,我 们 可 以 找 出 阶 
为 既而 且 指 数 为 = 的 子 群 ， 它 是 整除 7 的 素数 2 的? 补 群 的 
交 。 于 是 了 补 和 群 的 存在 就 足以 证 有 明 上 阶 与 指数 7 互 系 的 子 群 
的 存在 ,也 足以 证 明 整 个 第 一 个 性 质 ， 

我 们 假定 定理 对 于 其 阶 小 于 8 的 群 成 立 ， 然 后 施行 归纳 
法 .在 p” 阶 群 内 ,指数 少 的 每 个 极 关 于 群 征 正规 子 群 (推论 
4.2.2)， 因 出 2 阶 群 是 可 解 的 。 假 定 但 恩 赛 德 定理 成 立 ， 则 
p”9” 阶 群 是 可 解 的 ， 因 和 而 找 们 只 要 考虑 G 的 阶 至 少 能 被 三 个 
不 同 的 索 数 整除 的 情形 。G 包含 子 群 且 , 它 的 阶 pg 二 9 与 
它 的 指数 2 互 夫 , mn 二 g, 这 里 ? 和 9 是 整除 8 的 两 个 不 同 
的 素数 ， 于 是 五 作为 可 解 群 , 至 少 包 含 正规 子 群 玉 , 它 是 阶 为 
素数 方才 请 的 初等 阿 贝 尔 群 (定理 9.2.4). 然而 及 包含 在 产 
阶 西 罗 子 群 PHSG 内 .这 时 在 G 内 的 4 袜 群 元 ”就 包含 西 
罗 子 群 p2”， 它 在 G 内 其 斩 于 P。 因 此 经 过 G 的 某 个 元 素 的 变 

,可 以 把 L* 变 成 包含 P 的 4 补 群 工 , 这 时 L2P 和 有 HP, 
因而 根据 它们 的 阶 有 LNBH=P, LUH == G, 而且 事实 上 有 
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LH 一 G， 因 为 LH 包含 8 个 不 同 的 元 素 . 于 是 工 的 每 个 傍 
系 包 含 瑟 的 一 个 元 素 , 因 此 工 的 全 体 共 统 者 可 以 由 元 系 46 隐 
的 变形 得 出 .但 是 因为 玉 在 互 内 是 正规 的 , 所 天 4 一 天 ;万 以 
6-47.6 乙 天， 因而 工 的 共 忽 者 的 交 M 是 G 的 真子 群 ， 因为 天 和 
MCL, 而 且 M 作 为 整个 一 类 共 斩 者 的 交集 是 G 的 正规 子 群 . 

因此 G 包含 正规 真子 群 M. 如 果 55 是 G 内 的 p 补 群 , 则 
S$ 站 M 是 M 内 的 补 群 而 且 S,UM/M 是 G/M 内 的 ? 锌 群 . 
因而 M 和 G/M 都 具有 ? 补 群 ， 根 据 归 纳 假设 ， 它 们 十 可 解 
的 .所 以 G 是 可 解 的 ， 


9.4. 关于 可 解 群 的 进一步 的 结 采 


定理 9.4.1。 如 果 G 是 g 阶 的 可 解 群 ， 而 且 ” 和 是 8? 风纪 


和 和 和 


数 ,使 得 一 1 恰好 有 ”个 解 , 则 这 些 解 组 成 G 的 正规 子 蓝 

证 明 . 当 8 是 素数 时 定理 成 立 ， 我 们 假定 定理 对 于 阶 数 
比 G 低 的 可 解 群 成 立 。 现 在 G 作 为 可 解 群 包含 一 个 最 小 正规 
子 群 及, 它 是 产 阶 的 初等 阿 贝尔 群 . 我 们 考虑 两 种 情形 , 一 
种 情形 # 整除 mn, 男 一 种 情形 ? 不 整除 2。 

情形 1。 p 整除 ”. 

这 时 KK 的 每 个 元 素 是 了 阶 的 ,因而 都 是 x* 二 1 的 解 . 设 
n= ppm, gg= pa. 于 是 G/K 的 阶 厦 p’ gi 而 且 这 个 阶 当 
j 之 1 时 被 x 一 pi 整除， 当 j 了 二 i 时 被 # 二 整除， 因此 
在 G/K 内 有 ku 个 元 素 z 使 z* 一 1. 现在 如 果 * 是 G 的 元 素 
使 得 在 同 态 G 一 G/K 下 x 一 z 而 且 x* 一 1, 则 x*€ 民 , 因 币 

x+*? 一 1, 于 是 因为 wp 整除 x», 所 以 对 于 这 样 的 x 有 x” 一 1. 

然而 这 些 * 是 天 在 G/K 内 的 ku 个 傍 系 的 元 素 。 因 此 在 6G 从 
至 少 有 kup' 个 * 满 足 x" 一 1 现在 如 果 j 二 i, 则 wp' 古 #* 内 
真 倍数 ， 就 产生 三 一 工 的 多 于 >” 个 解 而 与 假设 矛盾 .因此 
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1 之 而 用 一 2 因 曾 至 少 有 姑 个 解 ， 于 是 有 一 工 而 且 在 
G/K 内 z* 生 1 恰好 有 x 个 解 。 根据 归纳 假设 ， 这 w 个 解 组 
成 G/K 的 正规 子 群 日 /K ， 于 是 在 G 中 的 对 应 群 H 是 G 的 
up' 一 nn 阶 正规 子 群 , 它 的 元 素 是 x" 二 1 的 24 个 解 . 

情形 2. p 不 整除 ”. 

这 时 二 整除 G/K 的 阶 ， 因 而 在 G/K 内 2”"= 二 1 及 个 
解 。 于 是 如 下 y€ GG 而且 在 同 态 下 yz, 则 y” EK 而且 y*" 一 
1. 因此 在 G 内 上 有 kn 个 傍 系 包含 元 素 7 满足 y* 二 1. 我 
们 来 点 定 每 个 傍 系 Ky 产生 x” 二 1 的 一 个 不 同 的 解 。 因 为 充 
Kyi 利 [天 7 十 天 的 不 同 的 倍 系 而 县 太一 2 如 司 382 31 天 227. 
于 是 ?天 一 1 3 天 一 1 因而 儿 一 和 外 一 和 是 刀 一 1 在 
G 内 的 解 . 如 果 闻 二 对, 则 sf 二 县 。 然 人 27 二 1, 37 一 1， 
而 且 因 为 (p, #2) 二 1， 由 此 我 们 就 有 %1 二 % 向 与 假设 巴 厦 ， 
因此 如 果 xz” 二 1 在 G/K 内 有 kr 个 和 解 , 则 x”= 二 1 在 G 有 内 全 
少 有 kn 个 解 。 因 而 二 1, 而且 根据 归纳 假设 , G/K 包 合 
阶 正规 子 群 U/K。 于 是 G 内 的 对 应 群 吕 是 pz 阶 的 . 但 是 
作为 可 解 群 包含 = 阶 的 ? 补 群 旦 .因而 二 的 7 个 元 素 是 x" 二 
1 的 7 个 解 , 向 且 因 为 用 G 的 任何 元 素 作 变形 , 都 使 x*==1 
的 解 候 此 交换 ,所 以 吾 是 G 鸭 正规 了 和 糙 . 

定理 9.4.2. 如 果 群 G 的 导出 群 6' 卫 6G” 汪 6G” 汪 … 的 两 
个 相继 的 商 群 者 是 循环 群 , 则 后 一 个 商 登 是 单位 元 素 群 

证 明 . 设 G/G 和 G"/G” 是 循环 群 ,我 们 可 以 取 G = 
1 来 证 明 G 一 1. 设 2 征 G 的 生成 元 素 . 现在 G 是 G 的 
正规 化 子 ,向 且 如 果 Zs 是 G” 的 中 心 化 子 , 则 G/Z; 同 构 于 一 
个 循环 群 的 自 同 构 群 ,因而 是 阿 贝尔 群 . 因此 2 全 6G .于 是 
G” 在 G 的 中 心 内 , 而且 G 从 评 加 单独 一 个 元 素 到 G ”而 得 
出 .于 是 G 是 阿 贝 尔 群 ,因而 G 一 1, 这 融 是 所 要 证 明 的 . 

如 条 G/G 和 6G 都 定 循环 群 , 则 我 们 说 C 是 亚 衍 环 群 ， 
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这 时 G 一 1, 我 们 有 的 是 两 步 亚 循 环 群 ， 根 据 定理 9.4.2 ,不 
可 能 存在 三 步 亚 循环 群 ， 
本 9.4.3.。 如 果 & 人 We 


aT=1, b=1, biab = a', 
mn= 8g, (r+—1,nm)=1, r= 1(modm). 

反之 由 这样 的 定义 关系 给 出 的 君 的 全 体 西 罗 子 群 都 是 循环 
群 

证 明 . 我 们 必须 先 证 明 G 是 可 解 的 . 设 g 二 站 ps 
i 二 pi 二.… 过 p;， 是 8 的 素 因子 分 解 . 我 们 先 证 朋 对 于 
m= pp pr, fi 所 cj， 方程 x” 一 1 恰好 有 w 个 解 。 这 
在 m= 二 8 时 当然 成 这 .因此 只 要 证 有 表 ， 如 果 xz" 一 1 恰好 有 
mp 个 解 而 且 ?是 整除 mp 的 最 小 素数 , 则 x 知 一 1 恰好 有 短 个 
解 .因为 属于 的 西 罗 子 群 是 循环 群 ,所 以 如 果 pb 是 整除 pm 
的 ? 的 最 高 方 帘 , 则 在 6G 内 存在 户 ” 阶 的 元 素 ; 因 此 zx 一 工 的 
解 并 不 都 是 x” 二 = 1 的 解 。 这 谋 明 x” 宇 1 的 km 个 解 《 和 定理 
9.1.2) 是 x"”? 二 1 的 解 的 真 部 分 ,因而 1 三 《<p. 满足 x"?==1 
而 不 满足 +” 一 1 的 元 素 的 阶 + 恰好 被 pz 整除 ,于 是 就 有 生 
成 同一 个 循环 群 的 gp(z) 个 元 案 ， 它 们 的 阶 都 恰好 被 六 ” 整 
除 , 这 时 因为 pi” 整除 1:, p(#) 能 外 Q? 一 1 整除。 因此, 满足 
rr?" 一 1 而 不 满足 x” 二 1 的 元 素 的 个 数 pm 一 hm = (p 一 hm 
能 被 ? 一 1 整除 . 因为 是 整除 mp 的 最 小 素数 ,所 以 ?一 1 
与 台 没 有 公 因子 、 因 而 了 一 1 整除 p 一 而 因为 1 < 人 之 p， 
这 只 有 在 《二 1 时 才能 成 立 ;也 就 是 在 x” 二 1 恰好 有 吉 个 解 . 
时 才 成 立 . 特别 对 于 mw 二 ps，x” 一 1 恰好 有 ?个 解 。 但 是 
存在 这 个 阶 的 西 罗 子 群 ， 因 而 它 必 定 是 6G 的 正规 子 群 。 这 是 
循环 群 当 然 也 十 可 解 群 . 
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我 们 狂 证 明 具 有 人 循环 的 西 罗 子 群 的 群 G 必定 有 正规 子 笠 
H, 于 是 旦 和 CG/ 互 也 都 有 循环 的 西 罗 子 群 ， 我 们 可 以 归纳 
地 假定 是 和 G/H 可 解 , 因而 G 也 可 解 , 因为 素数 阶 的 群 定 可 
解 的 ， 
西 罗 子 群 是 循环 群 的 阿 由 和 尔 群 本 号 也 征 循 还 群 ， 因此 在 
6G2G 二 G ”二 … :中 商 群 是 循环 群 , 因 而 根据 定 吾 9.4.2,G = 
， 如 果 G 一 1, 则 CG 是 循环 群 ， 而 当 我 们 取 2 一 1 7 一 1， 
21 一 1，m 一 & 时 就 得 到 这 个 情形 .因此 ,假定 C 关 1, 向 且 
设 z 是 6G 的 生成 元 素 ,a” 二 1. 设 5 是 傍 系 G2 的 元 条 ,G5 
是 循环 的 识 群 G/G ”的 生成 元 素 。 于 是 “和 2 生成 G 人 而 县 
528 一 ay 六 1, 因为 G 是 正规 子 群 ; 如 果 > 一 1 则 G 将 
是 阿 贝 尔 群 ， 因而 征 箱 你 群 ，; 这 与 假设 了 矛盾. 如果 G/G 的 阶 
是 有 n, 则 5-"a6*= 二 a 二 4 和 位 划 1 二 1 (modm)， 现在 G 的 每 
个 元 素 有 形状 b'a’, 因而 最 一 般 的 换 位 子 (6b"a*, pc) 可 以 由 
形状 (a*，5!) 的 换 位 子 表 出 ; 后 面 这 些 是 oo a2 一 2 的 
方 窜 .因此 一 生成 GG ,所 以 (7 一 局 四) 一 1. 现 在 后 6EG 十 
4 的 方 需 ai, 它 与 5 可 交换 ,因而 o7 一 ai, 但 是 因为 (7 一 1 
m) 二 1, 了 一 0, 所 以 b* 二 1， 如果 台 和 ww 有 公共 的 素 因 子 p， 
则 a”™? 和 wb”? 将 生成 p? 阶 的 非 循环 子 群 ,矛盾 于 下 罗 子 群 是 
循环 群 的 事实， 因此 (m,n) 一 1， 这 证 明了 定理 的 正 命题 
反之 , 设 m， ,+ 和 8 满足 上 述 关 系 。 那 么 因为 ”三 
1(modm), 甩 以 a 一 a' 是 由 a 生成 的 循环 群 的 目 同 构 ,a 有 的? 
次 方 寡 (也 可 能 是 较 低 的 方 恬 ) 是 单位 元 案 。 因 而 对 于 zmz 个 
元 素 bia' (7 取 模 wn,i 取 模 m) 和 乘积 法 则 4 ， bta! 二 br*a” 
(有 二 irk 十 i) ,我 们 可 以 验证 结合 律 和 道 的 存在 ,因而 得 出 具 
有 关系 4a” 二 1 ,Bb 二 1 ,4b7i4b 二 a 的 阶 为 8 二 mz 的 群 ,而 
且 发 现 乘积 法 则 是 这 些 定义 关系 的 推论 . 在 这 个 群 内 ， 每 个 
换 位 子 是 a 2 4 一 24 的 方 医 ,于 是 因为 人 一 1,m) 一 1， 
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G 由 a 生成 .因为 (m,n) 一 1， 每 个 西 罗 子 群 都 是 子 群 {a 
或 16} 的 共 和 者 ,因而 是 循环 群 
推论 94.1. 如果 习 6 的 阶 不 信 于 方 关于 ， 则 G 是 定理 


这 是 因为 西 史 了 群 部 :素数 阶 的 因而 都 是 循环 群 . 


习 题 

1. 证 明 , 如 果 有 限 群 c 的 阶 能 被 12 整除 而 且 所 一 1 在 6 内 恰恰 有 
12 个 解 , 则 这 些 解 组 成 一 个 正规 子 群 。 

2， 证 明 , 如 果 G 的 阶 是 fr4, 这 里 上 和 ? 是 不 同 的 素数 , 则 c 有 一 个 西 
罗 子 群 是 正规 的 而 且 G 是 可 解 的 . 

3 证 明 , 如 果 G 的 阶 是 如 gr 这 里 z，4，? 是 不 同 的 素数 , 则 或 者 C 是 
可 解 的 ;或 者 G 是 60 阶 的 交替 群 4;. (提示 : 利用 定理 14.3.1 和 
它 的 推论 。) 

4， 证 明 , 如 果 x" = 1 在 群 G 内 恰好 有 ?个 解 x, 一 1，z xm 则 
K 二 {x,，"…,*m} 是 6G 的 正规 子 群 , 它 的 元 雪 有 形状 xf2x33:… Xm” 
而 县 天 的 阶 最 多 是 (m 一 1)”。 
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第 十 章 超 可 解 群 和 医 零 群 


10.1。 定 义 


有 两 种 就 质 上 说 比 可 解 性 更 强 的 群 的 性 质 值得 讨论 一 
下 .这 两 种 性 质 就 是 超 可 解 性 和 罕 零 性 . 

定义 ， 如 果 群 G 具 有 有 限 的 正规 序列 6 一 如 必 二 4 
4 一 其 中 每 个 商 群 _ 4- 41 都 是 循 环 属 , 则 G 叫 人 
超 可 解 的 . 

定义 .如 果 群 G 具 有 有 限 的 正规 序列 G 一 do 4 人 4 
全 本 一 1, 其 中 商 群 4;-1/ 4; 包含 在 G/4d 的 中 心 内 , ;= 
1,……，7， 则 G 电 做 军 零 的 

因为 在 这 两 种 情形 里 , 4;_1/ 4; 都 是 阿 贝尔 群 , 所 以 这 两 
个 性 质 导出 G 的 可 解 性 .注意 在 超 可 解 群 G 内, 4;_1 一 {bi 
4A), 这 里 6i-1 是 4i1 的 映 成 循环 群 4;-1/ 4 的 生成 元 素 的 任 
全 元素 ， 因 而 c 是 有 限 生成 的 。 因 为 宕 稚嫩 包括 全 部 阿 贝尔 
群 ,所 以 显然 宕 零 群 不 一 定 是 有 限 生成 的 . 

白 尔 (Baer [12]) 以 更 广 的 方式 定义 超 可 解 性 ,说 G 是 超 
可 解 的 ， 假 如 G 的 每 个 同 态 像 包 含 循环 的 正规 子 群 ， 他 证 明 
对 于 有 限 生成 群 ,这 定义 等 价 于 我 们 的 定义 ,但 是 在 这 个 较 广 
的 定义 下 ,本 章 中 证 明 的 性 质 并 不 成 立 ， 


10.2. 下 和 上 中 心 永 列 


我 们 把 换 位 子 * 一 ?xy 记 做 (x, y)， 对 于 子 群 4 和 B， 
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用 (4, B) 表 示 由 a€ 4 和 46€ B 的 全 体 (a,5) 生 成 的 群 . 我 
们 用 下 列 规则 定义 简单 换 位 子 
(xi ，xo-1，xoh) 一 ((x1,: “Xl1), Xn), 
同 理 对 于 子 群 41 … …，4,。-1， 4 好， 我 们 定义 
(A1s° ,Arts As) = (As A) As). 
让 我 们 把 共 轮 记 做 方 暴 , 令 


关于 高 阶 换 位 子 有 一 系列 重要 的 恒等式 : 


(y, x+) = (x, y). (10.2.1.1) 
(xy, 2) 一 (xz， z 少 (7 ， 2 ) 一 (x， z ) (z， 2 3 y) (y, 2 ), 
(10.2.1.2) 
(zx ， yz = (x, z ) (x, y )* 一 (x， z ) (x， y) (zx， )ys z ). 
(10.2.1.3) 


x, yl, 2 (ys xr) 2, x y) = 1. (10.2.1.4) 

x, ys 2) Cy, 2, x) Cz x y) = (yx) (ss x) (2, y)”: 

- (x,y) (zx, 2) (y, 2)* (x,2) (2, x). (10.2.1.5) 
这 些 恒等式 可 以 从 换 位 于 的 定义 通过 直接 计算 来 验证 . 

我 们 按 下 列 规则 定义 群 G 的 子 群 序列 ， 


PCG) 一 C， 
Ti(G) {x1,: ”” x4)}, 
这 里 ze G 是 任意 取 的 . 


因为 (yi1, YY》23"*""， y+1) = [ Cy1, Y2) y33"" ”3 yx], 所 以 
对 于 所 有 的 《有 Tin(G)STi(G)。 Ti(G) 显然 是 G 的 完全 
不 变 子 群 ， 序 列 

G = TT(G)2T,(G)ET(G)S.… 
明 做 G 的 下 中 心 序列 ， 
定理 10.2.1. Tin(G) = (Ti(G), G). 
证 明 . 因为 (yi “3 》K+1D) 一 (C1, “** 3 y#), yrti), 
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我 们 显然 有 Tin(G)SCTi(G),， G)。， 为 了 证 明 另 一 方 加 的 包 
含 式 , 我 们 需要 利用 恒等式 (10.2.1)。 在 〈10.2.1.27) 中 令 x 二 
(a1, “'"， a ) 》 一 (a1,: “3 axr)™!, Aktle 那么 ] 一 (1 ， 
Qk+1) = (ai,: 和 dks aR41)Y 《CR ax)， 4k+41). 因 务 找 
们 有 (〈(e eg) a ) ETri(G), 因为 其 他 的 项 都 属于 
FICC)。 现在 (Ti(G), OG ) 由 元 聚 (Wit2* to， g) 生 成 ， 这 里 
Wi 一 《2 4k) 器 (1，*…， ar) ， 我 们 已 经 证 明 (wi, g) 
TrCG). 我 们 对 A 施行 归纳 法 来 证 明 (ww2… ws ,8) € Tn(G). 
在 (10.2.12) 中 念 x== wus-l，Y 二 Us，2 一 g， 我 们 有 
( play 有) = (U1 tal 8) "nts, 8); 根据 归纳 假充 ， 
右边 的 两 项 都 在 Tim(G) 内 .因此 我 们 证 明了 Cx(G), G6) 
Ti4(G), 这 就 证 明了 守 理 . 

这 个 定理 导出 一 个 重 实 的 推论 . 

推论 10.2.1. TCG)/Tin(G) 在 G/Thna《G) 的 中 心 内 . 

我 们 也 可 以 对 于 任意 群 G 定 义 上 中 心 序列 ， 

Zo= IEZA(G)EZA(G)E .CIA(GIEZNA( OG)E.:…., 
这 里 我 们 按 下列 规则 定义 Zimn(G):Zin(G)/2i;(G) 是 
GjZAG) 的 中 心 。 因为 群 的 中 心 是 特征 子 群 (一 般 不 是 完 
不 变 的 )， 所 以 Qi 十 G 的 特 任 于 群 ， 下面 的 定理 膏 朋 为 什么 
在 我 们 所 定义 的 中 心 序列 之 前 附加 "上 ”和 “下 ”的 原因 . 

如 果 在 序列 G 二 4 和 1 42 42… 二 4 一 1 中 每 个 
Ail Ain 第 在 G/ Ain 的 中 心 内 , 则 它 岂 做 中 心 序列 ， 

定理 10.2.2. 设 G = AA A :An=|] 征 G 
Z(G), } 0,1,...…, 7, 

证 明 . 我 们 有 41 = 二 G 王 1(G). 假定 4; 二 TG). 因为 
Ail Ain 在 G/ Ain 的 中 心 内 ， 所 以 我 们 有 (Ai,G) EAin. 于 
是 TGS) 一 (Tc) G)S(4i;, G6) 对 4im, 根据 归纳 法 ， 这 
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就 证 明了 对 于 所 有 i, 4 二 Ti(CG)， 候 定 对 主 某 个 六 45 全 
ZG)， 那么 了 一 G/1Z;(G) 是 一 C/4H-; 的 同 态 像 ， 同 
访 核 是 ZG) A 现在 Arilf A 包含 在 女 的 中 心 内 ， 
因而 它 在 了 内 的 同 态 像 必 定 在 工 的 中 心 内 .但 是 这 个 像 是 
A,-1U ATV A 1 的 中 心 是 Zin/ Zi 因此 AiSAiU Zi 
Zitl; 根 据 归纳 法 这 就 证 明了 定理 . 

下 列 推论 是 这 个 定理 的 一 个 结果 : 

推论 10.2.2， 在 军 零 群 G 内 ， 上 和 下 中 心 序列 都 有 有 限 
长 麻 而 且 有 相同 的 长 度 <. 

因为 如 朱 存 在 长 度 ” 的 有 限 的 中 心 序 列 ， 则 定理 指出 上 
和 下 中 心 序列 最 多 有 长 度 了， 义 如 果 把 这 两 个 序列 彼此 比较 ， 
0 论 是 没有 一 个 能 长 于 另 一 个 。 因 此 它们 有 相同 的 
长 度 <, 这 个 “叫做 寡 零 群 的 类 .类 1 的 第 零 群 是 阿 贝 尔 群 . 

2 102 如 果 群 G 由 元 素 nt,…,x， 生 成 则 
TKO) /Ten《6) 申 简单 交 位 于 Cs y2， Ji nD 


Le | 
| 
学 和 必 昌 学 


证 明 ， 我 们 对 用 施行 归纳 法 , 当 & 一 1 时 定理 直接 得 出 . 
假定 定理 对 于 & 一 1 成 立 ，FACG) 由 ai€G 的 全 体 换 位 子 
C 一 《ci ， 4 大 一 1 axk) 生成 . 这 时 C 一 ((ei pp， 0K-1)， a ) 
而 且 (al， 四 ak—1) € Ti-i(G), 因而 根据 归纳 假设 (a1, "“"", 
Ql) 一 WU Pw ei 一 土 1, 轴 , to 是 形状 (加 …， 
yx 的 换 位 子 而 且 这 些 》 都 是 些 x, 又 w ETi(G), 于 是 C= 
(upupeourpw ,ax)， 应 用 (10.2.1.2), 我 们 有 C 一 《ed az， 
At) (Uf qs WwW) (tw, Ak) = (fx ar) (modT ,11). 
现在 ax 一 x x?m, 1 一 土 1, 向 且 因为 这 些 x6 -li 重复 
应 用 (10.2.1.2) 和 (10.2.1.3) 而 且 取 模 Thin ,我 们 得 出 C 是 换 
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位 子 (4 x”) 的 乘积 ， 因 为 从 这 些 规则 还 得 出 《〈 兴 ,xz 到 
(u, x )5 (modT pCG)) BT TC GO/ Tn G) 由 换 位 了 于 (2， x) 
取 模 Vin(G) 或 (1, “3 yk-13 xi 取 模 Tin(G) 生成 ,这 是 
我 们 希望 证 明 的 。 注意 在 这 个 定理 中 并 未 用 到 * 的 有 限 性 ， 

下 列 定理 几乎 是 上 述 定理 的 一 个 直接 推论 ， 它 给 出 医 专 
群 和 超 可 解 群 之 间 的 关系 . 

定理 10.2.4。 有 限 生成 的 睾 零 群 是 起 可 解 的 . 

证 明 . 设 G 是 有 限 生成 的 罕 零 群 。 设 它 的 下 中 心 序 列 是 

G = TI(G)IOTA(G6)D. OTAG)ITAA(G) = 1. 
因为 T《G) 是 有 限 生成 的 阿 贝 尔 群 ,所 以 它 是 mw 个 人 循环 群 的 
直 积 .又 因为 T《G) 在 G 的 中 心 内 , 它 的 任何 子 群 在 6G 内 大 
正规 的 。 因 而 存在 着 链 TH 一 1C{ajCt{a, ajC***Cta 
2 ,ao 一 Tc)， 它们 全 都 是 G 的 正规 子 群 ， 而且 序 列 
中 相 邻 两 个 群 的 商 群 都 是 循环 群 。 同 理 ,我 们 可 以 在 Tin( G6) 
和 T,;《(G) 之 间 插 进 正 规 子 群 ,使 得 相 邻 的 两 个 群 的 商 群 征 循 
环 群 。 用 这 个 方法 可 以 得 到 G 的 一 个 序列 ， 它 就 决定 G 征 超 
可 散 的 ， 

推论 10.2.4。 有 限 生 成 的 守 零 群 满 足 极 大 条 件 ， 

群 G 满足 极 大 条 件 是 指 它 没有 子 群 的 无 限 递 开 链 . 这 等 
价 于 G 和 G 的 每 个 子 群 都 是 有 限 生成 的 .我 们 将 在 定理 10.5.1 
里 证 明 超 可 解 群 的 每 个 子 群 是 超 可 解 的 因而 是 有 限 生 成 的 ， 
关于 可 解 群 的 对 应 命题 不 成 立 。 例 如 如 果 刁 是 具有 两 个 生成 
元 素 a 和 名 的 自由 群 , 则 F/F' 是 可 解 群 ,但 古 F /FP 有 无 限 
多 个 生成 元 素 4 2 ae2 


10.3.。 幕 受 群 的 理论 


我 们 看 到 如 果 群 G 是 类 <。 的 千夫 群 ， 则 每 个 换 位 村 《au 
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”3 ae) 者 是 单位 元 索 , 而 且 反 之 ,如 果 每 个 《al ……， det1) 人 
1, 则 G 定 失 最 多 为 < 的 暴雪 和 群 . 我 们 把 (a1,…, acn) 一 1 对 
村 所 有 we G 这 个 性 质 说 成 G 是 c 窜 堆 的 . 
定理 10.3.1。 如 果 G 是。 短 零 的 ， 则 G 的 每 个 子 群 和 商 
群 也 是 “ 等 零 的 
证 明 . 如 采 G 是 c 窜 寒 有 的 ; 则 对 于 子 群 防 当 然 更 有 si;€ 
的 所 有 换 位 子 (e，…，acH) 都 是 1, 因而 五 是 < 妖 零 的 ， 又 
如 了 工 是 G 的 同 态 像 , 则 广 E7 的 每 个 换 位 子 (61,…… ,bcn) 
是 G 办 的 某 个 换 位 子 (ea ac) 的 同 态 像 ,因而 它 是 单位 
元 素 , 所 以 了 是 大 零 的 。 
下 列 定 理 寂 及 本 身 可 能 不 是 宫 零 的 和 群 G 的 罕 零 正规 子 
群 ，. 
定理 10.3.2. 如 果 及 和 是 G 的 正规 子 群 ， 而 且 右 古 < 
称 堆 用 ,开征 4 里 零 的 , 则 刀 UK 一 HK 是 “十 4 舌 零 的 . 
证 明 . TABK) 由 wi € HK 的 所 有 换 位子 Ca， tt ，… ,Um) 
生成 ,因而 wi 一 hkis hi 日 ,kK 我们 可 以 断定 (xm, 坟 ， 
Um) 是 形状 w 二 《i 2,"… ,vm) 的 换 位 子 的 乘积 , 这 里 
每 个 vi; 是 一 个 h EH 或 一 个 EK. m 一 1 的 情形 是 显然 的 . 
假定 这 在 wv 一 1 时 成 立 。 那么 应 用 (10.2.1.3) 以 及 五 和 天 的 
正规 性 ,我 们 王 
(za “Um~is Um) 一 ( witw2: " “Wis, hnkm) 
-一 (zl | hs) (zol -li hh Km 
= (wi wes Rm) (whem wem, hrm) 
= (wwe km) (zol ~ ws, hn), 
同 理 ,应 用 (10.2.1.2)， 
(zol wy Rm) = (tw013 Rom) (tw tw km) 
二 (ro 3? AM) (zz “ W's， km). 
这 样 继续 下 去 ， 我 们 最 后 把 (41,…… ,um-i， Wm) 表示 成 《w， 
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hp) 和 (tw, 6) 的 项 的 乘积 ,这 些 项 就 有 形状 (和 …，zw)， 
XE 部 是 一 个 4 或 一 个 &《。 这 样 就 月 归纳 法 证 明了 我 
们 的 论 共 。 我 们 现在 来 证 朋 Teran (HK) 由 换 位 子 (v1,，*………， 
Votatl) 4 ;这 里 每 个 zw 是 一 个 或 一 个 k. 一 般 地 我 们 有 
Vis Vs 0) = (Vy, V1) vr (vl, ,Vs-1)Vs。 根 据 
TAH) 在 HK 内 的 正规 性 ,如 果 (vi ,Vi-1) ETAH), 则 妆 
Vv 是 一 个 & 时 有 《一 vi) ETi( 旭 ), 册 当 vw 是 一 个 4 时 有 
(2 ET 因此 ,如 未 在 (pa Verani) 中 有 
< 十 1 个 2 则 它 属于 Ton(H) 二 1, 即 它 征 单位 元 素 ， 否则 
在 (2 ，zcd+ 中 至 少 有 & 十 工 个 《用 同样 论证 得 出 它 
属于 了 er(K) 二 1， 总 之 (vs Vorati) 二 1, 办 此 HUK= 
HK 征 c 十 @ 蜂 雯 的. 
定理 10.3.3. 区 人 5 本 H 一 和 全 避 罗 人 


“证 明 . p32 l 是 显然 的 祷 放 户 名 证 明 对 于 
所 有 m, wm 过 Zwm。 假 定 日; 二 Zi. 那么 根据 Zi+ 的 定义 ,对 于 
任何 zc Zi 和 和 g&E C， 我 们 有 Zit ig 二 zj; 《 Zi;, 因 疝 
当 g” 二 hi€ Hi 时 我 们 有 zzini 一 8;h;《 Hi, 所 以 Ziyi 属 
于 晶 ; 的 正规 化 , 妈 肌 jw 二 Zinms, 这 融 用 归纳 法 证 明了 我 们 的 
论断 。 而 因为 Ze 一 G, 我 们 必须 有 HH 二 C， 

推论 10.3.1。 短 零 群 艾 每 个 真子 群 是 它 的 正规 化 子 的 真 


和 


于 群 :. 
推论 10.3.2， 等 地 群 的 每 个 极 太子 群 昨 正规 的 、 指 数 为 
未 数 有 的 ,机 且 包 含 着 导出 和 群 . 


议 计 十 器 礼 辞 G 的 极 大 子 群 。 因 为 Ne(M ) 真 包含 M ,我 
们 必须 有 NeM) 二 G, 即 M 4G, 于 是 根据 MM 的 极 大 性 ,G/M 
不 包含 真子 群 ， 因 而 它 必 定 征 素数 阶 的 循环 群 . 因此 M 的 指 
数 征 系 效 .又 因 为 G/M 十 阿 贝尔 群 ,M 包 含 导 出 群 G . 
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推论 10.3.3. 如 采 已 是 罕 零 群 G 的 子 群 ， G = G 已 ， 则 
H= 6G. 

这 时 如 和 朱 互 和 关 CG，, 则 根据 定理 , 当 fH 二 Ho 和 Hi 二 HZ in 
肝 就 有 每 个 HH; 在 Hin 内 是 正规 的 ， 如 果 器 ;了 关 G ,但 是 Hin 二 
G,; 则 Hj; 是 G 的 正规 真子 群 而 且 G/H; 是 阿 由 尔 群 , 因 击 Hj; 写 
G. 于 征 有 G HjG 一 万 关 G 而 与 假设 和 矛盾， 因此 我 们 必 
须 有 五 二 G, 这 了 吏 亚 明了 这 个 推论 . 注意 在 这 里 并 未 假定 G 
共有 极 大 子 群 . 

定理 10.3.4. 有 限 ” 群 是 改 零 的 、 有 限 群 是 寡 零 的 ， 必 


二 


票 而 且 只 票 它 是 它 的 西 罗 子 群 的 意 积 . 

证 明 . 根据 定理 4.3.1, 每 个 有 限 ? 群 P 具 有 不 是 单位 元 
素 群 的 中 心 。 因 此 P 了 的 上 中 心 序列 以 整个 群 结尾 ， 即 P 了 是 窜 
和 雪 的 . 同样 的 论证 对 于 有 限 ” 群 的 直 积 也 成 立 。 现 在 假定 C 
是 任何 有 限 的 知 零 群 ， 而 且 设 P 是 G 的 西 罗 2 子 群 。 那 么 根 
据 定 理 4.2.4，Ne(P) 是 它 自己 的 正规 化 子 ， 因 而 根据 推论 
10.3.1，Ve(P) 不 能 是 G 的 真子 群 。 因 此 P4G。 由 于 G 的 每 
个 西 罗 于 和 群 都 是 正规 的 , G 必定 是 它 的 西 罗 子 群 的 直 积 。 

推论 10.34 ( 维 兰 德 )， 有 限 群星 竺 零 的 。 必 票 而 且 只 要 
宫 的 极 太子 群 是 正规 的 

因为 根据 定理 10.3.3 的 推论 10.3.2， 祖 零 群 的 极 大 子 群 
是 正规 的 。 另 一 方面 ,根据 定理 4.2.4, 当 P 了 是 西 罗 p 子 群 时 ， 
NalP) 不 能 包含 在 G 的 正规 真子 群 内 。 因 此 如 果 极 大 子 群 是 
正规 的 , 则 PdG, 因而 G 是 它 的 西 罗 子 群 的 直 积 . 

定理 10.3.5。 如 果 X,Y, Z 是 群 G 的 子 群 ,而 且 K 是 C 
的 包含 (Y, Z, X) 和 (2Z, X,Y) 的 正规 子 群 则 天 也 包含 
(X, yY, 2Z). 

证 明 ， 从 (10.2.1.4) 我 们 有 

(x 2) 一 《zx yy) (Cy, 0 
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这 融 能 得 出 所 要 的 结论 . 

定理 10.3.6. 如 全 已 一 oH ”是 群 G 的 正规 子 
py 2 

推论 10.3.5. (T,(G), TG)) ET G). 

证 明 . 我 们 对 7 施行 归纳 法 ， 定理 的 假设 已 经 包括 了 
1 二 1 的 情形 .假定 对 于 所 有 的 i 都 有 (Hi, Ti)SEHirj. 


那么 根据 睛 纳 假设 ， (L, 已 ;， 人 人) Ti LYDEH,; 


M8. (Hi, Ti L), LES(Hit DEH;r, 因为 (Tj L), 
L) 二 TiXAL), 我 们 可 以 应 用 定理 10.3.5 而 得 出 
(已 ;， T;(L)) = (H,, (Tj-xL), L)) 
= (Tj-(L), LL, Hi) EHss, 
这 束 征 定理 的 结论 ， 


10.4. 群 的 弗 拉 梯 尼 子 群 


设 G 是 任意 的 群 。 我 们 以 下 列 方式 定义 G 的 弗 拉 梯 尼 子 
群 $: 6 一 G 门 M, 这 里 MY 遍历 G 的 极 大 子 群 ,如 果 G 具 有 极 


大 子 群 ， 因 此 @ 一 G 必 要 而 且 只 要 G 不 具有 极 大 子 群 。 因 为 
G 内 任何 目 同 构 更 换 它 的 极 大 子 群 ， 所 以 弗 拉 梯 尼 子 群 显然 
是 特征 子 群 . 

弗 垃 梯 尼 地 群 与 G 的 生成 元 素 组 有 密切 的 关系 ， 它 由 G 
中 在 下 列 意义 下 称 为 非 生成 元 素 的 元 素 组 成 . 

定义 ，G 的 元 系 * 叫做 G 的 非 生成 元 素 ， 假 如 对 于 G 的 
站 G 二 {1T,*+j), 则 G = {7T}. 

意 我 们 要 求 {7 ,x} 一 {7 了 } 对 于 每 个 使 {7, zj 一 G 的 

子 集 7 这 时 如 未 G 闫 1, 则 1 当然 古 非 生成 元 素 . 
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定理 10.4.1. 如 林 群 G 不 是 单位 元 素 群 ， 则 它 的 弗 拉 横 


证 明 . 没 2 是 G 的 元素 如 果 存 在 不 包含 = 的 极 大 子 群 
M , 则 群 {M , *} 真 包含 M , 而 由 于 M 是 极 大 的 , 我 们 必须 有 
{M ,x} 二 G， 但 是 这 时 {M } 二 M 闫 G. 因而 x 在 {M,*x} 二 G 
中 是 必要 的 生成 元 素 ， 因 此 G 的 非 生 成 元 素 属于 每 个 极 大 子 
群 ,所 以 每 个 非 生成 元 素 都 属于 8 = G [| M. 反之 , 我 们 还 


需要 证 明 ， 如 果 we€ BB， 则 x 是 G 的 非 生 成 元 素 ， 根据 假设 
G 关 1, 因 出 1 当然 是 非 生成 元 素 . 

现在 假定 对 于 G 的 子 集 T, G = 二 {7T, wj}。 我 们 来 证 有 明 如 
果 {T} 二 如 到 G, 则 就 将 导出 矛盾 ， 现 在 如 果 刀 和 关 G, 则 我 
们 不 能 有 we 瑟 , 因 为 在 这 情形 下 H= {H,4}{T,u} 二 G， 
因此 ww 有 ,于 是 根据 左 恩 引 理 , 存 在 子 群 KH, 对 于 uw 
的 性 质 说 是 极 大 的 .现在 {K, wj 二 {T ,w= 二 G, 因 而 {K, wj} 二 
G. 但 是 根据 基 的 选取 , 真 包含 KK 的 任何 群 必须 包含 4， 因 此 
K 一 M 是 不 包含 x 的 极 大 子 群 , 这 就 违反 了 we€ B=G { 1M. 


因而 必定 有 {7} 一 G, 所 以 每 个 we 是 G 的 非 生成 元 索 . 

定理 10.4.2。 有 限 习 的 绍 拉 梯 尼 于 是 符 堆 的. 

设 G 是 有 限 群 而 且 @ 是 它 的 弗 拉 梯 尼 子 群 ， 设 P 是 的 
西风 了 ? 子 群 。9 作为 G 的 特征 子 群 是 正规 子 群 ， 因 和 而 Pf 在 G 
内 的 每 个 共 轮 首都 在 8 内 ,因为 它们 都 是 @ 的 西 罗 了 子 群 ,所 
以 是 P 在 @ 内 的 共 轿 名 ,因此 P 了 在 @ 内 的 共 力 阁 数 与 在 G 内 
的 相同 ,所 以 [G:Ne(P)] 二 [8:No(P)], 但 是 [G:Ne(P)] = 
[G:DIDINAD] = [G:NeP)ILND): NoeP)] ,NILG:D]= 
[Noe(P):Ne(P)1。 注意 到 Ne(P) 一 Ne《P) 则 8 和 而且 应 用 定理 
1.5.5 中 关于 指数 的 不 等 式 , 就 能 得 出 

[Ne(P)SU D:D [Nel(P):NePINGD] 一 [c:01]. 
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由 此 可 知 We(CP)UD 天 G。 现 在 因为 G 一 {Vce(CP)， B17, 所 以 
每 次 移 去 @ 的 一 个 元 素 , 由 于 @ 是 有 限 的 ,我 们 还 将 有 
C 一 {Nc(P)] 一 Ve(P). 

于 是 P44G， 当 然 更 有 P40。 因为 8 的 每 个 西 罗 子 群 元 正规 
的 , @ 必定 是 它 的 西 罗 子 群 的 直 积 ,因而 它 是 究 零 群 . 

定理 10.4.3。 容 零 群 的 弗 拉 梯 尼 子 群 包含 导出 群 

证 明 . 根据 推 沦 10.3.3, 如 果 G 是 军 零 的 而 且 6G = HG， 
则 G 一 五， 这 说 明 G 可 以 从 G 的 任何 生成 组 删 去 ， 因 而 得 
出 @ 乙 G 。 逆 命题 对 于 有 限 群 成 立 . 
含 导出 姓 6', 则 C 是 知 零 的 

证 明 . 设 P 了 是 G 的 西 罗 子 群 。 如果 Ne(CP) 一 刀 关 CG, 则 
HH 包含 在 G 的 某 个 极 大 子 群 VM 内. 然而 MM 二 @， 而 且 根 据 假 
设 , @ 二 G"， 因 为 G/G 是 阿 贝尔 群 , 所 以 邓 是 G 的 正规 子 群 . 
另 一 方面 ,根据 定理 4.2.4, 因 为 MDXNe(P)， M 是 它 且 已 的 下 
规 化 子 . 这 是 一 个 矛盾 , 因而 我 们 必须 有 Ne(P) 一 CC 的 
西 罗 子 群 都 是 正规 的 ,因而 G 是 它们 的 直 积 ,由 是 逢 稚 的 . 


10.5. 超 可 解 群 


定理 10.5.1。 起 可 争 汶 的 于 群 和 商 群 是 超 可 解 的 
证 明 . 设 G 是 超 可 解 群 而 且 

C 一 40 站 4 了 4 OA,= 1 
是 正规 序列 ， 其 中 每 个 4;-vVL4, 都 是 循环 群 。 那么 对 于 商 群 
G/K 二 T, A; 的 同 态 像 2 组 成 正规 序列 

了 一 也 一 局 有 一 上， 
这 里 在 把 重复 的 群 删 去 后 ， 对 于 相 邻 的 项 Bi-: 和 8B; 就 将 有 
循环 的 商 群 B,-yVB,, 因 为 循环 群 的 同 态 像 是 循环 群 或 单位 元 
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素 群 对 于 子 群 妃 , 取 妃 一 CCC 二 … :全 C. 一 1, 这 里 
Ci 一 HH 门 4;， 对 于 每 个 i, 昌 门 4; 在 及 内 是 正规 的 ,而 且 根 据 
定理 2.4.1, 我 们 有 

CC = HNA/HNAmSEANU (HN AD/Ain. 
但 是 右 端 是 4;/ 4 x1 的 于 群 因 而 是 循环 群 或 单位 元 系 群 。 因 
此 C,;/C: 是 循环 群 或 单位 元 素 群 , 所 以 瓦 是 超 可 解 的 . 

推论 10.5.1。 超 可 解 群 满足 极 太 条 件 . 

超 可 解 群 是 有 限 生 成 的 ,因而 根据 定理 10.5.1, 它 的 子 和 群 
也 是 有 限 生 成 的 ,所 以 极 大 条 件 满 足 . 

定理 10.5.2.。 起 可 解 群 G 具 有 正规 序列 


雪 


和 


证 明 . 设 G 一 AD 站 42 志 了 了 4 一 上 是 正规 序列 ， 
其 中 4i-/ 4; 是 循环 群 。 如 果 4;-1/ 4; 有 有 限 的 阶 pip2**…p， 
这 里 pi, py,***, Pp 是 内 数 (不 必须 是 不 同 的 ), 则 4-vV 4 只 
有 阶 为 Pi, P22 ， pr“ Pps- 的 唯一 循环 子 群 而 且 这 些 都 是 
特征 子 群 。 因此 在 4;-! 和 4; 之 间 的 * 一 工 个 对 应 的 子 群 在 
G 内 是 正规 的 ， 而 且 相 邻 的 群 的 商 群 是 素数 阶 循环 群 。 用 这 
个 方法 加 细 每 个 有 限 阶 的 商 群 4;-s/ 4j, 就 得 出 定理 中 的 正规 
序列 ,其 中 每 个 商 群 是 无 限 循环 群 或 素数 阶 循环 群 . 

这 个 定理 还 可 以 进一步 加 强 而 按 索 数 的 大 小 来 重新 排列 
烷 数 阶 商 群 . 

定理 10.5.3， 部 可 解 属 C 县 有 平 起 序 到 

6 = CC DC,D: Ce ] ， 


证 明 . 取 定理 10， 5.2 中 给 出 的 序列 


G = BoDBDO BO: * -Bb. 一 1 
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如 果 Bi_1/B; 和 Bi/B iw 的 阶 分 别 是 素数 9 和 尹 而 且 9 > 
则 B -VB 的 只 是 pq 而 且 p 一 9 它 有 4 阶 的 特征 子 群 ,这 
子 群 的 逆 像 BX 在 G 内 是 正规 的 . 如果 我 们 把 B; 换 成 B*， 
则 B ;1/ BY 的 阶 是 ?而 BY/Bir 的 阶 是 g。 继续 这 个 步 嗓 , 它 
并 不 改变 序列 的 长 度 ,我 们 最 终 得 到 一 个 序列 ,在 其 中 相 邻 的 
素数 阶 商 群 的 阶 不 会 递增 ,这 就 是 定理 所 要 的 . 

推论 10.5.2. 如 朱 G 征 阶 为 pip.……p; 的 有 限 超 可 解 群 ， 


这 里 奥运 户 所 …: 过 ,都 是 素数 , 则 G 具 有 主 序列 


《7 一 一 4 下 才 一 ， -站 4 一 ， 


其 Ai-i/ 4 的 阶 古 pi. 
定理 10.5.4。 起 可 解 嫩 的 导出 群 是 罕 零 的 ， 
证 明 . 议 CE 一 44DPD…pDPD4d 一 1 是 G 的 正规 厚 列 ， 
其 中 4-V 4; 是 人 循环 群 ， 记 8H; 一 G' 门 4;。 那么 
0’ = HH DH,=1 
是 正规 序列 。 向 是 这 序列 中 不 同 的 项 ;组 成 序列 
G = KOOKIDO... OK,=© 1, 
其 中 天 -wy KR 是 循环 群 ， 我 们 来 新 定 这 些 玉 组 成 G“ 的 中 心 序 
列 ,每 个 天 ;是 G 中 正规 子 群 的 交 , 央 此 在 G 内 是 正规 的 ,这 时 
在 G/ 开 ;内 开 -/ 开 ;是 循环 的 正规 子 群 ,用 G/K, 的 元 素 作 变 
形 导 出 循环 群 天 -天 ;的 目 同 构 。 然而 循环 群 的 自 同 构 组 成 
阿 从 尔 群 , 昕 以 G/K; 的 表 个 元 素 导 出 Kj/Ki 的 可 交换 的 自 
同 构 。 本 是 任何 两 个 元 案 的 换 位 子 xymxzy 导出 天 -VER 的 
恒 问 目 同 构 。 这 说 明 Ki-i/K; 属 于 GG /Ri 的 中 心 ， 因 而 这 些 
K 组 成 G 的 中 心 序 列 , 折 以 G 是 寞 委 的 . 
在 超 可 解 群 内 由 任意 子 群 组 成 的 链 具 有 一 个 有 趣 的 性 
质 ， 我 们 说 太 在 本 内 的 指数 是 col, 假如 Hi 二 >， ar 对 


于 某 个 元 素 a, 这 里 x 遍历 从 一 co 到 二 co 的 全 体 整 数 . 因而 如 


° 184. 


果 4iqd4i-i 而 且 4;-i/4; 是 无 限 循 环 群 , 则 4; 在 4j-: 内 的 指 
数 是 co 因为 我 们 可 以 在 作为 循环 群 4;-1/ 4; 的 生成 元 素 的 
4i 的 傍 系 内 取 任 意 元 素 作为 c。 但 是 在 及 内 有 指数 ce 的 
于 可 以 在 已， 站 个 全 下 玫 


各 


G = Mo OM OM >». ‘OM, 二 1 


可 以 插入 下 列 群 而 加 纸 : 
NM = Mo OM OOM, = M,, 
1 = f(1), 1 一 1,.**,5, 


证 明 . -因为 是 超 可 朋 的 ， 所 以 内 {要 证 明 已 知 序列 可 
以 在 G = 二 Mo 和 Mi 之 间 揪 入 若干 项 向 加 细 成 具有 所 要 的 性 
质 . 然后 依次 对 M1,*…… , M ,1 重复 这 个 论证 ,就 能 加 细 整 个 
序列 . 

设 C 一 4oDpD4DP4D…DPD4 一 1 是 G 的 正规 序列 , 这 
里 每 个 4i/ 4; 是 素数 阶 或 无 限 阶 的 循环 和 群 。 当 然 有 MM 二 
4, 二 1 和 Mi 忆 4o 一 G， 因 此 对 于 1,*… ,r+ 中 的 某 个 i 有 
Mi24; 和 MI 轧 4i-i。 我 们 考虑 两 种 情形 : (1) 4-vy Ai 是 
素数 阶 的 ，(2) 4-V4; 是 无 限 循环 群 . 

情形 i. Aiil A 是 系数 阶 的 .这 时 4:-. 汪 Mn Ai2 A i. 
因为 4; 在 4;-i 内 的 指数 是 素数 ,在 4; 和 4;-i 之 间 不 能 存在 
子 群 . 因此 Mn4i- 一 4。 如果 4 一 >, 4 ,x = 0, 


一 1 一 则 MU4 一 Mi 一 Ma 而 Mr 一 >， Mia’, 


YY 一 0, 1 …， 尹 一 1 因为 Mi 包含 4; 而 不 包含 4a, 但 是 zt 6 
4i. 这 时 Mi 在 MY 内 的 指数 是 案 数 而 有 全 M1 写 4ii. 
情形 2，4;-vV 4 是 无 限 循 环 群 . 这 时 4- 过 Maifi 4 全 
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避 : CG 上 的 下 . 规 玉 群 . 加 并 : M {144 ;1 一 A, 向 县 


4 一 >, Aia’, 
则 令 M¥ 一 MiU4 一 M14 一 >) Ma, 于 是 Mi 在 Mt 


内 有 指数 co01, 因 为 Mi 包含 4; 而 不 包含 元 素 4 的 方 恬 。 又 如 
果 Mina4-D4 则 因为 无 限 循环 群 的 每 个 于 群 是 有 限 指 效 
的 ;所 以 Mna4 一 在 4 一 内 的 指数 有 限 。 因 而 在 我 们 的 正规 
玫 列 内 可 以 在 4 一 和 Main 4 之 间 插 和 人 者 干 项 ,使 侍 后 一 项 
在 前 一 项 内 的 指数 是 系数 ,于 是 像 在 情形 1 里 那样 ， 找 中 M 
使 Mi 在 其 中 有 素数 指数 .重复 这 个 构造 , 我 们 找到 链 M IC 
MI?CMY*C..-CM ?， 使 每 个 群 在 后 一 个 中 有 素数 指数 向 
H. Mi?D A 

继续 这 个 构造 ,在 有 限 步 后 将 达到 M1 过 Ao 二 C, 因而 
找 出 了 定理 中 所 需要 的 在 G 和 Mi 之 间 的 加 细 ， 前 面 已 经 说 
过 ,同样 的 步骤 可 以 给 出 关于 整个 链 的 所 楼 的 加 细 ， 

对 于 有 限 群 ,这 个 定理 成 为 下 列 有 趣 的 形式 . 

定理 10.5.6. 在 有 的 超 本 入 攻 6 内 ， 了 和 站 条 有松 信 


过 志和 
不 


二 


根据 前 个 定理 。 让 入 大 狂 让 生 个 天 在 后 个 
子 群 中 的 指数 都 是 素数 ,因而 极 大 链 的 长 度 是 +. 

推论 10.5.1。 甩 限 起 可 解 必 的 每 一 个 极 太子 属 都 是 过 
指数 的 ， 

最 先 由 胡 帕 特 (Huppert [1]) 证 明 的 可 注意 的 事实 是 
这 个 推论 的 逆 命题 也 成 立 . 为 此 我 们 必须 用 到 在 第 十 六 章 里 
证 明 的 关于 和 群 表 示 的 若干 定理 .我 们 先 来 证 明 P. 赫 尔 的 一 
个 未 发 表 的 定理 

定理 10.5.7 (P. 赫 尔 )。 如 果 G 是 有 限 群 具 有 人 性 质 
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(M ): 它 的 所 有 家 大 子 群 的 指数 是 素数 或 素数 的 平方 ,那么 6 

证 明 . 我 们 对 G 的 阶 施行 归纳 法 . 设 了 是 整除 这 个 阶 的 
最 大 素数 ,5 是 G 的 西 罗 ?了 子 群 ,N 是 它 在 G 内 的 正规 化 子 ， 
如 果 = 二 G, 则 5 在 G 内 是 正规 的 而 且 G/S 具有 性 质 (M )， 
因而 根据 归纳 假设 ，G/S 是 可 解 的 ,3 是 ?和 群 ， 因 而 G 是 可 
解 的 否则 当 NCG 时 ， 取 G 的 包含 六 的 极 大 子 群 妃 。 在 互 
内 像 在 6G 内 一 样 ,NN 是 5 的 正规 化 子 , 因 而 根据 第 三 个 西 罗 定 
理 , [GIN]== 1 十 bp, [HEN] 一 1 十 hp, 这 分 别 是 在 G 和 
瓦 内 的 西 罗 乡 子 群 的 个 数 。 因此 [G:H] 一 1 十 kp， 但 是 根 
握 假 设 , 对 于 某 个 素数 g[ G:H] = 7 或 全; 而 且 显 然 有 9 二 yp， 
和 盖 0、 因 此 驼 一 儿 一 1 一 (一 也 (十 切 。 因 为 祖 9 十 
1 ,我 们 必须 有 pp 二 4 十 1。 唯 一 的 可 能 是 如 一 3 和 4 一 2, 天 
而 G 的 阶 有 形状 243， 根 据 定 理 16.8.7,G 是 可 解 的 ， 

定理 10.5.8 ( 胡 帕 特 ). 假定 G 是 有 限 群 ,具有 性 质 CM 5， 
它 的 全 体 极 大 于 于 的 指数 都 是 素数 ， 那 么 G 是 超 可 解 必 . 

证 明 . 如果 定理 不 成 立 , G 具有 性 质 (MD?) 而 不 是 超 可 解 
群 ， 而 且 它 是 具有 这 两 个 性 质 的 群 中 阶 最 小 的 。 那么 根据 定 
理 10.5.8,G 是 可 解 的 . 设 N 是 6 的 极 小 正规 子 群 , 它 的 阶 是 
p", 了 是 素数 . 根据 G 的 极 小 性 ，G/N 是 超 可 解 的 ,因而 在 G 
的 主 序列 的 商 群 中 ， 只 有 NN 是 非 循环 的 .我 们 有 结论 : N 是 
G 的 唯一 极 小 正规 子 群 。 设 HI/N 是 G/N 的 极 小 正规 子 群 . 
存在 两 种 情形 : (1) [BH:N] 一， (2) [H/N] 一 g, 9 是 与 2 
不 同 的 素数 .在 (1) 中 瑟 必 定 是 阿 贝 尔 群 ， 因 为 否则 将 有 
1CHCN 而 且 V 在 G 内 是 正规 的 。 由 于 汪 1， 囊 不 能 有 
请 阶 元 素 , 因 为 这 将 使 六 包含 五 的 六 阶 特征 子 群 ,这 将 导出 同 
样 的 结论 .因此 巨 是 初等 阿 由 尔 群 . 

现在 以 自然 的 方式 把 G 表 示 成 了 的 自 同 构 群 。 旭 表示 成 
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模 户 的 & 十 1 次 线性 变换 的 群 (因为 瑟 的 阶 是 pe+50。 设 天 是 
全 体 这 种 元 素 ak G 的 集合 , 对 于 x EE 日 有 aTixa 一 x”, 这 时 
m 一 m(a) 不 依赖 于 x*， 再 设 工 是 妃 在 G 内 的 中 心 化 了 于. 那 
人 么 天 / 工 包含 在 G/L 的 中 心 内 .又 天 CG， 因 为 六 是 G 的 唯 
一 极 小 正规 于 群 ， 而 且 互 的 每 个 于 群 在 天 内 是 正规 的 . 娘 
M /天 是 CE 的 极 小 正规 子 群 .如 末 [ MM :KK]==p, 就 将 有 MI/L 
是 天 /元 ( 它 的 阶 与 乡 互 素 和 而 且 在 G/L 的 中 心 内 ) 与 一 个 p 阶 
群 { 工 , a}/ 工 的 直 积 ,lf0 有 日 M, 二 {上 , 4a} 在 G 内 是 正规 的 . 
因为 换 位 子 群 (N, 工 ) = 二 1 而 且 [M1:L]= 二 p, 所 以 NN 包含 MM， 
的 中 心 的 天 1 的 元 素 。M 的 中 心 是 G 的 正规 子 群 , 因 而 根据 
的 极 小 性 ,SN 在 Mi 的 中 心 内 而 且 (M1， N) 一 1。 如 果 瑟 = 
{N50, 则 群 (如 M1) 是 户 阶 的 而 且 由 (eey 0 一 cENCc 当 
1) 生成 ， 然而 这 个 群 在 G 内 是 正规 的 , 因而 入 不 能 是 G 的 极 
小 正规 子 群 . 

因此 [LM:K] 一 9， 4 是 与 ?不 同 的 素数 ,因而 MI/L 的 
阶 与 上 互 过 .根据 完全 可 约 性 定理 (定理 16.3.1)， 由 此 得 出 
日 二 N Xx P,， 这 里 P 是 在 M 内 正规 的 t 阶 群 . P 在 G 内 的 共 
力 癌 是 在 M 内 正规 的 PP 阶 子 群 ， 因 而 它们 的 并 8 是 G 的 正规 
了 于 群 ， 因 为 祥 是 G 的 唯一 的 极 小 正规 子 群 而 且 0 关 N, 所 以 
0 二 日 ,因为 P 不 在 N 内 ,P 的 共 弦 者 也 不 在 N 内. 设 P 一 
{5},，b? 一 1, 又 如 果 P; 关 PP 是 P 的 任意 共 固 首 , 则 PP 站 N = 
R ,这 时 因为 [BE:V] 二 p,R 是 ? 阶 的 . 我 们 可 以 取 P; 的 生成 
元 素 c<， 使 得 P; 一 {cj, R = 二 {bc}. 因为 P,P;, R 都 是 M 的 
正规 子 群 ， 所 以 对 于 M 的 任何 a,，aT1ba 一 6b”，aTlca 一 cn， 
apc)a 一 (bc) 于 是 (6c) 二 b”e"*, 因而 1 二 Xn 二 m， 由 
于 Pi 是 P 的 任意 共 轮 者 ,所 以 对 于 任何 +E€ 恕 ,我 们 有 a'ra 一 
Xx”, 这 里 mm 二 m(a) 与 * 无关。 因此 M CK， 这 是 一 个 矛盾 ， 
总 之 情形 (1) 不 能 发 生 ， 
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情形 (2) 可 以 立刻 解决 . 如 果 [BE:V] 一 9 不 同 于 b, 说 
吕 定 五 的 西 罗 4 于 群 , 了 是 2 在 CG 内 的 正规 化 于 . 2 在 G 内 
的 任何 共 斩 者 属于 媚 ， 因 而 是 2 被 六 的 元 系 作 用 而 得 出 的 去 
斩 攻 。 因此 G 二 NT。 于 是 NNT 在 G 内 是 正规 的 .但 去 
T 淆 NN ,因为 这 将 使 T==G 因 而 8 在 G 内 是 正规 的 .因此 NN 
T= 二 1,，[G:T] 王 yp” 但 是 T 是 G 的 极 大 于 群 ,因为 在 TC 
TICG 时 将 有 1CTINNCN 而 且 NN 在 G 内 有 古 正规 的 . 
了 于 是 G 具 有 指数 不 是 素数 的 极 大 子 群 而 与 假设 蔬 慎 . 


习 题 

1， 设 I 二 1 WM(G) 是 6G 的 内 自 同 构 群 而 且 7W 是 71”? 的 内 目 同 构 
群 。 当 序列 6, ,19),..… 中 有 单位 元 案 群 时 ,证 明 G 是 蜂 零 的 . 

2.， 设 6 是 满足 极 大 条 件 的 群 。 当 G6 的 自 同 构 群 446) 是 超 可 解 群 
时 ,证 朋 G 是 超 可 解 的 ， 

3， 设 ee 和 4 是 寡 零 群 C 的 元 素 ，a 一 2 二 1, (m, 2) 二 1, 令 w= 
4 20 08， 证 明 如 果 weE PCc)， 则 weE Tir(G)、w"€ Tin(G), 
因而 w€ Tiqn(《G)。. 因此 有 结论 二 1， be 二 ab， 

4. ”证 明 第 八 章 习题 2 的 逆 命 题 ， 即 ， 如 果 G 是 有 限 的 窜 零 群 ， 徊 且 
pi Pp:，"** ,Ps 是 乘积 等 于 G 的 阶 的 任意 地 排列 的 素数 , 则 cG 其 有 
合成 序列 G = 如 4 部 本 一 1， 这 里 4;_1/4; 的 阶 是 了 pi. 

5. 设 6G 是 ? 群 而 且 T;(G) = 1. 证 明 , 如 果 p” 是 G/T,(G) 的 元 素 的 
最 高 的 阶 , 则 TT,(6) 的 元 素 不 会 有 比 #” 高 的 阶 。 
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第 十 一 章 ”基本 换 位 子 


11.1. 集 积 过 程 


我 们 考虑 形式 的 字 或 串 52 ……b。。 这 里 每 个 5 都 是 字母 
zy mm …，x 中 的 一 个 ， 我 们 还 用 下 列 规则 导 人 形式 的 换 位 
于 cj 和 权 woe): 

1) ci 一 xi 一 157 是 权 1L 的 换 位 子 ; 即 w(x) 一 1 

2) 如 果 ci 和 cj 是 换 位 子 ， 则 cx 二 (ci, ci) 是 换 位 子 ， 
而 县 wo ch) -= wo ci) 十 we;). 

注意 这 些 定义 对 于 任何 给 定 的 权 只 产生 有 限 个 换 位 子 . 
我 们 将 用 下 指标 表 出 换 位 子 的 须 序 ， 纺 排 ci = xi, i 二 1， 
… ,7, 然后 以 权 的 次 序 来 编排 ,但 是 对 于 同一 权 的 换 位 子 给 
以 任意 的 顺序 . 

换 位 子 的 帅 Ci Cim = zz 天 当 换 位 于 
从 左 到 右 部 按 顺 序 排 时 ,fd0 做 集 积 的 、 任 意 的 换 位 子 捉 

Ci (11.1.1) 

一 般 会 有 集 积 的 部 分 ci co， 只 要 五 委 … 扫 加 而 且 各 么 
fj， 了 一 妨 十 1 2 也 会 有 未 集 积 的 部 分 ci ca， 这 
更 ;on 不 是 5 7 一 丸 十 1 ,7 中 最 小 的 。 当 丸 人 不 让 最 小 
的 下 指标 肝 , 串 cm eis 没有 集 积 的 部 分 . 

我 们 来 定义 换 位 子 串 的 集 积 过 程 . 如 未 cs 和 古 在 未 集 积 
部 分 中 的 最 先 的 换 位 子 , 而 且 c。 = c。 是 最 左 的 未 集 积 的 
我 们 把 


“290 。 


换 成 
Ci "Cim”  " ci 人 ci ci): Cine 

结果 把 Ci 移 向 左边 而 且 导 入 了 新 的 换 位 子 (ci Ci), 按照 
它 的 权 它 一 定 在 Ci 之 后 。 因 而 Csi 仍然 是 未 集 积 部 分 的 最 先 
的 换 位 子 。 在 一 定 的 步 数 以 后 , c; 将 移 到 第 m 十 工 个 位 置 ， 
因而 就 成 为 集 积 部 分 的 一 部 分 .由 于 在 每 一 步 都 要 寻 人 一 个 
新 的 换 人 位子 ,这 个 过 程 一 般 不 会 终止 . 

设 *1，'…, x, 是 群 己 的 生成 元 素 《〈 而 且 我 们 主要 讨论 F 
是 其 有 这 些 生成 元 素 的 自由 群 的 情形 ) ,再 设 换 位 子 (w,v) 二 
wo ~w。 那 么 由 于 

CC ci)， (11.1.2 ) 

因而 集 积 过 程 不 会 改变 由 字 表 出 的 群 的 元 素 . 但 是 集 积 过 程 
有 定义 的 并 非 刁 的 全 部 元 素 , 而 只 是 正 的 字 , 即 能 表 成 生成 元 
素 的 乘积 而 不 用 到 生成 元 素 的 任何 逆 的 元 素 。 下 面 将 会 消除 
这 个 缺陷 . 

在 把 集 积 过 积 运用 到 正 的 字 时 ， 并 非 全 部 换 位 了 于 都 会 出 
现 . 例如 (zx 会 出 现 而 (x1, x2) 则 否 ， 因 为 x 在 x; 之 前 
被 集 积 了 .真正 会 出 现 的 换 位 子 叫 做 基本 换 位 子 ， 我 们 来 给 
出 由 x1,***, *; 生成 的 群 下 的 基本 换 位 子 的 形式 定义 . 

基本 换 位 子 的 定义 : 

1) ci 二 xi, 1 一 1,…,? 是 权 1 的 基本 换 位 子 , w(xi) 二 1. 

2) 在 定义 了 权 小 于 的 其 本 换 位 子 以 后 , 权 z 的 基本 换 
位 子 是 ChR™ 《2 cj;), 这 里 

(a) ci 和 cj 是 基本 的 而 且 w(ci) 十 wo(cj) 一 >， 
(b) ci > ci 又 如 果 ci 王 (cs c2), 则 cj 之 ci. 

3) 权 ” 的 换 位 子 在 权 小 于 = 的 换 位 子 之 后 ,而 且 役 此 任 
意 地 排 成 顺序 . 基本 换 位 子 总 编 成 号 码 使 得 它们 的 顺序 由 下 
指标 表 出 。 
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我 们 注意 到 , 当 换 位 子 按 权 编 倡 , 而 在 同 权时 任意 编排 ， 
妙 么 在 把 集 积 过 程 运用 到 正 的 字 时 ， 只 会 产生 基本 换 位 本. 
Cucv = Cocu( cus cv) (11.1.3) 
中 ,我 们 在 ,之 前 集 积 c, 因而 cs 六 cs, 又 如 果 co 一 (co co)， 
则 我 们 在 集 积 这 个 cs 之 前 已 经 集 积 了 cc 因而 c。 之 ci 
我 们 现在 来 证 明 , 在 对 Tin《(F) 取 模 时 ,这 里 Tin(F) 是 
F 的 下 中 心 序列 的 第 十 1 项 (% 是 任意 的 ), 以 后 把 它 记 做 
Tn， 下 的 任意 元 素 可 以 写成 
f = cficf* :ch(mod Firi), (11.1.4) 
这 里 a,… ,ci 是 权 为 1 ,2,…, 义 的 基本 换 位 子 . 在 集 积 过 
程 中 有 
vu 一 Uy(v, #), (11.1.5) 
这 里 ws, ” 和 (v,w) 都 是 基本 换 位 子 。 我 们 还 必须 著 虑 集 积 
在 vi， ar 和 vw 中 的 xz 或 or 因为 yu! 一 wiv(v， 
zi) ,而 旦 从 (10.2.1.3) 有 
1 = (vy, un ll) = vy, ul)(v, wu) (v, 4, tr1)， 
(11.1.6) 
因而 (vw) 二 (vv, Uw) (Vv, Ww) 同 理 , (v, ,4 ') 一 
(vs us uy, vv ,Vn 一 (v4,#), 我 们 有 
(zt = (C,H) v7 
一 VV2, UvT 
= V4 25 VT (mod Fin), (11.1.7) 
而 县 我 们 注意 到 ,如 条 一 (v,w) 是 基本 的 , 则 vw, vs，,*** 也 
是 基本 的 . 取 模 Fr, 我 们 可 以 拧 去 (so !)， 只 有 要。 大 到 
使 它 有 权 十 1 或 更 高 些 ， 因 此 作为 集 积 的 一 步 ,我 们 有 
Hl = My V4 V5 IV mod Fir). (11.1.8) 


同 理 ,v 人 二 wv (v4) ;又 从 (10.2.12); 1 一 (go 一 
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(pz oz) (zy ay too zx) 因而 如 果 w 实 (VW) wn 霸 
《wi,v), 则 就 有 
yu WWI WT (mod Firi). (11.1.9) 
又 ora 一 err 六， 而且 根据 (11.1.8)， 
ua ly VV IVI VI mod Fin), (11.1.10) 
因而 
yl Vas V0 (modFin),. (11.1.11) 
重复 应 用 (11.1.5), 《11.1.8), 《11.1.9), (11.1.11), 就 能 导出 
以 一 系列 基本 换 位 子 来 表示 任意 元 素 f 的 表示 式 (11.1.4). 
如 果 玉 是 由 x1, x3，"*…*,*, 生成 的 自由 群 ,; 则 对 于 给 定 的 
基本 换 位 子 序列 ， 我 们 将 在 $ 11.2 中 证 明 表 达 式 (11.14) 是 
唯一 的 。 特别 节 , 权 及 的 基本 换 位 子 是 Fk/EA+ 的 目 由 基 展 ， 
因而 它 是 自由 阿 贝尔 群 ， 这 就 是 把 基本 这 个 词 加 到 这 些 换 位 
子 上 的 原因 ， 


11.2. 维特 公式 。 基 底 定 理 


假定 给 了 由 生成 元 素 x1, x;,… , x; 组 成 的 基本 换 位 子 

的 序列 c1, cj，.…:， 我 们 把 基本 换 位 子 的 乘积 

CC (11.2.1) 

叫做 基本 乘积 ,如 果 它 有 集 积 好 的 顺序 , 即 ii 志和 … 二. 

对 于 换 位 子 的 任意 乘积 p = ae …… es， 我 们 定义 权 w(p) 为 
w(p) 一 w(a) 十 .…' 十 w(a,)， 集 积 过 程 要 改变 乘积 的 权 . 

我 们 在 这 里 定义 类 似 于 集 积 过 程 的 括 积 过 程 , 它 不 改变 权 . 这 

时 如 果 w,v 和 (u,v) 都 是 基本 换 位 子 , 则 我 们 把 …uv… 换 成 
…(u,v)… ,而 不 象 集 积 过 程 那样 换 成 …vuCw, op。 

定理 11.2.1。 由 生成 未 素 1， , *, 组 威 的 权 ” 的 基本 


证 明 . 对 于 每 个 & 一 1, 2,-…, 我 们 定义 权 # 的 全 体 乘 
积 ala2*……as 《这些 a 部 是 基本 换 位 于 ) 的 族 Pi 一 Px, 这 些 乘 
积 有 形状 
ClicS2* -chtCi ~ * Cis (11.2.2) 
这 里 ej; 之 0, 1 盖 《，1D "4 之， 而 且 对 于 每 个 换 位 于 
Ci (cs cs)， 都 有 cs 在 Ck 之 有 列 。 因 而 Pi 可 以 看 作 这 样 的 
字 的 族 ,在 其 中 cl， ……， ci 已 经 集 积 耐 c 则 否 。 我 们 把 P， 
中 的 乘积 数 记 做 | Pt 显然 忆 征 了 个 生成 元 素 的 全 体 乘积 的 
族 : 厅 [以 |P,| 一 7 。 但 是 我 们 可 以 在 P. 利 | 的 元 过 之 同 建 
这 一 一 对 应 。 事 实 上 ,如 来 cf “CRACi Cy, 年 的 元 过 , 则 
ci 在 以 之 后 ,; 因 币 即 使 在 末 集 积 的 屠 分 可 以 有 一 串 cx, 但 是 
头 搂 这 一 串 之 左 必 定 有 一 个 cy，y >《。 对 于 每 一 串 
cyck “cicws» 全 人 w > K， 
找 们 使 用 括 积 法 (Cey, ct)， Cc … ,ccw。 于 是 因为 当 cy 一 
(cu， c 几 时 有 不 > "所 以 导入 的 新 换 位 子 是 基本 的 而 且 后 于 
ct。 这 就 给 出 Pa 的 唯一 元 素 。 反之， 如 果 在 Pkri 的 元 素 中 
除去 了 所 有 人 包含 cx 的 括 弧 ， 我 们 就 得 出 IP 的 唯一 元 素 ， 因 
此 |Pi| 一 |Pin| ,因而 对 于 每 个 * 都 有 ||P 一 | 有 | 二 1"， 然 
看 妆 X 足 够 大 时 , Pi 将 由 权 z# 的 全 体 基 本 乘积 组 成 。 这 就 证 
明了 定理 . 
我 们 可 以 利用 定理 11.2.1 来 求 出 权 ”的 基本 换 位 子 的 个 
数 , 殴 至 可 以 求 出 这 样 的 基本 换 位 子 的 个 数 , 它 对 于 每 个 生成 
元 素 的 权 古 特殊 化 了 的 .我 们 用 这 样 的 规则 来 定义 权 ow;(<)， 
1 一 1， +: wx) 一 1 ， w(xi) 一 0 对 于 ; 关 71 而 且 按 递 
归 法 则 定义 wi (cn, co)] 一 wi( cu) 十 wi( co,). 设 M,(n) 是 
7 个 生成 元 系 和 和 xm 的 权 # 的 换 位 子 的 个 数 ， 再 设 


i) 原 书 有 错 .一 一 译 者 


es。 工 94 。 


M (ni, 如 2 ”5 人 Prv 是 使 wi(c) 一 Ni, 1 = 1 …: 3 了 上 具有? = | 
十 十 … 十 ny 的 换 位 子 < 的 个 数 . 
定理 11.2.2 (维特 定理 ). 


M,(n) = 5 pCa)r". (11.2.3) 
HN gn 


1 7 nl fy 
M(m pa 11) 一 2 ea 人 EN ” (人 
(11.2.4) 
这 里 p《m) 是 对 正 整 数 定义 的 茂 比 乌 斯 评 数 ,其 规则 十 
AKC1) 一 十 1， 
而 对 于 ”一 站， 是 不 同 的 素数 ,那么 当 有 任 
何 e; 之 1 时 , x(x) = 0,m 有 pCpip2 ps) = (—1).. 
证 明 . 根据 定理 11.2.1, 基本 乘积 的 个 数 是 r".。 这 导 回 
关于 一 个 变数 z 的 暴 级 数 的 慢 等 式 : 


1 的 
HE (1 一 zc (11.2.5) 
到 二 了 


1 一 rz | 
括 积 过 程 保持 权 w;，i 一 1,，…,? 不 变 . 因而 以 生成 元 素 
Xl “"“ "3 Xr 表 出 的 ,具有 权 wi(W ) — 1; 的 字 砂 的 个 数 就 等 于 


n! 


mi! 的 nl 


这 导 癌 了 个 变数 Zl """*s 2y 的 恒等式 


1 
= | (1 一 一 z1! . “2 ) Mon) 


1] 一 Zi 一 …' 一 本 
~ (11.2.6) 
维特 (WitL21) 从 这 两 个 恒等式 出 发 取 对 数 , 骨 应 用 刻 比 马 斯 
反 演 求 得 了 定理 中 的 公式 .。 我 们 将 在 这 里 利用 迈 尔 - 文 僚 利 
(Meier-Wunderli[11) 的 一 个 稍 有 不 同 的 结果 , 我 们 疝 看 类 似 
于 证 明定 理 11.2.1 的 线索 来 证 明 它 ,从 而 得 出 维特 公式 . 
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我 们 把 字 a1…a。 叫做 图 状 的 ， 假 如 认为 ai 在 a， 之 后 ， 
而 且 G103 "Hny 2 And1ly ”3 pt “Hz 一 ] 看 作 是 相同 的 字 . 
长 用 的 圈 状 字 C 可 能 由 重复 了 个 字母 的 市 段 z1d 次 而 得 
到 ,这 里 2 是 # 的 基 个 约 数 ， 在 这 种 情形 下 我 们 说 C 有 周 夫 
4. 每 个 效 状 字 对 应 于 唯一 的 最 小 周期 ,由 且 这 个 最 小 周期 4 
对 应 二 唯一 的 长 帮 4 的 图 状 字 ， 


过 


证 明 ， 设 a1a2…as 年 长 度 ” 的 图 状 字 . 权 # 的 阐 状 字 组 
成 一 族 Ck 一 cx 假如 它们 三 形状 CC 这 里 这 些 < 祁 
是 基本 换 位 子 ， 而 且 对 二 任何 换 位 于 cj 一 cu, 当 co 一 (co 
cv) 时 ,就 有 有 v 过 ,又 或 用 (Dn 二 二 二 …* 王 1 (包括 :二 1 
的 情形 ), 或 者 (2 总 伺 和 而 某 信 二 写 如 果 (1) 成 
立 ， 则 按 定义 这 字 岂 属于 Crm， 如 末 (2) 成 立 ， 我 们 取 每 一 
个 下 列 形状 的 圈 状 字 序 列 (要 是 存在 的 话 ): z 

co ck chsci WwW>R, tt>h, 
而 且 括 积 成 : 
(CCcos ct CHICs 

这 全 至 | CA+i 时 瞧 一 上 图 伏 字 ， 从 CA+1 的 字 除 去 了 包含 CR 的 
括 弧 ， 我 们 得 到 C4 的 唯一 的 字 。 因 此 在 C1 的 子 和 任意 《的 
C4 的 字 之 间 存 在 一 一 对 应 。 如 采 久 足够 大 ， 换 位 子 ce 的 权 
大 于 nw， 因而 (2) 不 能 成 立 ， 因此 括 积 过 程 最 后 要 终 外 而 且 
(1) 成 立 。 这 时 我 们 的 字 或 者 是 权 ? 的 基本 换 位 子 ， 或 省 是 
s 一 wfd 个 相同 的 权 有 的 基本 换 位 子 的 序列 。， 我 们 从 Ck 到 
C 的 一 步 括 积 包括 一 个 Cw 种 若干 个 Ck. 因此 ， 每 一 步 这 
种 括 积 只 在 一 个 周期 内 部 进行 ， 因 向 恰好 可 以 在 每 隔 一 个 周 
期 内 重复 。 因 此 在 字 内 的 周期 数 在 每 一 步 都 征 相 同 的 。 于 征 
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插 积 全 部 长 度 = 的 圈 状 字 产 生 权 = 的 全 体 基 本 换 位 子 ， 而 其 
对 于 了 jz” 全体 权 4 的 基本 换 位 子 等 同 地 重复 x/4 次 , 因为 当 
足够 大 时 它们 是 Cx 的 元 素 ， 这 就 证 明了 引 理 ,甚至 还 要 多 
上 


ri 


ee ll 


到 底 有 多 少 个 长 度 和 周期 都 是 = 的 圈 状 字 ? 长 度 # 和 局 
期 2(zlz) 的 字 产 生 恰好 4 个 长 度 = 的 普通 字 : 


Hl Hdl "Add "HA1" "og 
fH2 dH1° 刻 * A1” 重 | 
好 1 | 


因而 
r" =— 2, dM,(4), 


dl 
因为 长 度 和 周期 都 是 2 的 图 状 字 的 个 数 是 M,(4), 而且 r+" 个 
普通 字 中 的 每 一 个 都 对 应 于 唯一 的 周期 2， 从 


r" = ,dM,(ad) (11.2.7) 
41n 
可 以 得 出 M,(n), 因为 效 比 马 斯 肥 辣 公式 ”指出 ,如 林 
f(x) = >, g(d), (11.2.8) 
则 
g(7) 一 > «(2 1(4). (11.2.9) 
因此 
nM(n) = 之， (2 ) 7 ， 
BD 


这 种 是 维特 公 冯 。 
使 oi( 球 ) 一 和 四 十 十 四 一 天 的 普通 字 WV 的 个 数 
等 于 


77 了 1 1 17 
-一 dW 加, 如， | 11.2.11) 
nl ‘pl 2 dd d 人 
这 里 2 遍历 (mm por) 一 2 的 约 数 。 应 用 刻 比 马 斯 及 演 ， 
我 们 得 出 


M (nm, n> *** ,nr) 一 二 2 VT AN 
(11.2.12) 
这 是 第 二 个 维特 公式 . 

芳 虑 具有 > 个 生成 元 素 x1, X23，…，*; 的 整 系数 的 目 由 结 
合 环 R，m 次 元 又 在 加 法 下 组 成 目 由 阿 贝 尔 群 R,, 它 的 基 懈 
由 +” 个 乘积 x;… xj, 组 成 。 在 环 中 我 们 用 下 列 规则 定义 换 
位 于 [u,v] 

[u,v] = wv — vu, (11.2.13) 
括 积 运 算 的 一 般 性 质 对 于 环 换 位 子 也 和 象 群 换 位 地 一 样 地 成 
并 我 们 要 来 证 明 在 群 和 环 的 换 位 子 之 间 存 在 一 个 极为 密切 
的 关系 ,这 最 初 由 蕊 格 努 斯 (Magnus[1]) 确立 . 
定理 11.2.3.。 mr 次 的 基本 乘积 组 成 加 法 群 R。 的 基底 ， 


推论 11.2.1。 nm 次 的 基本 乘积 线性 无 关 

证 明 ， 因 为 根据 定理 11.2.1, zm 次 的 基本 乘积 的 个 数 是 
r”, 这 正 是 Rn。 的 基 元 素 的 个 数 , 因此 只 要 证 明 R; 的 每 个 元 
素 都 能 表 成 基本 乘积 的 整 系 数 的 线性 组 合 . 因为 "一 蚌 
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由 和 个 乘积 Xi 组 成 的 基底 ， 而 县 当 有 足够 大 时 Pi 由 
基本 乘积 组 成 ,所 以 只 要 把 Pi 的 元 素 表 成 Pa 的 元 素 的 整 系 
数 的 线性 组 合 ， 为 此 需要 一 个 恒等式 ， 为 了 简化 记号 ， 在 有 
个 Vy 时 , i: 
[ *[w, v ] ， oo “一 [wx ， V5” ”3 v] = [sw, vw]|. 

所 要 的 恒等式 是 

WV 一 Vi’ 十 > (; ) eit, v’ |], (11.2.14) 
当 s 二 1 时 这 简化 成 


uv = yu + [u,v]. 


= 


我 们 利用 恒等式 
[al 人] 一 [pf 十 pz[z oo (11.2.15) 
然后 就 可 以 对 * 施行 归纳 法 来 证 明 (11.2.14)。 这 只 要 在 
(11.2.14) 两 边 之 右 乘 上 "用 (11.2.15) 代入 再 归并 同类 项 . 
如 果 Pi 的 元 素 包 含 子 序列 wck* ch 二天 ck 
# 后 于 ck 加 且 一 共有 3 个 ck 我 们 以 天 ck 而 应 用 
(11.2.14)。 得 到 的 乘积 或 者 属于 Pin, 或 者 还 属于 Pi, 但 是 具 
有 较 少 cc 或 具有 更 接近 第 一 个 字母 的 cx. 重复 应 用 (11.2.14)， 
最 终 将 把 Pi 的 元 素 表 成 Piri 的 元 素 的 整 系数 的 线性 组 合 . 
这 就 证 明了 定理. 
现在 我 们 把 时 位 元 素 1 深 加 到 环 尺 ， 并 把 有 理 整 数 看 做 
零 次 元 素 而 且 用 Re 表示 它们 的 集合 。 这 个 环 R 对 由 nn 十 1 
或 更 高 次 的 项 生成 的 双边 理想 取 模 ， 得 到 的 商 环 记 做 RR， 屠 
入 
R= Ry 二 Ri 二 + 十 R,. (11.2.16) 
在 民 中 ,还 1 的 元 案 1 十 xz,，z€Ri 十 … 十 Ra, 组 成 群 6， 
这 十 因为 从 z :一 0 可 以 得 出 
(1 二 >) 一 1 一 > 十 2 十 .十 (一 ID)rzs。 (11.2.17) 
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如 果 1 十 z= 二 1 十 wj 十 Umii 十 十 如， 这 里 wj;《€ RR; 对 干 
1 一 7 “7, 而且 wm 闯 0, 则 我 们 说 ww 是 1 十 zz 的 首 项 ”. 
1 的 首 项 十 0. 

5l 理 11.2.2。 设 xw 和 w 关 1 是 G 的 分 别 OB 
目 项 和 vv 的 元 夫 。 元 素 几 和 一 的 首 项 是 一 上 和 一 
如 果 * 二 +， 则 uv 的 首 项 是 xs. 和 时 4< 则 uv 的 首 项 是 
Vi. 如 果 :一 :而 月 十 2 天 1， 则 uv 的 首 项 是 十 v,, 如 
果 环 换 位 子 [wu,, y,] 不 是 零 , 则 它 是 群 换 位 子 (x， J) 的 首 项 . 


人 间 要 


证 明 . 设 x 一 1 十 一] 十 训 tx 一 1 十 io 一 


4 十 4 十 aa 一 0， aa 一 aa 
p+b +bb =0, 8 一 2 
2 一 AU 十 … 十 2， 一刀 十 -十 7， 
bl 二] 十 4 十 上 十 av. 
从 这 些 关 系 我 们 立刻 得 到 引 理 中 关于 wr!，v”! 和 wz 的 首 项 
的 结论 . 利用 这 些 关 系 我 们 得 出 
(uv) 一 triorlzz 
一 (1 十 (1 十 2 十 ca)(CLI 十 2 
=1+ab—bataab— bbat bab 
二 abat 二 ab’ab, 
因 和 市 
(x,2v) 二 1 十 [ww,, vv] 十 更 度 次 项 ， (11.2.18) 
这 给 出 3 引 理 的 最 后 一 个 结果 ， 
这 cc， 征 由 元 素 国 ,生成 的 自由 群 下 内 的 
基本 换 位 于 序列 , 又 由, 4d，… 是 把 ,yy 换 成 x1,，:……， 
* 身 得 到 的 环 尺 中 的 环 换 位 子 。 再 设 c, 是 权 zw 的 最 后 一 个 


1) 在 前 面 采取 的 顺序 的 意义 下 ,一 一 俄 译本 编者 注 
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换 位 子 . 那么 在 这 些 c 和 尺 中 的 2 之 间 存 在 由 下 列 引 理 给 

引 理 11.2.3， 如 果 在 从 下 到 G 上 的 映射 户 一 1+ey i 一 
1 …' ， + 下 有 ci> gEG,1= 1,-*.…, zt, 则 | gi 的 首 项 年 di. 

证 明 ， 因 为 彤 一 1 十 zi 一 上 7 所 凡 8 一 1 十 2 
的 首 项 是 *; 对 于 i 二 1,…, +， 我 们 使 用 归纳 法 .如 琳 cw 二 
(cs co 纪委 上 则 根据 归纳 假设 ，g* 的 首 项 是 d,，gs 的 利 
项 是 4,。 因 此 根据 引 理 11.2.2，(g,，g。) 的 首 项 是 和 4,, 4,]， 
假如 后 者 不 是 零 的 话 ;而 作为 基本 换 位 子 , 根 据 定 理 11.2.3 的 
推论 得 出 它 确 实 不 是 零 . 因此 gw 一 (gn, 8v) 的 首 硕 正如 引 
理 所 断 定 的 是 [4d,, 4d,] 一 dw， 

定理 11.2.4 (证 理 ) 如 朱 开 OE …3 


二 和 
妇 


二 cfc 和 ct od Fy “or 2. 9) 
以。 的 基本 拘 们 于 级 也 自由 阿 由 处 玫 /Pss 的 革 床 
证 明 . 我 们 先 证 明 第 二 个 论断 .假定 cs，…… ,cc 十 权 # 
的 基本 换 位 子 。 根据 引 理 11.2.3, 如 果 取 由 
ys—>1+x= gg i= 1, (11.2.20) 
决定 的 从 F 到 G 的 映射 ， 则 c，*……, cs 的 首 项 是 对 应 的 环 换 
位 子 4;,…, 23 它们 是 二 次 的 环 基 本 换 位 于。 根据 定理 11.2.2 
的 推论 , 4;，…, di 是 线性 无 关 的 ;又 根据 引 理 11.2.2，c3cg 
的 首 项 是 ed; 十 … 十 ci 因而 除非 ej 二 …… 二 ej 二 0, 它 
不 会 是 零 ， 因 此 c.，'……，c: 是 下 /+ 的 无 天元 素 ， 因 而 筷 
们 组 成 基底 ， 这 是 因为 我 们 从 《11.1.4) 已 经 知道 RE。 的 
每 个 元 素 都 能 用 c,， ……，c: 来 表 出 。 根 据 (11.1.4), f 至少 有 


1) 参看 M. Hall [6]， 
。 201。 


一 个 《11.2.19) 形状 的 表达 式 . 我 们 必须 证 明 它 的 唯一 性 .于 
实 上 ,如 果 和 下 

Clio Clt es Cthie seh (mod Fn), (11.2.21) 
这 里 有 二 ci, 1 一 1,…', 1 一 1, 但 十 当 cj 的 权 古 时 有 
hi 天 cj 则 网 将 导出 权 有 的 基本 换 位 子 取 模 Fy 的 一 个 相关 
式 。 然而 这 不 可 能 成 立 , 因 而 表达 式 〈11.2.19) 是 唯一 有 的。 这 
就 完 碟 了 让 肯 ， 
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第 十 二 章 p 群 理论 ;正则 p 群 


12.1. 初步 结果 


在 第 四 章 和 第 十 章 里 得 到 过 有 限 ? 群 P 的 某 些 初步 性 
质 ， 我 们 列举 如 下 : 

1) P 有 大 于 单位 元 素 群 的 中 心 Z (定理 4.3.1). 

2) PP 的 真子 群 不 是 自己 的 正规 化 子 (定理 4.2.1). 

3) 如 果 P 卫 的 阶 是 p", 则 每 个 极 大 子 群 站 的 阶 都 是 p"-! 而 
昌都 是 正规 的 (定理 4.3.2). 

4) P 的 任何 ? 阶 的 正规 子 群 都 包含 在 P 的 中 心 内 (定理 
4.3.4 )， 

5) 已 是 超 可 解 的 (定理 10.3.4 和 定理 10.2.4 )。 

6) 已 是 寡 零 的 (定理 10.3.4)， 


12.2. 伯 思 赛 德 基底 定理 . P 群 的 自 同 构 


设 P 是 p" 阶 的 。 它 的 全 体 极 大 子 群 的 交集 是 特征 子 群 

它 是 了 的 弗 拉 梯 尼 子 群 。 于 是 在 同 态 P 一 P/ 下 ,生成 P 
元 于 肌 身 生成 P/D 的 元 素 . 逆 命 题 也 成 立 . 这 成 为 伯 恩 
赛 德 基底 定理 的 内 容 . 

定理 12.2.1 机 设 忆 古 ? 群 王 的 极 大 


者 和 


者 者 和 和 和 和 


和 “9 Xr。 自 肌 曙 4 下 江宁 X19 "> XX 
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EE er rT -em 全 本 
ra Eo 


吕 碟 4 的 天 床 ， -0 反之 ， P 的 任何 一 组 在 BP 一 4 下 


证 明 . - 疝 果 六 中 届 极 关于 属 ， 册 MM 有 指数 名 而 自 是 下 
规 条 。 因而 P/M 十 2 了 阶 符 环 群 。 因 此 PP 的 每 个 元 素 的 ?次 
方 央 和 每 个 换 位 子 都 包含 在 M 内 。 因 此 全 体 极 大 子 群 的 交集 
D 乌 含 每 个 ?次 方 赛 和 每 个 换 位 子 。 如 果 4 的 阶 是 pg， 则 4 
的 每 个 基底 包含 > 个 元 素 41，…, 4,。 设 刀 ,，……,b, 是 生成 
4 妈 的 无 么 ,我 们 可 以 从 其 中 删 去 等 于 1 的 和 属于 由 已,………， 
bi-! 生成 的 子 群 的 bi 而 得 出 4 的 基底 . 因此 s: 宇 + 而 且 妈 1， 

,6; 包 仿 一 个 子 集 是 4 的 基底 . 

现在 假定 1,，…, z; 生成 P. 在 映射 P 一 P/D 下 , 设 2 二 

bi 1 一 1，…,s， 那么 抽 ,'…, 5b; 生成 4, 因 而 包含 子 集 1， 
0r 征 4 的 基底 ， 设 +， x; 是 有 频 成 a1，…, a; 的 zg1， 
"…， Zs; 有 于 集 。 只 要 我 们 能 证 明了 P 了 的 任何 一 组 上 映 成 4 的 基 

慌 a1，*……, 4; 的 元 雪 xi ,xy 生成 P， 定 理 就 证 明了 。 设 

日 二 ta xz 小 如果 互 关 已 则 妃 包含 在 已 的 某 个 极 大 子 

群 M 内 。 于 是 在 PP 一 P/D 二 4 下 就 有 HH 一 HD/DCM /D= 

B, 这 里 B 是 A 时 pp 阶 子 群 . 这 将 与 到 一 1 xX/} 一 {a1, 
“…, 4 一 4 矛盾 .因此 昌 一 了 了， 由 x1，…, +x, 生成 P. 

作为 这 个 定理 的 应 用 ， 我们 可 以 得 到 关于 PP 的 自 同 构 群 

A(P) 的 某 些 知识 .我 们 可 以 用 

0(p") = (p' — 1)(p’ — p):*:(p’ — p"!) 

神 方 式 选 取 P/D 的 基底 za，-…， 4a,。 事 实 上 ，ai 可 以 取 不 是 
里 位 元 素 的 p' 一 1 个 元 索 的 任何 一 个 ， 而 在 取 定 了 41，………， 
4i 以 后 ， 4i+1 可 以 取 不 在 由 a1， "a; 生成 的 子 群 中 的 户 一 p’ 
小 元 素 的 任何 一 个 .因而 4 的 基底 有 6(zr) 种 选择 ,而 且 从 固 
定 基 尽 a1，…, a; 到 任何 基底 负 ,，:…, 5b,; 的 每 个 映射 产生 4 
的 一 个 目 同 构 。 叉 因为 4 的 每 个 自 同 构 必须 把 a1,，…, a, 映 
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成 一 个 基底 ,所 以 恰好 有 4 的 9(p") 个 自 同 构 ， 

恰好 存在 生成 P 的 p"" "9(p") 个 有 序 集合 X 一 (zi 
xr) ， 因为 在 从 XX 到 4 的 基底 上 的 岗 射 xi 人 0 一 
下 ,4 的 基底 有 6p') 种 选择 ,而 且 对 于 单个 a;,D 的 映 成 a; 的 
傍 系 中 的 加 一 个 元 素 的 任何 一 个 都 可 以 取 做 x;。P 的 每 个 目 
同 构 把 集合 X 映 成 另 一 个 这 种 集合 .因此 P 了 的 自 同 构 群 4(P) 
可 以 看 做 这 些 X 上 的 置换 群 ， 然 而 4(P) 是 (正则 地 作用 于 
这 些 X 的 ， 因 为 不 变 某 个 的 自 辐 构 将 不 变 这 些 * 的 每 个 乘 
积 , 因 和 而 不 变 整 个 群 , 即 是 恒 同 自 同 构 . 因此 当 & 是 4(P) 的 
阶 时 ,这 些 X 在 各 由 个 X 组 成 的 每 个 传递 组 内 彼此 变换 . 因 
此 p”"”-"9《p') 一 kt。 这 里 数 1 可 以 解释 成 由 ?个 元 素 生 成 
P 的 太 质 上 不 同 的 方式 的 个 数 。 两 个 集合 XX 二 (x1， ，xr) 
和 Y 一 《7 yy) 说 成 是 以 本 质 上 人 乌 同 的 方式 生成 P, 假 
如 每 个 关系 wk(xt x1) 一 1 导出 w(y1,…,y1) 一 1 而且 
反之 亦 然 ， 

同 理 , 设 41(P) 是 保持 4/D 的 每 个 元 素 都 不 变 的 4(P) 
的 正规 子 群 。 这 些 自 同 构 正则 地 变换 p"*-" 个 生成 组 和 一 
(x1，**……, x,)， 它 们 在 同 态 P 了 -> PJD = 二 4 下 被 映 成 4 的 同一 
个 基 讨 dty """» ys, 因而 A! (P) 的 阶 整 除 p"" "2. 由 上 . 赫 尔 
(P，Hall[2]) 得 到 的 这 些 结 果 我 们 写成 一 个 定理 ， 

再 12.2.2. 于 阶 的 p 群 ,D 是 P 的 极 大 子 群 


| 
日 


四 是 的 的 
12.3. 集 积 公式 


设 G 是 由 元 系 Gls 473 "9 lr 生成 的 群 . 我 们 将 导出 用 
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2 pr 的 各 次 换 位 子 表 出 《eez ar 的 公式 .我 们 不 妨 
取 G 为 由 a1，……, a; 生成 的 日 由 群 ， 因 为 这 公式 在 由 ?个 元 
条 生成 的 任何 群 里 自然 也 成 立 . 
我 们 重复 一 下 在 $ 11.1 里 给 出 的 基本 换 位 子 的 定义 ， 只 
征 芭 把 顺序 大 系 说 得 更 铺 楚 一 坚 . 
1) a1，………, 4; 是 权 1 的 换 位 子 , 而 且 以 下 列 规 则 排 成 全 
:a 
2) 如 采 权 小 于 # 的 基本 换 位 子 已 经 定义 而 且 排 成 全 序 ， 
则 (x, y) 是 权 # 的 基本 换 位 于 ,必要 而 且 只 
(a) x 和 y 是 基本 换 位 于 而 且 w(x) 十 w(y) = 二. 
(b) xz >y. 
(c) 如 条 xz 一 (w,v), 则 y 宇 v. 
3) 权 二 的 换 位 于 在 权 小 于 ”的 换 位 于 之 后 ,而 对 于 同志 
权 2 的 换 位 于 (zs y1) 和 和 (x2, y2) ， 当 和 < 2, 或 yi1™ 2 [有 
xl < 2 时 ;有 (za 91) < (xz, y2)， 
演 虑 
(qa2** 4,)" 一 a(1)a1)a (1)al2)a,(2). 4,(n). 
(12.3.1) 
这 里 我 们 把 各 个 生成 元 素 w 从 左 到 右 编 号 成 ai(1)，4a.(2)， 
…*， 4i(n) ,以 便 在 公式 中 分 出 每 一 个 字 坪 。 因 为 根据 换 位 地 
的 定义 ,SR 一 RS(5, RR), 我 们 可 以 把 (12.3.1) 左边 换 成 别 的 
等 于 它 的 式 于 ,在 其 中 一 对 相继 的 元 系 SR 换 成 了 RS (5S,R). 
六 种 代 换 使 RR 在 式 于 中 更 接近 左 端 而 且 导 出 了 一 个 换 位 于 
(S$, R). 经 过 一 系列 这 种 代 换 ， 我 们 可 以 移动 任何 字母 到 我 
们 第 前 的 接近 于 左 剖 的 任何 位 置 。 我 们 以 下 列 方式 来 变更 
《12.3.1)。 我 们 先 移 动 a1(2) 到 左边 直到 它 在 ai(1) 右边 一 个 
位 置 ， 然 后 移动 a1(3) 到 左边 直到 它 在 a1(2) 右边 一 个 位 置 ， 
这 样 继续 下 去 ,直到 我 们 集 积 了 全 体 ea， 在 左边 开端 的 位 置 ， 
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这 就 完成 了 集 积 过 程 的 第 一 步 . 其 次 我 们 集 积 a; 到 紧 接 这 
些 al 之 右 的 位 置 . 
让 我 们 更 攻 楚 地 来 摘 述 集 积 过 程 . 在 第 : 步 终 了 我 们 有 

(qa2° ly) = chich ci RR R,, (12.3.2) 
这 里 cl cz …，c 是 前 ;个 基本 换 位 于 ， 而 R1，*…*，R, 厦 
后 于 c; 的 基本 换 位 于. 如 果 在 RI，*，R, 中 间 等 于 cin 的 
依次 是 Ri ，R;,，*…*， Rj, 我 们 先 移动 Rj, 到 茶 搂 cf 之 右 , 然 
后 移动 Rj,， Ki,, …, 取 请 十 kK;,， 因而 记 Ci 一 就 使 (12.3.2) 
变 成 

(a142° 741)" = chicg: colR* .+ R*, (12.3.3) 
这 是 第 i 十 1 步 。 在 (12.3.2) 中 我 们 说 cf ef 是 集 积 的 部 
分 ,而 Ri*……R, 是 未 集 积 的 部 分 。 但 是 为 了 确定 上 述 过 程 , 必 
须 证 明 在 任何 公式 中 只 出 现 基本 换 位 子 .最 初 的 公式 (12.3.1) 
征 第 雯 步 而 且 只 包含 生成 元 索 sj 它们 是 权 1 的 基本 换 位 子 . 
让 我 们 作 归 纳 假 设 : 在 第 : 步 时 未 集 积 的 部 分 Ri*…*R, 只 包 
售后 于 c 的 基本 换 位 了 于。 在 集 积 等 于 cin 的 那些 R 时 , 我 们 
只 导入 这 种 换 位 子 (cj, cinis， cin)， 这 里 1 之 i 十 2. 这 
种 换 位 于 是 基本 的 ,因为 如 果 cj 一 (co cs), 则 当 ci 已 集 积 时 ， 
ci 在 第 * 步 出 现 , 因而 一: 十 1， 于 是 ce: < cimn，。 因 此 (ej， 
ci4HU 是 基本 的 ,所 以 (cj ci ““"， Cit1) 也 是 基本 的 . 

我 们 在 (12.3.1) 里 已 经 用 号 码 ; 把 生成 元 素 a 编号 成 
a); 了 一 1，*…*, 2。 如 果 权 wi 的 换 位 子 尺 有 号 码 (0 ……， 
和 ); 权 wi 的 换 位 子 S 有 号 码 (m ,pw,) ; 则 我 们 令 (R, 5) 
有 号 码 (ma， “5 hw, » Ki ““ “ pw) (12.3.3) 中 方 次 数 c13 ”5 
ci Cin 的 计算 运用 这 些 记 号 来 进行 。 这 时 ein 二 :是 在 第 i 
步 时 等 于 cn 的 未 集 积 的 换 位 子 的 个 数 。 因 而 这 是 在 这 一 步 
时 存在 的 换 位 寺 cia 的 个 数 Ein, 叉 如 时 cin 一 (c,, cs); 则 
在 集 积 c; 时 会 产生 cin; 而 且 这 个 特定 的 c; 在 未 集 积 的 部 分 
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中 在 这 个 特定 的 c, 之 左 ， 因此 我 们 还 必须 考虑 , 当 c, 和 ec, 都 
在 未 集结 部 分 中 时 ，c: 在 c, 之 左 的 领先 条 件 . 

在 第 零 步 时 有 的 是 权 1 的 换 位 子 《 而 没有 别 的 )， 因 而 
ai(14) 对 于 任何 号 码 1 一 1.… :2 都 存在 。 其 次 ,在 第 零 步 
时 ,对 于 之 5s, 当 4 过 时 ,ax( 和 ) 在 as(p) 之 左 : 而 对 于 不 到 
s; 则 当时 ,ar() 在 as 之 左 . 总 之 ;在 第 零 步 时 ,我 
们 有 下 列 用 号 码 表 出 的 关于 未 集结 部 分 的 存在 和 领先 条 件 : 

EhLax(4)], 如 果 4 存在 ( 空 集 条 件 ). 
Pr 在 as(p) 之 左 ]: 当 r+r 之 ss 时 ,1 过 4 
: 当 r 过 :时 ,4 和 4. 

设 如， hw 契 一 组 整数 , 我们 汐 上 不 下 列 类 型 的 条 件 : 4 二 
和， 入 委 和 5。 我 们 把 这 种 条 件 的 了 邓 辑 和 以 及 丈 辑 乘积 岂 伏 条 
件 (LL)。 我 们 将 证 明 在 第 : 步 共 有 号 码 (0 …，n) 的 换 位 
子 cx 的 存在 条 件 Ei 是 关于 如，…, 4m 的 条 件 〈 工 ) ;而 在 第 
i 步 的 未 集 积 部 分 中 换 位 子 c 在 换 位 于 cs 之 左 的 领先 条 件 
P;, 是 关于 机， 一 ,hms Ls， pz 的 条 件 ( 工 ) 这 里 (4 …， 
hm) 是 c, 的 号 码 ,(ay …，u) 是 cs 的 号 码 . 我 们 已 经 看 到 ， 
在 第 零 步 时 ， 存 在 条 件 和 领先 条 件 确 实 是 条 件 (L). 我 们 对 
步 数 施 行 归纳 法 来 证 明 这 结论 成 立 。 为 了 证 明 这 在 第 :十 1 
步 时 成 立 , 我 们 来 比较 〈12.3.2) 和 (12.3.3). 当 Ri 一 Rj; 一 

一 Rj 二 cjn 时 ,我 们 先 集 积 Rj ,然后 Rj,，"…, 最 后 Rj,. 
每 一 步 集 积 都 是 进行 代 换 SR 一 RS(5, R). 这 时 在 第 ; 步 
存在 的 与 cini 不 同 的 换 位 子 在 第 :十 工 步 也 存在 而 且 顺 序 不 
变 。 因 而 对 于 这 种 换 位 子 有 Ex 一 Ek 和 Pi 一 Pr. 因此 我 
休 只 要 考虑 在 第 i 十 1 步 时 出 现 换 位 于 cx 的 存在 条 件 和 出 
现 c,，c, 中 一 个 或 两 个 的 领先 条 件 。 在 这 一 步 出 现 的 换 位 于 
有 形状 cf 一 (ci R Re 得 出 它 是 由 于 把 R。 移 过 
ci 然后 把 R。 移 过 这 个 换 位 子 , 等 等 , 直到 把 R,, 移 过 (cj， 
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R,; 3 Ru 1)。 这 有 时 所 有 R,， “1 Kn 都 等 于 cin. 这 
里 Et! 是 在 i 步 时 c;, R。,，…， Rs 的 存在 条 件 和 在 第 i 步 
时 ci， Rs，*……， Rs 就 以 这 个 次 序 领先 的 条 件 的 逻辑 乘积 ， 
因而 Er! 是 关于 c4 的 号 码 的 条 件 (L). 在 第 i 十 1 步 集 积 
时 ,在 SR 二 RS($, R) 中 出 现 紧 接 在 5 之 厂 而 在 5 后 的 所 有 
换 位 于 之 左 的 换 位 于 《〈S$，, R). 我 们 必须 找 出 使 c, 二 c;， 或 
(ci Res, Ra) 以 R 有 es = ci 或 (cj, Rs R,,) 的 
领先 条 件 Pz ， 这 时 当 cj 天 cj, 时 有 Pr 一 Pj;j;,。 但 证 如 果 
ci 二 cj,; 则 Pm 取决 于 这 些 R. 假定 。 是 使 R= 二 R,,*…'， 
RR 二 R,, 的 最 大 整数 .那么 c, 先 于 c;,， 只 要 (1)m= 二 < 而 
是 不 存在 Rs.,,《 这 时 c, 是 c, 的 换 位 了 于)， 或 (2) Rs, 先 于 
R,,,. 于 是 P 是 领先 条 件 ? 的 逻辑 和 ， 因 而 也 就 是 关于 c， 
和 c, 的 号 码 的 条 件 (L) 合 起 来 . 
引 理 12.3.1. 满足 已 知 条 件 (L) 的 数组 ,… ,4 < 


1 < 7 ) 的 个 数 征 7z 的 整 值 多 项 式 : bint bn 十 下 十 Bam” 
这 里 29 二 n(n 一 中 a 
定 介 是 不 人 塘 了 ” 风 上 
证 明 ， 我们 把 指标 1,-…… ,rm 分 成 互 不 相交 的 集合 51, 5;， 
"54. 取 z 个 数 坟 过 二 … 二 v 硅 n。 如果 在 某 个 组 加 ， 
hm 中 有 ;一 vi 对 于 7 了 € 51:， 则 就 决定 了 4 按 大 小 排 的 顺 
序 . 对 于 的 任何 可 能 的 选择 , 存在 这 种 类 型 的 唯一 顺序 ”， 
而 且 这 些 v 有 ”5 种 选择 ,这 就 是 在 >” 件 东 西 中 每 次 取 * 件 的 
组 合 数 . 对 于 数 14; 的 适当 的 顺序 ”, 或 者 所 有 数组 入， ……, 4， 
都 满足 条 件 (L),， 或 者 任何 一 组 都 不 满足 。 因 此 满足 已 知 条 


2) 对 于 适当 的 前 分 Si 93ay 5 和 数 gi 

俄 译本 编者 注 

3) 对 于 固定 的 剖 分 5，54，*** ,St 和 所 有 可 能 的 选择 vv vn 
z 俄 译 本 编者 注 
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件 ( 工 ) 的 数组 各 …，jo 的 个 数 是 多 项 式 bin 十 ban 十 
… 十 bmn"”， 这 里 5, 是 具有 满足 条 件 (L) 的 :个 不 同 的 值 
的 顺序 数 ,显然 5, 取决 于 这 些 条 件 血 不 取决 于 . 

举例 说 ,如 果 四 ，j2，7 满足 条 件 《LC) 和 二 各， 入 委 和， 
则 满足 (LL) 的 顺序 十 

DE 

2) === 1 <22， 

3) =v = 3， 

4) =v Ms 
而 满足 条 件 《ZL) 的 数组 的 个 数 是 2z2 十 22 2. 

我 们 已 经 证 明了 (12.3.2) 中 的 换 位 于 ci 的 方 次 数 征 
在 第 i 一 1 步 的 未 集 积 部 分 中 等 于 c; 的 换 位 子 的 个 数 ， 而 且 
这 个 数 又 是 满足 某 些 条 件 〈( 工 ) 的 数组 0， ,4m 的 个 数 ,这 
里 m 是 c; 的 权 。 因而 引 理 12.3.1 提出 的 是 关于 这 些 方 次 数 
的 结果 .我 们 把 它 与 成 一 个 定理 

定理 12.3.1, 乘积 (qi42° "4,)” 可 以 表 成 (a142° "41) "= 
ara?* "ar Cr! "CHR “RR,, 这 里 Cril3 "3 Ci 征 元 素 HZ1。 ”3 
a; 的 排 成 顺序 的 基本 换 位 子 , 而 Ri1，**…, R,; 是 在 这 有 顺序 下 后 


和 


es 和 当 1 和 7 也 1 时 , 方 次 数 ej; 有 有 形状 ej 二 
bin 十 bn 十 -… 十 Bn), 这 里 m 是 cj 的 权 , 而 且 拉 ，*……， 
5 是 不 依赖 于 而 只 依赖 于 c; 的 非 负 整数 。 这 里 
nt) = p(n 一 1)-…(n 一 义 十 1 /ke!. 

我 们 立刻 可 以 证 明 当 G 是 类 小 于 Pp 的 ? 群 时 的 重要 推 
论 . 和 集 积 全 体 权 小 于 的 换 位 子 ,未 集 积 部 分 简化 成 单位 元 
素 . 其 次 , 当 n 一 p" 时 ,所 有 方 次 数 都 是 2 的 倍数 ,因为 2"”， 
i 二 pp 一 1 是 这 样 的 二 项 式 系数 ， 它 的 分 子 包 含 因 了 于 ww 而 分 
母 的 各 个 因 于 都 不 大 于 p 一 1. 

推论 12.3.1。 如 果 P 是 类 小 于 ?的 ? 群 , 则 当 w 一 p* 时 ， 


ss 210。 


( aia2* “ “a )? 一 一 5TG2 * “07 SPI7- ” 97 ， 
这 里 V1 52> ***， \y 属于 由 Uls A273 ""*s, Hy 生成 的 群 的 换 位 
了 于 了 于 稚 。 


12.4. 正则 p 群 


我 们 把 靖 群 了 叫做 正则 的 ， 假 如 对 于 任何 两 个 元 素 4 和 

5 以 及 任何 2 == p*, 剖 有 

(ab)” = a"b"S?.. .4?, (12.4.1) 
这 里 5，…, $; 是 由 和 和 2 生成 的 群 的 换 位 子 子 群 〈 即 导出 
群 ) 的 元 素 。 从 定义 和 定理 12.3.1 的 推论 立刻 得 出 : 

1) 类 小 于 ?的 每 个 了 和 群 是 正则 的 ， 

2) 阶 不 大 于 p? 的 每 个 了 群 是 正则 的 ， 

3) 如 果 了 的 每 个 由 两 个 元 索 生 成 的 子 群 是 正则 的 , 则 P 
也 是 正则 的 . 

4) 正则 ? 群 的 每 个 于 群 和 商 群 都 是 正则 的 . 

对 于 每 个 了 都 存在 阶 为 pr?” 的 非 正则 了 群 , 那 就 是 疡 个 
文字 上 的 对 称 群 5p: 的 西 罗 子 群 $2. 这 个 群 由 两 个 尹 阶 元 
素 生 成 , 但 是 它 包含 着 广 阶 的 元 素 。 将 会 证 明 这 对 于 正则 如 
群 定 不 可 能 的 ， 

定理 12.4.1， 在 正则 群 内 , 当 ” 一 加 时 有 

a"b” 一 (ap )297 = (abS,)’, 
这 里 5 5 在 由 。 和 “生成 的 群 HCas 5) 的 导 由 尼 (a,5). 
重复 应 用 这 个 定理 可 以 得 出 下 列 推论 : 

推论 12.4.1. 在 正则 p 群 内 , 当 n= pp” 时 有 

0143 Cr 一 (aia2: ar) "SI = (qa1421° * 41$2)", 
这 里 S1» $2 在 Da2(el， “ ar) 内 . 
证 明 ， 定 理 和 推论 在 阿 贝 尔 群 的 情形 都 成 并 ,这 时 5 二 1， 
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， 我 们 运用 归纳 法 来 证 明定 理 对 于 任何 子 群 鼠 成 立 ， 
信条 全 定 理 和 和 它 的 推论 对 于 互 的 任意 真子 群 成 立 ， 我 们 注 
琶 到 ,如 求 刀 由 ai ear 生成 ; 则 的 导出 群 如:(e ay) 
是 囊 的 真子 群 从 (12.4.1) 有 
arp2 一 〈(4a0)2372 SI". (12.4.2) 
根据 归纳 假设 , Sr”……57? 二 S", 这 里 $5€ ;但 是 如 果 
日 二 H(a,5) 不 是 阿 风 尔 群 ; 则 石 ;和 ab 生成 五 的 真子 群 , 因 
而 根据 归纳 假 没 有 (a5)”"5” 二 (a55,)". 事实 上 。 从 伯 思 赛 
僵 基 底 定 理 得 出 ,如 果 瑟 /于 是 循环 群 , 则 鼠 是 循环 群 ， 因 而 
人 E 理 企 豆 由 成 立 ， 
定理 对 arez :47 应 用 > 一 1 次 ,我们 得 出 
01463 047 一 《8142 -097 7 1 
这 里 全 体 5 ,5-1 都 在 本 内 。 因而 对 Hi 应 用 引 理 就 有 
a? .a7 一 (ai4 "4;)”"S", 再 根据 定理 ， 
(cla2 : “a DAY (qa14a2°* uu ,$1)". 
定理 12.4.2。 有 限 p 人 群 P 是 正则 的 ， 必 楼 而 且 只 要 对 于 
P 中 的 任何 = 和 2。 都 有 
arb?t = (ab)?S?, (12.4.3) 
这 里 s 存 由 a。 和。 华 成 的 群 的 导出 舒 内 . 
条 件 (12.4.3) 在 正则 ?和 群 内 显然 成 立 ， 因为 它 是 定理 
12.4.1 的 特殊 情形 。 反 过 来 我 们 必须 证 明 从 (12.4.3) 得 ! 
arb” = (ab)"S?, n= pr, S1€ Hla,b). (12.4.4) 
现在 来 考虑 关系 式 : 
afag- "a? == (a142°* a) SY = (a142° * 4S2)?, (12.4.5) 
这 里 51， $2 € Ha( a1, ~" “ ,471). 当 妃 是 阿 贝尔 和 群 对 ， 这 等 式 显 
然 以 51 王 52 一 1 而 成 立 。 如 果 (12.4.5) 对 于 互 的 每 个 真子 
群 者 成立, 则 应 用 (12.4.3) + 一 1 次 ,就 得 出 
afag a? = Cae2° + ar) ?uf «wps 
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这 里 Ul """, Wr-l 在 H, 内 . 根据 归纳 假设 ， ui *: “Ui = 5S1. 


然而 2 三 aia2 和 3 生成 瑟 的 真 于 群 , 丙 而 
(aia2 “， as) ?SY (ai “a1S2)?, 


这 就 在 一 般 情形 证 明了 (12.4.5). 


引 理 12.4.1。 如 未 (12.4.3) 成 立 ， 则 xy ?x?y? 一 5?， 


这 里 S 属于 fx y 的 导出 玫 
证 明 . x?y? — (x, y)?S?, 
yix? 一 (y, x )?SY, 


因而 
rry ?fxry? 一 Si?(y, x)?(x, y)r?S?, 
再 有 
(y， r+) ?(x, y)? 一 (x™'y xy)?Se = (x, y)?SY, 
所 以 


x Py rxry? = Srr(x, y)?SYS9 = 57, 


由 此 得 出 ,元 汝 af， a , ”3 ar 的 任何 换 位 子 是 {el…， 


a,} 的 导出 群 的 一 个 元 素 的 ”次 方 宕 . 
从 (12.4.3) 得 出 
261 = (atb?)?SY 一 【Cab)238]239 一 (Cab)? Ses 


(12.4.6) 
这 里 51 属于 {a?, b?} 的 导出 群 ，5; 属于 {(a5)?, 59} 的 导出 
群 ， 根 据 引 理 ， 它 们 是 {a，5} 的 导出 群 的 元 素 的 了 次 方 窜 ， 


因而 


at’b?” = (ab)t'SYS? Se, (12.4.7) 
于 是 应 用 归纳 法 得 出 (12.4.4) 对 于 nz 二 pr 成立， 用 同样 的 
论证 而 且 利 用 引 理 ,就 可 以 从 假设 2 一 加 时 (12.4.4) 成 立 来 


证 明 它 在 2 一 加 有 时 也 成 立 . 
定理 12.4.3. 如 果 P 是 正则 p 群 ; 则 当 > 一 加 时 : 
1) 从 (a",5) 一 1 得 出 (a,5)" 一 1, 反之 亦 然 . 
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全 


i 


2) 如 果 (a”, 5) 一 1, 则 (a,6") 一 

3) 包含 元 系 # 的 换 仔 于 5 的 阶 不 i 女 过 元 素 4 # 取 模 2 的 
阶 , 这 里 Z 是 已 的 中 心 . 

4) 乘积 ae er 的 阶 不 术 于 每 个 元 过 ay oo 的 

证 明 ， 相 阿 风 尔 群 内 ,入 三 个 性 质量 然 成 了 ,而 且 第 四 个 
也 不 难 验证 。 我们 归纳 地 假设 定理 对 于 了 的 全 部 真子 群 成 
立 , 和 有 下 PP 是 非 阿 贝尔 群 . 

我 们 应 用 (12.4.4) 到 

a pb iarp = a)"*(b at) = (aTlblab)"s", (12.4.8) 
这 里 二 属于 K(a,bTab)CH(a;5) 的 导出 群 ;这 豆 成 为 

(a’*, b) = (4a, b)"sr. (12.4.9) 

现在 如 果 (a”, 5) = 二 1 工 则 a 取 如 (a ,5) 的 dt 心 Z 为 模 的 阶 导 
2 或 次 小 ， 因 而 根据 关于 真 辣 料 K(a, 2122) 的 性 上 质 3 耐量 
取 w 二 a， 就 有 KK 的 每 个 换 位 子 包 含 a 而 且 它 的 阶 最 多 是 n， 
(12.4.9) 中 的 元 达 5 是 天 内 的 换 位 子 的 乘积 ， 而 且 根 据 关 于 
K 的 (4), 5 的 阶 最 多 是 nx， 因而 从 (a”,6) 一 1 得 出 (12.4.9) 
中 有 地 三 1 所 以 (4,6)"* 一 1， 反之 ,如 果 (4,8)" 二 1, 则 在 
4 一 (a,5) 的 KK 二 K(4, a™ab) 一 kK(a,#) 中 ,x 地 中 心 为 
模 的 阶 最 多 是 ”而 且 每 个 换 位 子 痢 包含 ws。 因而 根据 关于 天 
的 (3), K; 内 的 任何 换 位 子 的 阶 最 多 是 zn、 所 以 根据 Ki 中 的 
(4)，(12.4.9) 中 的 wa 的 了 吟 最 多 征 ” 

因此 从 (a,5)" 二 1 得 出 57 一 1, 于 是 (a",b) 二 1， 这 
就 证 明了 关于 忆 的 性 质 (1)。， 于 是 (2) 直接 从 (1) 得 出 ，P 
中 的 性 质 (3) 可 以 从 重复 应 用 (1) 而 得 到 ， 如果 # 取 了 的 中 
心 为 模 的 阶 是 wn， 则 当然 有 (《w", 2v) 二 1， 因 出 (u,v)" 二 1， 


rr 


1) 这 里 和 以 后 提 到 的 元 素 4 EP 在 商 群 了 JZ 内 的 阶 当 然 是 肯 对 Z。 的 包含 
2 的 傍 系 的 阶 . 一 一 俄 译本 纺 痢 往 
» 214. 


六 


这 时 如 果 取 * 一 (wx, vzv), 则 由 于 x* = 1, 所 以 (xy 一 

还 需要 证 明 关 于 P 了 的 性 质 (4)。 如 果 4” 一 1, 2” 一 1, 则 
根据 (3)， 包 含 “或 2 的 任何 换 位 子 的 阶 最 多 是 >。 因 此 在 
(12.4.4) 中 , 5 是 最 多 有 阶 1 的 换 位 子 的 乘积 ,而 且 根 据 关于 
真子 群 P 的 性 质 (4), 5 本身 的 阶 最 多 是 nw， 因此 57 = 二 1, 所 
以 (ab)* 一 1、 于 是 两 个 因子 的 乘积 的 阶 不 大 于 各 个 因子 的 
阶 ， 重 复 这 个 结论 可 以 推出 ?个 因子 的 乘积 的 阶 不 大 于 各 个 
因 寺 的 阶 ， 

定理 12.4.4.， 如 果 a" 二 如 而 且 w 一 yp, 则 (ab-)" 一 1， 
反之 亦 然 

证 明 . 在 已 (ce, 5) 内 ,根据 定理 12.4.3 中 的 性 质 (3), 任 
何 交换 者 的 阶 不 大 于 >。 因 此 在 1 = 一 as 一 (ap-0257 中 我 
们 有 sf 二 1, 所 以 (a26")? 一 1 反之, 设 cab 一 (Ca oz， 
(ab™)’* = 1 mH H(a, 6) = H(a, ab™). 那么 人 关于 元 雪 
n 二 ab 的 性 质 (3), 我 们 得 出 sf 二 1, 因 而 a* 

定理 12.4.5.。 在 正则 ? ?了 中， 元 素 的 加 浆 方 守 组 成 特 


浊 


证 明 . 当 n 一 pr 时， 定理 12.4.1 1 的 美 系 式 snbn ~ (2b) 
指出 ,元 素 的 pr 次 方 窜 组 成 子 群 C*"(P), 它 必定 是 特征 子 群 ， 
甚至 还 是 完全 不 变 子 群 ， 定 理 12.4.3 的 性 质 (4) 指出 。 阶 不 
大 于 p* 的 元 宁 组 成 一 个 子 群 , 它 是 完全 不 变 的 . 


12.5. 一 些 特 殊 p 群 。 哈 密 尔 顿 群 


定理 12.3.1.。 包含 着 指数 为 ?的 循环 于 群 的 pz” 阶 群 有 


由 


下 烈 类 型: 
阿 贝尔 群 
+ > 1 ,循环 群 


e。 Zi5 。 


P 证 数 ,n 之 3 
3) at” =1, br=1, ba altt” pb. 


~ 


-一 


4) 广义 四 元 数 寿 
P= 二 2,， nn 之 3 


5) 二 面体 君 、 


6 ) za 一 1, b= l, ba= al bb. 


7) a =1, p=]1, ba= a lp. 

证 明 ， 包含 加” 阶 匹 系 的 加 阶 铬 必定 有 如” 阶 或 如 阶 
的 基 元 妹 。 因 此 当 这 群 是 阿 贝 尔 群 时 就 有 定理 中 的 前 两 种 情 
形 . 

在 讨论 包含 加 一 阶 死 素 的 加 阶 非 阿 贝尔 群 时 ,我 们 先 假 
定 乡 是 奇数 .如 果 eat” 一 1, 则 {a} 作 为 指数 的 子 群 是 正规 
子 群 , 因 | 册 对 于 5《 To 有 bab7! = 4, 这 里 + 关 1 (modp” 1)， 
因为 我 们 考虑 的 不 是 阿 风 尔 群 。 对 i 施行 归纳 法 可 以 证 明 
bab 二 a” 种 实 上 ， 对 于 任何 7,， (pep 一 520 一 20 
特别 当 7 一 yy 时 有 ab 了 = 二 6b(5ab-1)b71 二 bab"! 一 a ”、 然 
后 可 以 用 归纳 法 得 出 一 般 情 形 的 biab" 二 qa", 由 于 be {a)， 
我 们 有 6?46” 二 a, 因而 7? 三 1 (modp”"'))， 因 为 b 是 奇数 ， 
我 们 从 这 个 同 余 式 得 出 > 三 1 十 hp” (mod p"”')， 这 里 色 半 
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0(mod z) ,因为 了 关 1 (mod 加 ). 现 在 取 访 一刀 :这 里 # 由 同 
余 式 大 三 1 (modp) 决定 。 于 是 rx' 二 (1 十 kp”) 二 1 十 
ikhp" 了 二 1 十 p*”(mod pp"!1)， 因此 babi! 二 biabT!' 二 zx 一 
0 我 们 记 4 二 1 十 p*™， 那么 (aib1》 二 a'bia'b7 bi 一 
ai™thp?, 而 且 可 以 用 归纳 法 证 明 (e165)! 二 ai?b!, 这 里 TT 二 1 十 
A 十 … :十 Hirl 当 : 一 5 时 ,我 们 有 1 十 产 十 .十 如 三 
p+p [lt+2+. +(p— Dp+p" 一世 /二 
pC《modp”!) ,因为 p 是 奇数 。 因 而 (e181)? 一 oz 好， 这 个 关系 
也 可 以 利用 集 积 公式 得 出 。 现 在 49 二 a*€ 44}, 这 里 4 二 pv， 
因为 5 不 是 p" 阶 的， 而 且 已 知 群 不 是 循环 群 。 如 果 我 们 令 
Bi = a bysW b= (a bh)? = a th? = a tat” = 1,X 
bab7! — ababila’ 一 a ’alt?” gr = altr” 。 

因此 a 和 5b, 满足 定理 中 第 3 类 型 是 奇数 的 非 阿 风 尔 群 的 
天 系 ， 

现在 我 们 取 p 二 2, 来 找 出 包含 2" 阶 元 过 的 2 阶 非 阿 
贝尔 群 . 设 o 二 1,5k《 {fa} 那么 bab-! 二 a, 这 里 ?三 1 
(mod 2 站), + 关 1 (mod2"-1)， 这 给 出 + 取 模 2*"! 的 三 种 可 
能 情形 : + 二 一 1]，+ 二 1 十 2" 了， 二 一 ] 十 2 摆设 
所 一 ax《 {a}。 那么 因为 以 全) 一 天 所 以 a 二 a* 葡 
wr 三 w(mod 2""1)， 这 是 wv 所 满足 的 条 件 。 当 r+ 二 一 1 时 我 
们 有 一 ww 三 w (mod2"1), 因而 a* 二 1 或 a” 一 a .总 之 
当 > 一 一 1 时 我 们 得 出 广义 的 四 元 数 群 或 二 面体 群 ， 这 分 别 
是 定理 中 的 类 型 4 和 5。 当 w 二 3 时 ,我 们 在 54.4 中 决定 过 
只 有 这 些 群 ， / 

现在 假定 盖 关 4 而 且 ba 二 ab， 这 里 + 二 1 十 2， 当 
?二 ax 时 ，w 所 满足 的 条 件 wr 三 w (mod2") 只 不 过 是 
2" ?2w 三 0 (mod 2 下 ), 即 是 偶数 w 一 2w:。 从 同 余 式 1 十 
273) 十 wi 三 0 (mod2" 一 ) 决定 7。 那么 当 页 一 4 时 有 入 一 
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(bs)b = gt) 一 iit) i 一 ga 一] 这 上 肝 a 污 
oo 因而 上 和 丰满 足 定理 中 类 型 6 的 关系 。 最后， 如 果 
nn 这 4,ba 二 4a'b, 这 里 7 二 一 1 十 2" 则 站 六 = a* 中 必 所 
背 足 的 条 件 比 三 = rw (mod 2 一 ) 是 (2 十 2 一 10 = 0(mod 29 一 ) 
或 ww 三 0 (mod2?)， 因而 站 二 1 或 六 二 az” 如 果 信 二 
a” , 则 起 51 二 ab 后 有 
中 一 Cpc 一 aa )p =a” a =1. 

因 丰 和 和 4 或 者 和 入 满足 定理 中 类 型 7 的 关系 . 

利用 定理 6.5.1 容易 验证 ,定理 12.5.1 中 除 广义 四 元 数 群 
外 的 所 有 情形 的 关系 都 能 决定 群 ， 至 于 四 元 数 群 ， 我 们 可 以 
直接 验证 ,也 可 以 运用 定理 15.3.1 来 验证 . 

下 再 12.5.2。 只 包含 一 个 乡 阶 子 群 的 ? 群 或 是 循环 群 ， 
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证 明 . 没 P 是 bp 阶 的 而 且 只 包含 一 个 了 阶 于 群 。 我 们 
对 ”施行 归纳 法 来 证 明 P 或 是 循环 群 ， 或 是 广义 四 元 数 群 . 
当 二 1 时 这 是 显然 的 ， 先 假定 了 是 奇数 .于 是 根据 归纳 假 
设 , 指数 p 的 子 群 是 循环 群 , 因而 根据 定理 12.5.1, P 属于 
p 是 奇数 的 类 型 1, 2 或 3 中 的 一 个 , 而 在 其 中 类 型 2 和 3 包 
含 多 于 一 个 ?了 阶 子 群 。， 因此 P 是 循环 群 。 当 p 二 2 时 ,如 未 
P 包含 指数 为 2 的 循环 于 群 Pi, 则 根据 定理 12.5.1, 了 是 p 二 ?2 
的 类 型 1 到 7 中 的 一 个 ,而 在 这 些 类 型 中 , 除 人 循环 群 和 厂 义 四 
元 数 群 外 ， 都 包含 多 于 一 个 的 2 阶 子 群 ， 因 而 了 是 循环 群 或 
广义 四 元 数 群 。 

还 需 归 邯 虑 指数 为 2 的 每 个 于 群 Pi 都 十 广义 四 元 数 群 
的 情形 .我 们 来 证 明 这 种 情形 不 可 能 成 六 。 这 时 ”之 4. 先 
设 4 二 4 而 且 指 数 为 2 的 一 个 于 群 是 四 元 数 群 0 ,再 设 < 征 
不 属于 2 的 元 素 。 0 满足 关系 
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而 且 P 二 0 十 Qc。 元 索 c 的 阶 是 2 的 方 究 ， 它 至 少 把 0 的 
二 阶 了 于 群 le tep 上 中 的 一 个 变 成 自己 。 不 失去 普 
遍 性 ， 不 妨 说 这 是 {a}. 于 是 cec 一 “或 ciec 一 aa 如 
朱 c ac 一 4， 则 {te,c} 是 指数 2 的 阿 贝尔 子 群 而 与 假设 矛 
盾 。 如 宁 c~ec 一 ia ), 则 cp) eco) 一 aa， 因而 (ec 是 
和 数 2 的 阿山 尔 子 群 而 与 假设 矛盾 .这 样 就 排除 了 ”一 4 的 
表 形 ， 
最 后 ， 假 定 4 之 5 而 且 Pi 是 指数 为 2 的 广义 四 元 数 子 
群 . 那么 Pi 满足 下 列 关系 : 4” ”二 1, 二 a” ,ba 二 a-1b， 
向 且 P 二 Pi 十 Pc。 这 时 {a} 是 Pi 的 唯一 的 2 了 Y 阶 子 群 ,而 
P 的 不 在 te 上 内 的 每 个 元 素 都 是 4 阶 的 。 因而 crlec 一 or 
而 且 人 个 二 a2 或 局 二 qi， 如 果 c== a 和 6, 则 cae 一 4-1, 因 
而 x? 二 一 1 (mod 2"- ,这 是 不 可 能 的 ， 如 果 c 一 e, 则 {e， 
c} 是 指数 2 的 子 群 ， 因 而 根据 归纳 假设 它 是 广义 四 元 数 群 . 
于 征 ceac 一 4 (co) acb) 二 a, 因而 {c6, a4} 是 指数 为 
2 的 阿 由 尔 于 和 群 而 与 假设 矛盾 。 这 就 在 所 有 情形 完成 了 定理 
有 的 证 明 . 


征明 时 m 二 1 一 1 则 已 知 群 P 是 具有 唯一 p*~! 阶 
于 和 群 的 加 阶 群 ， 它 由 不 在 这 子 群 内 的 任何 元 素 x 生成 , 因为 
{x} 不 包含 在 这 个 唯一 的 极 大 子 群 内 , 所 以 {x} 一 P, 即 P 是 
循环 群 。 这 证 明了 ”一 3 时 的 定理 ， 这 是 定理 适用 的 = 的 第 
一 个 值 , 而 且 也 在 汪 王 2 一 工 的 所 有 情形 证 明了 定理 ， 我 们 
对 7 施行 归纳 法 . 我 们 已 经 在 m 二 一 1 有 时 证 明了 定理 , 因 
而 可 以 假定 mm 二 2 一 1. 

议 Pi 古 唯 一 的 p” 阶 子 群 ,再 设 忆 包含 在 加 于 阶 的 极 大 
于 和 群 4 内， 因为 1 二 m 二 一 1, 根据 归纳 假设 ，4 是 循环 
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群 ， 因 而 作为 4 的 子 群 的 P 也 是 循环 群 ， 因 为 m > 2, 每 个 
p 阶 或 产 阶 子 群 包含 在 p” 阶 子 群 内 ， 因 而 包含 在 内， 但 
是 P 是 循环 群 , 它 包含 着 准 一 的 阶 子 群 和 唯一 的 户 阶 子 
群 ， 因 而 了 包含 着 唯一 的 阶 子 群 和 唯一 的 娟 阶 子 群 ， 根 据 
定理 12.5.2，P 是 循环 群 或 广义 四 元 数 群 .但 是 广义 四 元 数 
群 包 含 多 于 一 个 4 阶 子 群 。 因 此 了 必定 是 循环 群 . 

阿 贝尔 群 的 每 个 子 群 当然 是 正规 的 ， 而 四 元 数 群 是 每 个 
子 群 都 是 正规 子 群 的 非 阿 贝尔 群 的 一 个 特例 。 我 们 把 群 互 员 
做 哈密 尔 顿 群 ,假如 互 不 是 阿 贝尔 群 ,但 是 它 的 每 个 子 群 都 是 

理 1254， 哈 你 可 虹 后 闪 的 间 各。 四 于 
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证 明 . 设 4 和 6 是 哈密 尔 顿 群 豆 的 两 个 元 系 。 那么 换 位 
子 c= 一 (a,b) = (a oi)b = 4 一 aT1(bm14b) = 二 4a"， 因 为 
{a} 和 {4} 都 是 正规 子 和 群 。 注意 由 此 得 出 c 既 与 a 可 交换 ， 
也 与 5 可 交换 。 根据 (10.2.1). 

(a?,6) = (a,26) (a,6,4a) {a,b) 

= (a, b) (c, 4) (a ,b) = (a, 0) ， 
同 理 可 以 用 归纳 污 证 明 
(ga, 人 一 (ep 一 ce 

如 果 a 和 56 不 能 交换 , 则 c= 0’ 关 1, 这 轩 取 i 二 + 或 i 一 一 + 
中 的 正 值 ,那么 (a',5) 或 是 (c，5), 或 是 (c 了 ,5), 而 因为 < 
与 5 可 交换 ,这 两 者 都 是 蛙 位 元 系 . 于 是 (4a’, 56) 二 1 二 (4a， 
6)' 一 <。 因此 cc 一 1 而 且 入 一 1 和 5 二 1. 因此 互 中 不 能 
交换 的 两 个 元 对 都 十 有 限 阶 的 ， 如果 互 的 元 素 zx 同时 与 a 和 
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1) 如 过 一 个 群 G 的 非 单位 元 素 的 阶 都 是 p, 则 做 群 G 的 方 次 数 .一 一 译 
者 
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上 可 交换 , 则 xa 不 与 5 可 交换 ,由 此 得 出 *a (因而 还 有 x) 是 
有 限 阶 的 。 因 此 肪 的 每 个 元 系 都 羡 有 限 阶 的 ， 

设 4a 和 5 是 巨 的 不 可 交换 的 元 素 , 而 且 o 二 1,b* 一 1. 
这 里 假定 和 M 都 是 极 小 的 . 如 果 了 是 NN 的 任意 系 约 数 ， 则 
根据 NN 的 极 小 性 ,a? 与 5 可 交换 ,因而 (a?,6) 一 《ea，2) 一 1 
对 于 M 的 任意 素 约 数 有 同样 的 结果 . 因为 < 一 (a,5) 关 1， 
只 能 有 一 个 素数 同时 整除 M 和 :因而 M 二 p”,N 一 加 因 
此 a?” 二 1， bt 一 1,，c 一 (a,5)，c? 二 1， 这 里 不 妨 假 定 
2 之 m. 再 有 ,因为 c€ {a} 和 c&€ 45}, 所 以 

c= ait = Op 
这 里 17, 大 尖 0 (mod p). 

在 {a,b} 内 导出 群 是 {c} 向 且 在 它 的 中 心 内 ， 因 而 在 
{a, 5} 内 ， 权 等 于 或 大 于 3 的 换 位 了 于 是 单位 元 素 。 我们 可 以 
用 归纳 法 建立 公式 

(ab): 一 aibi(b, a 
这 在 :一 工时 成 立 , 而 且 我 们 有 
(ap ) 计 = (gb)iab = aibi(b, a) -Dab 
= aibiab(b, a 一 gigbi(bi, a)b(b, a) i 
= aithi(b, iB, a)iD 一 gitipitl(p, a) 2. 
用 归纳 法 证 明 的 这 个 公式 对 于 任何 这 样 的 群 {a ,5} 都 成 立 ， 
只 要 (4a, 5) 在 它 的 中 心 内 .这 个 公式 也 是 集 积 公 式 的 一 个 
推论 . 

如 果 刀 一 arb*, 这 里 ww 一 一 jp””, 则 {a, 6b) 一 {4,5}， 
因而 刀 不 与 a 可 交换 ,因此 根据 假设 ，51 的 阶 不 会 低 于 5 的 
了 打 。 刚才 建立 的 公式 给 是 

b? = (a*b*t)? 一 qa?ptr (br, a* )?°?—1)/2 
= aPrrbrtec—"ktp 2 


因而 
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br =— ga-ip” RD — cikp Cp-1)2 


这 里 好” 去 1; 但 是 由 于 c? 一 1, 我 们 必定 有 p 一 2,n 一 2. 
因而 a 和 6 所 满足 的 关系 是 a2 一 2 一 aTab 二 c,c 一 1， 
而 且 {4, 5} 是 四 元 数 群 .这 证 明了 五 的 任何 非 阿 贝尔 的 子 
群 都 包含 四 元 数 群 . 

坎 我 们 来 证 明 , 五 是 四 元 数 群 和 4 在 瑟 内 的 中 心 化 
于 的 群 Z 的 余 , 这 里 和 由 寻 一 中 一 1 人 一 天 和 一 4 0 决 
定 .如果 互 的 元 过 x 不 与 4a 可 交换 , 则 x-!iaxr 一 4 而 且 xp 与 
4 可 交换 . 同 理 ,如 果 x《( 豆 x5b) 不 与 5 可 交换 , 则 xa (或 xba) 
与 a 可 交 需 .因此 元 案 x+, xb, xa, xba 中 的 一 个 在 Z 内. 因 
此 五 二 0UZ 二 027. 现在 我 们 来 证 明 Z 不 能 包含 4 阶 元 索 ， 
事实 上 ,如 采 x* 二 1,x€2, 则 (a, bx) 关 1。 因 为 (bx) 二 1， 
我 们 有 a™'(bx)a 一 (2x) -1 ， 因 而 aex 一 ,这 给 出 
x 二 1]。 因为 Z 不 包含 4 阶 元 素 ,Z 不 能 包含 四 元 数 群 ,所 以 
Z 是 阿 贝 尔 竺 ,并且 Z 们 9 二 4a} 利用 左 恩 引 理 可 以 找 出 
2Z 的 子 群 Z1, 它 对 于 不 包含 a?! 的 性 质 而 说 是 极 大 的 .然后 我 
们 容易 得 出 Z 二 Zi 十 Zia’, 吾 二 0 XxX Z1， 2Z1 是 每 个 元 索 
邦 尽 奇数 阶 的 阿 风 尔 群 U 和 方 次 数 为 2 的 阿 风 尔 群 V 的 直 
积 , 因 为 Zi 不 包含 4 阶 元 素 ， 因此 HH 一 XUXxTV. 

反之， 形状 为 0 x UV x VV 的 群 是 哈密 尔 顿 群 。 因 为 0 
不 是 阿 贝尔 群 ， 只 要 证 明 每 个 循环 子 群 {quv} 都 是 正规 于 群 
避 够 了 . 避 和 FT 都 在 OO XU XV 的 中 心 内 ， 因 而 我 们 只 要 
正明 和 和 2 都 把 上 述 子 格 变 成 目 己 .这 时 e 一 (gap)e 二 4q'uyv， 
这 里 1 二 1 或 3. 2 的 阶 是 奇数 >， 而 ”的 阶 是 2. 因此 同 余 
式 + 圭 i(mod4) 和 ?7 三 1 (modn) 都 可 解 ,而 且 

aT'(guv)a = (guv), 

这 不 证 明了 我 们 的 定理 ， 
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第 十 三 章 阿 贝尔 群 理论 的 继续 


13.1， 加 法 群 。 群 取 模 1 


任何 群 都 可 以 用 加 法 来 表 出 群 运算 .大 家 习惯 于 用 加 法 
表 出 阿 贝尔 群 ， 这 在 存在 算 子 时 特别 方便 ,同时 在 熟知 的 体 
系 的 加 法 中 目 然 地 产生 了 一 些 群 . 我们 在 这 里 要 考虑 两 个 
群 : 有 理 数 加 法 群 r+ 和 实数 加 法 群 R+. 

在 用 加 法 记号 表 出 群 时 ,我们 将 适当 地 改变 术语 ,把 积 改 
成 和 而 说 成 元 素 的 和 , 币 卡 儿 和 ,以 及 直 和 . 

用 加 法 表 出 的 循环 群 由 生成 元 系 a 的 全 体 整 倍数 na 组 
成 . r+ 和 民 + 都 十 无 周期 时 ， 因为 从 we 一 0 得 出 “一 0 . 
在 由 a 生成 的 无 限 人 循环 群 内 , 不 存在 使 2x 一 4 的 元 素 *。 因 
为 对 于 r+ 内 的 任何 4, 存在 使 2x 一 a 的 x, 所 以 r+ 不 是 循环 
群 。 但 是 rj 非常 挨 近 于 循环 群 。+4 中 的 任何 有 限 元 素 组 生 
成 循环 群 。 为 了 描述 这 个 性 质 ,我 们 说 一 是 秩 为 1 的 或 局 部 
循环 的 。 更 一 般 地 ,我 们 说 一 个 阿 贝尔 群 是 秩 为 的 ,假如 由 
任何 有 限 个 元 素 生 成 的 子 群 都 能 由 不 多 于 《个 的 元 素 生 成 ， 
并 且 和 存在 有 限 生成 的 子 群 , 它 必 须 有 个 生成 元 素 . 

定理 13.1.1。 有 理 数 加 法 改 + 是 局 部 循环 群 . 

证 明 ， 汽 丰 r++ 的 由 有 限 个 元 素 /2b1，**"', 4s/bi 生成 的 
子 群 . 它 的 元 素 是 这 样 的 数 mw141/2 十 … 十 mas/b:， 这 里 
Mi 都 征 任意 整数 .这些 数 可 以 改写 成 (aelb 2 十 十 
71201010- 0。 这 时 我 们 容易 验证 分 子 组 成 整数 加 
法 群 的 加 法 子 群 ， 它 征 循 环 群 ， 这 个 循环 群 由 某 个 整数 呈 的 
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全 体 整 倍数 组 成 因此 已 知 群 由 数 nw/b1b"……6, 组 成 ， 它 是 
循环 群 ， 

在 群 Rj} 中 全 体 整 数组 成 子 群 ， 它 作为 阿 贝 尔 群 的 子 群 
入 正规 子 群 。 在 对 应 的 商 群 中 ， 相 疾 一 个 整数 的 全 体 元 系 等 
局 了 起 来 , 因而 我 们 把 商 群 说 成 群 Rj; 取 模 1， 同 理 r+ 有 一 
个 尚 群 是 群 rj 取 模 1, 它 当然 是 群 R+ 取 模 1 的 子 群 . 

群 *+mod 1) 是 周期 群 ,因为 设 a/2 是 任何 有 理 数 (4a, 2 十 
整数 ), 我 们 和 有 有 45(《a/5) 三 0(mod1)， 根 据 定理 3.2.3, rj(modl) 
是 它 的 西 罗 子 群 5(p) 的 直 和 。 我 们 把 + (mod 1) 的 西 罗 子 
群 S(p) 记 做 Z(p”)., Z(p”) 由 无 限 集 合 1/p， 1/p’, "3 
1 /pi-'…(mod 1) 生 成 . Z(p”) 的 元 素 有 形状 m/p” ,lm, p) 二 1， 
而 且 这 个 元 素 生 成 的 循环 群 与 1/p” 生成 的 相同 ,因此 ZCp”) 
的 子 群 或 是 有 限 群 ， 或 者 包含 集合 1/p, 1/p:,， ,1/p'*… 
《mod 1) 中 的 无 限 个 元 素 , 因 而 它 是 整个 群 Z(p”). 因此 Z(p”) 
是 这 样 的 无 限 群 , 它 的 所 有 真子 群 都 是 有 限 的 循环 群 . 


13.2， 阿 贝尔 群 的 特征 标 . 阿 贝尔 群 的 对 偶 


给 了 任意 的 阿 贝 尔 群 4，4 的 特征 标 x 是 从 4 到 群 
R+ (mod 1) 的 同 态 。 因 而 根据 定义 有 
XC al) 十 XC az) KX(a 十 a2) 对 于 所 有 as a2 € 4. 
(13.2.1) 
这 里 加 法 a 十 @;3 是 在 4 内 的 加 法 ,而 特征 标的 值 的 加 法 当然 
是 在 Ri(mod 1) 内 。 我 们 还 要 定义 特征 标的 加 法 . 如果 和 
X; 是 4 的 两 个 特征 标 , 我 们 定义 
Xa) 二 Xi(a) 十 Xa) 对 于 所 有 a€EA4， (13.2.2) 
则 %s 也 是 4 的 特征 标 ,因为 
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Xs(al 十 a2) 一 Ki(al 十 a2) 十 Na ai 十 a2) 
本 Xi( ai) 十 Xi( 42) + Xi( ai) 十 Xl a1) 
一 XiCa1) 十 Xs a1) + Xi( a2) 十 X,( az) 


= Xs(a) + Xs(a). (13.2.3) 
容易 验证 ,如 果 利 用 (13.2.2) 定义 加 法 
X; = Xl + X,, (13.2.4) 
则 相对 于 加 法 (13.2.4), 全 体 特征 标 组 成 加 法 群 4”, 它 的 零 
元 素 是 把 4 的 每 个 元 素 都 跌 成 零 的 特征 标 。 


定理 1521， 万 限 了 内 和 于 4 和 和 入村 4 加 构 于 4 

证 明 . 对 于 任何 同 态 都 有 xX(0) 二 0。 因 此 对 于 有 限 训 阶 
元 素 a， 我 们 有 mX(a) 一 X(ma) 一 0。 因 此 X(a) 必定 是 
个 值 90, 1/m,……,(m 一 1)/m (mod 1) 中 的 一 个 。 有 限 阿 贝 
尔 群 的 特征 标 显 然 电 它 对 于 基底 的 值 完全 决定 ， 设 a; (i 一 
1，…, 7) 是 4 的 基底 ,这 里 a 的 阶 是 ni;, 因 而 4 的 阶 征 2 二 
12211222 "Nr 因为 XCa;) 最 多 有 Ns 个 可 能 ， 所 以 最 多 存在 4 :| 
n 一 7110 1; 个 特征 标 。 而 我 们 容易 证 明和 恰好 存在 这 么 多 
个 特征 标 。 因 为 如 果 我 们 令 Xi(a3) 一 1/n;，Xi(aj) 一 0 对 于 
1 关 1 则 就 可 以 证 明 , 对 于 每 个 i 二 1,…:,r, 这 决定 一 个 特 
征 标 ,而 且 对 应 a; 二 之 X; 决 定 4 和 A" 之 间 的 同 构 。 然 而 4 和 
A” 之 他 的 同 构 并 不 唯一 决定 ， 而 取决 于 4 的 基底 的 特殊 选 
取 . 

下 列 定理 对 于 不 论 是 否 有 限 的 阿 贝尔 群 都 成 立 : 

定理 13.2.2. 设 豆 年 同 由 尔 群 4 的 子 群 . 六 人 么 对 本 于 小 


站 和 
名 


证 明 ， 如 果 一 个 特征 标 对 如 的 每 个 元 来 取信 0， 则 它 对 
于 傍 系 昌 十 * 的 每 个 元 素 取 同一 个 值 。 我们 可 以 认为 作为 商 
群 4/ 互 的 元 素 的 傍 系 在 R; (mod 1) 中 对 应 于 这 个 值 。 容易 
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验证 这 是 4/ 互 的 特征 标 ， 反 之 , 回 态 4 一 4/ 昌 和 从 4/H 到 
Ri 《mod 1) 的 同 态 的 人 台 成 征 从 4 到 RCmodl) 的 同 态 。 这 
样 得 到 的 4 的 特征 标 通 过 把 互 的 元 素 映 到 4/8 的 零 而 后 跨 
2] RI (mod 1 ) 本 U 。 

推论 13.2.1。 如 来 在 有 限 阿 贝尔 群 4 内 a 天 0, 则 存在 使 
Xx(4) 关 0 的 4 的 特征 标 X. 

因为 如 果 不 是 这 样 ， 则 和 的 每 个 特征 标 都 是 商 群 4/{aj 
的 特征 标 。 于 是 根据 定理 12.3.1，A* 将 同时 同 构 于 4 和 
4 和 然而 后 着 有 较 低 的 阶 ， 

群 4 和 中 之 间 的 对 侦 是 在 4 的 了 和 群 也 和 了 的 子 群 玉 之 同 
的 一 一 对 应 如 二 之 ,这 时 对 应 的 群 有 相反 的 包含 关系 , 这 就 
是 说 ,如 时 可 二 过 Ki 和 二 之 Km 且 i 必 Hi,; 则 KICK,, 肥 
之 ,如果 KCCK;， 则 石 沪 Hi， 在 有 限 阿 风 尔 群 4 和 它 的 特征 
标 群 4* 之 间 存 在 自然 的 对 偶 , 这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 13.2.3. 在 有 可 人 外 和 人 和 下 疼 生 全称 各 4 之 


的 家 4 记 ee 

证 明 ， 对 于 4 的 每 个 子 群 妃 , 我 们 到 对 于 每 个 4Ae 互 都 有 
xX(4)= 二 0 的 X 组 成 的 4 的 子 和 群 HY 与 它 对 应 。 如 条 丈夫 已， 
是 4 的 两 个 不 同 的 子 群 , 则 已 , 和 五 ;中 的 一 个 ( 例 她 于) 包含 
不 属于 另 一 个 的 元 素 6， 于 是 根据 定理 13.3.2, BH? 是 4/ 万: 的 
特征 标 群 ,而 且 根据 推论 13.2.1, 存在 Xe 研 使 得 XC2) 过 0. 
因此 Ht 关 HBH， 因为 4 和 A4*” 是 有 限 的 而 且 同 构 的 ， 所 以 
H 一 H* 是 在 4 的 子 群 和 4* 的 子 群 之 间 的 一 一 对 应 ,特别 说 
了 4# 的 每 个 子 群 天 是 对 应 于 4 的 唯一 子 群 互 的 子 群 玉 一 

如果 瑟 二 过 Ki 一 HI 和 日) 寺 之 天 ;一 也 , 则 从 也 万 ;得 
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出 入 CR 因为 当 对 于 每 个 4e Hi 都 有 X(h) 一 0 时 ,当然 得 
出 对 于 每 个 hE HCHi 都 有 X(h) 一 0. 同 理 从 天 IC 天 :得 出 
瓦 二 已， 因而 定理 中 的 对 应 是 在 4 和 4” 之 间 的 对 偶 ， 于 征 
在 4 和 A* 之 闻 的 同 构 就 导出 4 与 自己 的 对 仿 . 


| 


证 明 . 如 果 4 是 周期 阿 贝 尔 群 而 且 它 的 西 罗 子 群 者 是 有 
限 群 , 则 西 罗 子 群 SCp) 作 为 有 限 群 是 自 成 对 偶 的 .我 们 把 它 
记 敌 如, 二 过 Hi, 这 里 对 于 SC) 的 每 个 子 群 鼠 9， 对 偶 子 群 是 
Hi .现在 如 果 吾 是 4 的 任何 子 群 , 则 瑟 是 它 的 西 罗 子 群 日 的 
直 和 .然后 令 H* 一 之 Hs， 容易 验证 这 是 4 的 对 偶 . 注意 


这 个 论断 并 不 适用 于 未 加 限制 的 任意 有 限 阿 贝尔 群 的 直 和 ， 
因为 一 般 地 说 ,这 种 直 和 可 以 具有 这 样 的 子 群 ,它们 不 是 加 项 
的 子 群 的 直 和 。 白 尔 (Baer[ 6]) 曾经 证 明 过 , 自 成 对 偶 的 阿 内 
尔 群 恰好 就 是 定理 里 所 说 的 那 种 阿 由 尔 群 . 


13.3. 可 除 群 


用 加 法 表示 的 阿 贝尔 群 4 叫 做 可 除 的 ， 假 如 对 于 每 个 
a 《 A 和 整数 n, 存 在 元 x€ 4, 使 得 x 二 a. 
加 项 2 

证 明 . 设 给 了 阿 贝 尔 群 4 和 可 除 子 群 D， 需 可 证 明 存 在 
子 群 B ,使 得 

A 一 也 四 5 ,或 者 DMB=0 而 有 DUB== A, (13.3.1) 
为 了 证 明 这 一 点 ,最 好 利用 在 $1.8 里 介绍 过 的 左 恩 引 理 。 如 
果 UICUICUC .…… 是 4 的 子 群 的 递 升 链 ,这 里 DNU, 一 0， 
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VU = U U, 也 具有 性 质 DNMU == 0。 因 此 根据 左 轧 引 开 ， 


4 包 耸 于 群 大 , 它 对 于 性 质 KNND 一 0 而 说 是 极 大 的 。 如 果 
能 证 明 DUK 二 4, 则 就 可 以 在 (13.3.1) 中 到 吾 一 开设 x 
在 扫 的 不 属于 KUD 的 元 素 . 那么 根据 KK 的 极 大 性 , {x}UK 
与 D 有 公共 的 非 堆 元素 。 办 此 对 于 某 个 非 负 整数 x 和 %《€ 天 ， 
我 们 有 wx 十 二 dE€D,4 产 0. 这 时 关 0, 因为 万 站 天 一 0. 
又 如 霖 nn 王 1, 则 x&€ UD 而 与 假设 矛 慎 .因为 D 钙 可 除 群 ， 
d 一 ndi, 这 里 di€ D,MiH n(x 一 d1) 一 一 上 令 x 一 YX 一 丰 ， 
那么 当 x 6 天 UUD 时 ,也 有 *E 天 UD 而 与 假设 矛盾 . KU {x1} 
的 元 系 有 形状 mxz 十 0 硅 m 二 nn。 根据 KK 的 极 大 性 ,必定 
存在 {X11UK 和 万 的 公 汞 元 素 mxl 十 Al 一 4 一 ntd2， 这 里 
11 二 nn，4d, dE€ DD， 这 时 到 x 二 x 一 4d;, 我 们 有 mzx;—= RE kK, 
而 且 当 x;€ UD 时 还 有 x1€ 必 UD 而 与 假设 和 矛盾 .继续 这 
个 步骤 最终 地 得 出 一 个 ni 一], 于 是 xis xi "XX 
者 属于 KU D 而 己 假 设 矛盾 。 因此 KU D 二 4 ,定理 证 朋 
了 . 

在 卡 滩 伦 斯 基 的 专 稿 (KaplanskyL1]) 里 证 明了 :每 个 可 除 
群 征 同 构 于 + 或 群 Z(p”) 的 群 的 直 和 |. 


13.4. 纯 子 群 


我 们 把 五 叫做 阿 贝尔 群 4 的 纯 子 群 ， 侵 如 对 于 任意 整数 
z 和 瑟 , 从 满足 wz 一 4 的 *e 4 的 存在 得 出 满足 zj 一 
的 评 E 妃 的 存在 .因此 纯 性 是 一 种 相对 的 可 除 性 :要 互 内 的 可 
除 性 成 立 ， 只 要 它 在 整个 群 内 成 立 ， 可 除 群 当然 是 包含 它 的 
任何 阿 贝尔 群 的 纯 子 群 ， 直 接 加 项 是 纯 子 群 ， 但 是 可 除 群 必 
定 是 无 限 群 ,而 有 限 群 却 可 以 是 纯 子 群 ,因此 这 概念 在 研究 有 
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限 群 时 是 有 用 的 ， 

阿 贝 尔 群 的 周期 子 群 是 纯 子 群 , 因为 如 果 nx 二 有 中 的 
丰年 有 限 除 的 , 则 当 * 存在 时 , 它 必 定 也 是 有 限 阶 的 。 纯 子 群 
的 逆 升 链 的 并 集 是 纯 子 群 ,因为 如 果 h 和 是 这 代 集 隐 元 素 , 则 8 
证 链 中 某 个 群 的 元 索 , 因 而 wx 二 4 在 链 中 有 解 . 

定理 13.4.1 指出 ,在 很 多 情形 下 , 纯 子 群 是 直拨 加 项 . 

定理 13.4.1. 设 4 人 贝尔 群 , 互 是 纯 子 群 ， 又 设 4/H 


证 明 . 我 们 先 证 明 一 个 引 全 
5 理 13.4.1. 知 相 且 不 4 的 二 于 各 看 号 了 全 4/8H 的 元 


4/ 下 千 隐 让 2 

如 朵 >》 厦 无 限 阶 的 ， 则 映 成 > 的 任何 x 都 与 ? 同 阶 . 如 
果 ny 二 0 向 且 w 一 y, 则 wu 一 0，nu 一 16 万 于 是 根据 五 
的 纯 性 光一 n 肌 。 这 时 令 x 二 一 如， 那么 x 一 yy 而且 nx 一 
na 一 后 ) 二 nu 一 nh 一 和 一 hh 一 0, 这 就 是 所 要 证 朋 的 . 

定理 的 证 明 现 在 束 很 位 蛙 了 . 设 4/H 是 由 基 元 素 yi(i € 
1) 生成 的 循环 群 的 直 和 .在 4 中 取 元 x; 一 yi, 而 且 我 们 总 
取 x; 与 y; 辐 阶 , 这 种 取 法 由 引 理 保证 它 的 可 能 . 信 天 征 由 > 
生成 的 子 群 . 如 果 在 4 内 有 关系 Bi wi +n = hEH, 
则 在 4/ 吾 内 就 有 iys 十 … 十 nayis 下 0, 于 是 因为 y; 是 4/H 
的 基 元 率 ,我 们 有 ny iyi = 0. 和 而 因为 x 与 yi; 同 
阶 ,所 以 Ndi NX 0, 因 向 二 0。 因此 KNH = 
0。 义 KUH 一 4， 因为 K 包 含 4 对 互 的 每 个 傍 系 的 一 个 元 
索 . 总 之 4 一 全 人 DK, 这 就 是 要 求证 有 明 的 . 


1)》 指 极 大 周期 子 群 , 即 全 体 有 限 阶 元 素 的 集合 .一 一 俄 译本 编者 注 
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13.5. 一 般 注 解 


箱 望 更 详细 地 探讨 阿 贝尔 群 的 读者 可 以 去 看 卡 谈 伦 斯 基 
的 专车 (Kaplancky[ 11) 和 库 罗 什 的 书 (Kurosch [Kypom][21). 
卡 该 伦 斯 基 的 专著 中 特别 有 用 的 是 图 述 文 献 的 一 节 ， 

一 般 地 说 ,定理 3.2.3 把 周期 群 的 研究 简化 成 本 原 群 的 研 
守 。 关 于 本 原 群 的 主要 结果 之 一 是 乌 勒 姆 定理 ， 它 以 称 为 群 

的 “ 马 勒 姆 不 变量 ”的 其 种 基数 完全 判定 了 可 数 本 原 阿 贝尔 

群 . 

无 限 人 循环 群 的 直 和 加 做 目 由 阿 贝尔 群 。 具 有 ? 个 生成 元 
过 的 阿 风 尔 群 是 具有 ?个 生成 元 娄 的 自由 阿 风 尔 群 的 同 态 
像 。 循环 群 的 直接 和 的 每 个 子 群 本 身 是 循环 群 的 直 和 ， 特 别 
地 说 , 目 由 阿 由 和 尔 群 的 子 群 是 自由 阿 贝尔 群 . 

在 $13.3 中 提出 过 ,可 除 群 是 同 构 于 ”+ 的 群 和 同 构 于 各 
个 Z(p”) 的 群 的 直接 和 。 阿 贝尔 群 可 以 其 和 人 可 除 群 , 所 以 在 
某 种 疲 义 下 ， 研 究 阿 贝尔 群 可 以 看 作 是 研究 可 除 群 的 子 群 . 
因而 秩 为 1 的 不 挠 〈 即 无 周期 ) 群 是 +; 的 子 群 . 

同时 包含 有 限 阶 和 无 限 阶 元 素 的 阿 贝 尔 群 叫做 混合 群 . 
有 例子 可 以 说 有 明 混 合群 一 般 不 是 它 的 周期 子 群 和 不 找 群 的 直 
和 .但 是 因为 周期 子 群 是 纯 子 群 ， 所 以 定理 13.4.1 已 经 指出 
混合 知 可 以 分 解 成 局 期 部 分 和 画 一 个 群 的 直 和 。 


e Li30。 


第 十 四 章 单项 表示 和 转移 


14.1. 单项 置换 


学 虑 未 知 数 雪 ，… ,us 的 集合 5, 在 这 些 未 知 数 之 左 可 

以 乘 上 和 群 互 的 元 系 ,满足 下 列 定律 : 
lu, = u,, (14.1.1) 
这 里 1 是 理 的 早 位 元 素 ; 叉 
hi( hati) (ha) ui. 

单项 置换 M 是 指 映射 4 一 hits i 一 1，…, nsf 一 ji( 让 这 
里 zi 一 > a 是 $5 的 置换 . 对 于 两 个 映射 Mi:4; 一 Biju; 和 M,: 
Ui” AR 我 们 定义 它们 的 乘积 是 MiM,;:u;—> Chishik UR. 
在 这 个 定义 下 ， 这 些 肌 射 组 成 一 个 群 ， 它 的 单位 元 素 是 映射 
Wi 一 Wi。 如 果 我 们 令 陕 射 Me 一 hu; 对 应 于 窍 阵 (8;;)， 
它 的 第 对 行 的 第 7 个 元 素 是 和 6， 其 他 元 系 都 是 入 ， 则 映射 相 
乘 的 法 则 正 是 普通 的 定 阵 乘法 . 

在 全 体 单 项 置换 的 群 M 中 ,乘法 w; 一 hisui 组 成 正规 子 群 
D， 而 是 商 群 M/D 是 www,，……, Ws 的 置换 的 对 称 群 。 更 一 
般 地 ,如 采 G 十 M 的 于 群 ， 则 当 g€ G 蚌 鼎 射 ui 一 hu; 时 ， 
8 一 8 01 是 从 G 到 一 个 置换 和 群 上 的 同 态 ， 这 个 同 态 的 
核 是 GND. 

我 们 说 羊 项 置换 群 G 是 传递 的 ， 假 如 对 应 的 置换 群 是 传 
+ Kxas 又 庚 K 一 肠 是 从 K 到 群 了 上 上 的 同 态 。 那么 C 在 # 
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hijxis 一 1 fj, 《天 . 二 没 在 同和 KH 


下 有 Rs; —> hi;, 玩 乡 人 Te( 8 7) :1 一 > hid; 足 G 在 及 上 的 传递 的 蛙 
a 及 ; 之 ,每 个 伟 浊音 项 素 示 卫 巡 种 关于 的 ,到 者 在 


沉 


间 


证 明 ，# 合生 C，G ; 的 左 个 系 表 关 式 G 一 天 十 天 ta 十 
十 Kx, 各 问 芒 天 一 妃 ， 这 有 和 和 十 G 购 任意 两 个 元 素 . 
那么 当 xi8l 二 kr; 和 xigz 二 sx。 时 ， 我 们 有 ri( B182) 一 
kzpxs， 因而 对 于 对 应 的 单项 表示 有 gga) 二 x(g1)x(g;)， 
即 它 三 实 征 群 G 的 表示 (当然 不 一 定 是 一 一 的 )。 对 应 的 置换 
群 是 在 45.3 中 讨论 过 的 左 傍 系 的 置换 群 , 它 当然 是 传递 的 . 
反之 ,我 们 秀 虞 G 的 任何 传递 的 单项 表示 尺 , 对 于 86EG， 
8 阅 x(8) :wi 疗 hijui。 取 定 字母 ui 来 邯 虚 G 的 全 体 这 样 的 元 
索 《, x 把 志 映 成 加 wl, 这 里 加 1&《 昌 这些 元 案 组 成 子 群 
K. 根据 R 的 传递 性 ， 对 于 每 个 i 一 2,，*，*,#, 存在 元 素 xi， 
使 仔 mr( Xi) 把 ma 变 成 hig. 然后 容易 得 出 
C 一 太 十 天 xl 十 …… 十 天 xy (14.1.2 ) 
如 采 我 们 用 元 素 di 一 机 ,wi hiiiu; 来 作 RR 的 变形 , 则 
在 dRd 内 有 dx(xi)d 把 u 变 成 wi. 我 们 来 讨论 R*==d7!R4d. 
这 时 如 果 对 于 《EK,x(h 和 把 zw 变 成 hau, 则 x(x7%x;) 把 wu 
变 成 hu;，、 凤 之 亦 然 ， 因而 在 表示 R” 下 作为 系数 而 出 现 的 
每 个 4 雹 天 的 元 素 的 像 . 这些 % 可 能 组 成 原先 的 群 吾 的 子 群 
Hl。 但 是 如 果 x() 把 变 成 hut， 则 一 h 是 从 KK 到 本 上 
的 同 术 .其 次 ,如 采 x(g) 把 ui 变 成 hjs, 则 zx(xigx7') 把 wi 变 
成 hi， 因 | 三 xigx7! 二 kijE 民 而 且 映 射 Rj 六 hi 征 从 天 表 | 
注 壮 在 更 换 G 对 于 K 的 左 傍 系 代表 有 时， 就 产生 另 一 个 单 
项 表示 , 它 在 群 D 下 共 胃 于 前 一 个 表示 . 
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14.2。 转 移 


设 给 了 群 G 在 群 且 上 的 单项 表示 R: 
nx(p) :us 一 > ht, 1 二 |]， "Nn, 1 = 1(1). (14.2.1) 
骨 设 未 知 数 的 个 数 4 是 有 限 的 。 那么 容易 验证 映射 


g—> [i hp.(modH') (14.2.2) 
i 二 1 


是 从 G 到 商 群 吾 / 慷 上 的 同 态 , 这 里 互 是 理 的 导出 群 。 我 们 
特别 取石 二 K 的 情形 : : 

G=K+ Kr: + Kxr,. (14.2.3) 
这 时 如 采 $9(z) 二 xj 对 于 zz 二 hx;,《EK, 则 我 们 有 


VesxCg) 一 [I rig P(ripg) (mod 天 )， (14.2.4 ) 


而且 Vesx(g) 是 从 G 到 KK/K 的 同 态 。 这 个 同 态 叫 做 从 群 G 
到 大 的 转移 。 如 果 玉 是 KK 的 同 态 像 , 则 映射 (14.2.2) 是 到 转 
移 的 像 的 同 态 映射 ,因为 当 KK 一 五 时 ,天 /天 映 成 H/H ,天 是 
K 的 完全 不 变 子 群 。 转 移 的 主要 性 质 由 定理 14.2.1 给 出 . 

定理 14.2.1. 

1) 映射 8 一 ex(g) 是 从 G 到 天 /K' 的 同 态 . 

3) 如 果 GOKIOT, 则 Vesk(8) = Vkrsr [Veosx(g)]. 

证 明 . 我 们 已 经 知道 第 一 个 性 质 是 单项 表示 理论 的 一 个 
推论 。 但 是 我 们 将 从 转移 的 定义 (14.2.4) 直接 证 明 全 部 三 个 
性 质 ,对 于 第 一 个 性 质 ,我 们 注意 到 ,如 果 xigi 二 jxi, 1 一 1， 
,Xb 一 Ki 一 1 #7 则 


cr-k(8D) = [| 人 Cmod 天 7)，7cvk(8gD) = [RimodK’), 
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1 本 一 Ee EE 1 oe 


和 们 且 
Vesxr(gi8D = [| (#2) Cmod K’), 
这 里 名 二 jh 和 i， 对 于 第 二 个 性 质 , 如 果 x? = ajxti 是 代表 的 
第 一 种 和 第 二 种 选择 之 | 问 的 关系 而 且 xig 一 At 则 xg 二 
aixig 二 0050 二 aikiar7 x?; 于是 在 第 一 种 情形 下 ， 
V(g)= [| (modK’), 


在 第 二 种 情形 个 
Vs I Gro)= 1 I He = 


1 ki(modK')， 对 于 第 三 个 性 质 , 没 
二 十 Kr 十 …… 十 Kr,， (14.2.5) 
人 一 了 十 了 人 十 二 Tyn, 
那么 
一 了 十 7 和 十 .十 了 1 
1 
+ Tr; 二 Tyr 二 :二 Tyr 
十 » 
十 Tx, 十 了 yatn 十 十 Tymxn， 
这 时 对 于 ge G, 设 zxig 一 xi 和 和 ykii 二 tinys. 那么 yxig 一 
Lijrs ys ji, 于 是 
Vesr(g) = | | osCmod7 


而 且 
V osk(g) = [| tsCmodK’). 


其 次 
六 Ki 三 | tijrs( mod 7 )。 
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因此 
Vksr(g) 一 ll Vksr(C ks) Cmod7) 
= xx Ri) (modT’) 二 kr[Zcx(g7)]， 


我 们 注意 到 ， 因 为 从 天 到 了 上 的 转移 把 天 映 成 持 位 元 素 群 ， 
所 风 也 可 以 说 从 Fe-kkg) 到 工 的 转移 ， 虽 然 这 时 所 到 的 秆 
K/K 的 元 素 而 不 是 天 的 元 宗 . 


14.3， 伯 思 赛 德 定理 


定理 14.3.1. CC 区 西光 于 和 P 人 


谤 条 代表 人 
证 明 . 我 们 从 一 个 引 理 开始 . 
7 14.3.1. 中 全 K: 和 天 :在 C P 


和 


引 理 的 证 明 . - 设 :Ki 一 K;, 这 里 xE Ce. 人 K, 人 在 P 
内 不 变 ,所 以 K; 二 x7!Kix 在 x~tPx 一 0 内 不 变 . 因而 了 和 8 
都 包含 在 ;的 正规 化 子 内 ,因此 它们 作为 西 罗 子 群 在 Ne(K;) 
内 万 共 狗 的 。 于 是 六 27 一 P， 这 里 7 了 是 使 六 天 一 天 ;的 
元 素 。 因而 对 于 z 一 zy，z pz 一 P，z Kiz 一 K;,， 这 就 证 
明了 5| 理 . 

现在 来 证 明和 定理 。 因为 PP 包含 在 Ne(P) 的 中 心 内 ,所 以 
P 是 阿 风 尔 群 而 且 P = 1 我 们 考虑 Vowp。 设 wEP。， 为 了 
计算 Vowp(w), 取 P 了 在 G 内 的 傍 系 代表 为 zi xiw 本 
这 里 xztrk Pi, 员 且 当 j 了 之 7 时, xiw Px;， 这 里 对 于 7 二 ”， 
XU 一 AU 一 而且 xx wu* xi! = 
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ru'x7!。 因此 ,对 于 用 P 的 左 傍 系 的 置换 来 表示 x 时 的 每 个 
长 度 为 7 的 图 ,在 关于 Vosp(w) 的 乘积 中 有 一 项 是 racex 而 
甚 余 都 是 单位 元 素 。 因 而 


Fep(z) 一 有 XM XT 
i 


其 次 ,xiw'ri1 EP 了 在 G 内 共 力 于 w”, 因为 P 了 是 阿 风 尔 和 群 ， 这 两 
个 元 素 在 P 内 都 不 变 ， 根 据 引 理 ，xw'x7'! 一 yw'y， 这 里 
ye Ne(P)， 根据 假设 ，P 在 它 的 正规 化 子 的 中 心 内 , 因而 
yw"y 一 Ww。 因此 Vosp(w) 三 Tw 三 w*, 这 里 wn 二 [G:P] 是 
所 有 的 圈 的 长 区 的 和 。 因为 了 是 阶 为 pr 的 西 罗 子 群 ,所 以 
ptn 二 [G:P]。 因此 ,在 从 G 到 P 了 上 的 转移 下 ,P 同 构 地 映 成 
它 自 己 而 是 Voyp(G) 二 了 P， 因 为 Veyp(G) 显然 包含 在 P 内 . 
这 个 同 态 的 核 必 定 是 在 G 内 有 指数 pr 而 且 阶 为 zz 二 [G:P] 
的 群 互 。 因此 互 是 指数 为 大 的 正规 子 群 ,所 以 了 的 元 素 可 以 
取 作 互 的 傍 系 代表 . 

oe 14.3.1。 有 限 单纯 群 的 阶 或 者 被 12 整除 ,或 看 被 整 


显 于 间 和 和 辣 到 者 昌 电 


| 志和 


“证明 这 了? 是 束 除 音 统 群 的 阶 的 最 小 素数 ， 再 设 西 多 
p 子 群 P 的 阶 是 了 或 户 , 因而 它 是 阿 贝 尔 群 ， 根据 定理 ， 如 
果 NelP) 不 导出 了 的 非 显 然 的 自 同 构 , 则 G 具 有 同 构 于 P 的 
商 群 ， 如果 了 的 阶 是 p, 则 它 的 自 同 构 群 的 阶 是 p 一 1, 即 小 
于 p. 如 果 忆 是 所 阶 的 循环 群 , 则 自 同 构 群 的 阶 是 plp 一 1)， 
又 姐 果 己 是 刀 阶 的 非 循环 群 则 这 个 阶 等 于 (pp? 一 1): 
(Pr 一 p) 一 p(p 一 1)(p 十 1)， 当 ?是 丰 数 时 ,因为 p 士 1 一 
2[(p 十 1)/21， 所 以 在 这 些 因 子 中 没有 一 个 能 被 大 于 2 的 素 
数 整 除 ， 因 此 Ve(P) 不 能 导出 P 的 非 显 然 的 自 同 构 。 如 果 
p 二 2, 则 在 最 后 一 个 情形 里 pp 十 1 二 3， 因而 只 有 在 Ne(P) 
的 阶 能 锌 12 整 除 时 ，VeGCP) 才能 导出 了 的 3 阶 的 自 同 构 ， 


236。 


14.4， 工 . 赫 尔 、 格 润 和 维 兰 德 的 定理 


下 面 几 个 定理 的 主要 内 容 是 在 群 G 的 西 罗 ? 子 群 和 G 的 
本 身 是 p 群 的 商 群 G/K 之 间 的 关系 . 
为 了 叙述 这 些 关 系 , 我 们 导入 强 闭 和 弱 闭 的 概念 . 


的 (相对 于 而 说 ); 又 如 果 及 B"H 得 出 2* 一 期 
收 在 刀具 于 闭 的 

我 们 说 群 G 是 正规 的 ， 如 果 西 罗 ? 子 群 P 的 中 心 Z 是 
包含 它 的 每 一 个 西 罗 了 子 群 PP 的 中 心 。 这 征 弱 闭 人 性 的 特殊 
青 形 ， 它 相当 于 断定 P 的 中 心 是 在 P 内 相对 于 GG 而 弱 财 的 . 
事实 上 , 设 G 是 ?正规 的 . 再 设 x+€ G6 使 Z*CP。 邢 么 Z 包含 
在 Pl 一 P* 内. 根据 ?正规 性 ,Z 是 局 的 中 心 。 于 是 2* 是 
Pf 一 己 的 中 心 , 因 而 Z* = Z, 所 以 Z 在 P 内 是 琵 闭 的 .反之 ， 
设 Z 在 Pf 内 是 弱 闭 的 。 而 且 Z SP, Ph 是 男 一 个 西 罗 子 群 ， 
那么 对 于 某 个 xze Gs Pi 二 P. 于 是 Z*CP, 根据 弱 闭 性 ， 
Z 一 Z*. 但 是 如 采 Z1 蚌 的 中 心 , 则 2 是 所 二 了 的 中 心 ， 
因此 if 一 2 一 Zr 而且 Z = Zi1 是 的 中 心 ,因而 G 古 ? 
正规 风 ， 

显然 从 强 闭 性 得 出 弱 闭 性 。 五 的 弱 闭 的 子 群 B 在 及 内 必 
定 是 正规 的 。 由 满足 茶 个 方程 x* = 1 的 全 体 * 生成 的 互 的 
子 群 是 弱 闭 的 ,而 如 采 这 些 * 组 成 子 群 X, 则 XX 在 瑟 内 厦 强 闭 
的 .。 当 互 是 正规 总 群 ,以 及 在 某 些 其 他 的 条 件 下 ,出现 的 就 是 
这 种 情形 . 

在 不 会 引起 混乱 时 ,我 们 把 转移 了 eak8) 记 做 Cg) 于 
是 如 有 深 
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Ls 


1 


G 一 有 刀 十 Br 二 .十 Br， 


F(8) = [| xgp(rig) (mod H'). 


我 们 还 可 以 把 模 昌 的 问 余 式 换 成 模 责 的 同 余 式 , 这 里 Ho 是 
盏 的 包含 互 内 子 群 ,而 吾 /4 研 阿 内 尔 群 ， 以 后 用 到 的 同 
余 却 者 征 取 横 本 的. 
对 于 gEG 和 i 一 1,-…,# ,定义 ig 为 使 xigxt 避 RE 日 的 1， 
一, # 中 的 一 个 。 那么 对 于 固定 的 8g, 5 一 下 是 G 在 百 的 左 傍 
系 上 的 传递 的 置换 表示 中 的 置换 x(g)。 因 而 我 们 记 
V(g) = [| xigxa. 


置换 x(g) 可 以 分 解 成 一 系列 的 圈 , 包 括 不 变 的 文字 作为 长 度 
为 工 的 圈 。 从 每 个 圈 取 : 下 文 二 而 且 拒 它们 组 成 的 党 全 沁 信 
Cn(g)， 对 于 i€ Cn(8), 设 7 是 i 坟 扩 在 的 风 的 阶 ， 于 是 


Ff f 一 一 Ni, 
iECntg) 


这 只 不 过 十 这 奖 的 总 长 度 是 
5 | 理 14.4.1. 
V(g) = i 二 
证明， 在 zg) 的 以 了 开始 a ia 全 
者 不同, 而 且 我 们 可 以 取 zxi8 8 作为 五 的 对 应 做 
系 的 代表 ， 于 是 了 (8g) 中 对 应 于 具有 文字 的 圈 的 加 于 的 乘 
职 是 
XiB KiB) (xiB Rr) (- “)， (ra8 gx7! 
一 Xi8TAXi 
因为 $xig’) 一 xig 5 一 1， fi 一 1, 中) 一。 
又 因为 当 s: 二 ri 时 有 xig'&Hxi, 所 以 xig'ix 站 "是 属于 吾 的 
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Xibxr! 的 最 低 方 党 ， 
我 们 把 了 Cg ) 中 对 应 于 长 度 为 1 的 圈 的 乘积 叫做 对 角 乘 
积 a(g), 市 且 记 
da(g) = [| xigxi! Cmod Ho), 


f -ig 


这 时 像 V(g) 一 样 ，d(g) 取 模 有 是 与 因子 的 阶 和 傍 系 代表 
xi 的 选取 无 关 的 ， 
引 理 14.4.2。 如 果 w 和 v 在 G 内 是 共 谣 的 ， 则 4(4) 一 
do). 又 dirD = [A]. 
证 明 . 设 v = 二 让 wt， 那么 in 三 i 等 价 于 itv 二 tt， 因 市 
根据 定义 ， 
d(v) 三 [] Xi 


== | (xi Xr Czari! ritxi) 
三 I (xiux7!) = d(w). 


得 出 这 个 结果 是 因为 Yi?x7 和 xiix 加 H 而 且 征 役 此 互 
逆 的 。 再 有 ,因为 一 iu 等 价 于 i 二 tin, 所 以 


dl !) = I sisi! = (I SMS ) = [dw 1 


对 于 hE 五 定义 4*(h) 三 如 1d(h). 那 么 根据 引 理 14.4.2， 
h = dh)a* Ck) dh)ad CD) 而且 d(xrih'rr!). 
因而 如 未 xh'x7€ 日， 则 
rih'xi! = dh )ad* (rh ri!) = had (人 dx 
所 以 根据 引 理 14.4.1, 我 们 有 
引 理 14.4.3。 如 果 4 6 妃 , 则 
(iD ph | Aa*Chr)ad* (Crhrixi!). 


1€ECH(A) 
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推论 14.4.1。 如 时 da*(h) EH, 对 于 所 有 hE& 态 , 则 对 于 任 
何 h€E H,V(h) = A 
设 了 是 肾 数 , G1 是 有 限 
杂 # ， XG= up( G1) 是 由 Crl 
的 全 体 这 种 元 素 生 成 的 群 ， 
这 种 元 泰 的 阶 与 了 互 系 . 因 
向 Gi/G 是 G1 的 极 大 的 ? 
商 群 。 设 有 是 G1 的 西风 ? 
子 群 , 和 Ni 是 它 在 Gi 内 的 正 
规 化 子 , Hi 是 Gi 的 包含 和 Ni 
的 任意 子 群 . 令 已 一 忆 人 C， 
NV 一 NInGc) 五 一 感人 CC 于 
是 G 一 GP = GN! = GH 
而 且 P/P = NI/N=Hi/H = 
图 6 上 炎 尔 定理 Gi/G。 G 是 Gi 的 完全 不 变 
子 焙 ,，P 是 G 的 西 罗 p 子 群 ,NN 包含 在 Pl 和 G 的 正规 化 于 内 ， 
因而 包含 在 PNG == 了 的 正规 化 子 内 .于 是 因为 G 由 阶 与 ? 
互 素 的 元 素 咎 成 ,所 以 4,《G) 一 6G, 但 是 可 能 有 wp(H)CH. 
假定 wp( 瑟 )C 瑟 成立 ,于 是 z(B) 是 五 的 完全 不 变 于 群 , 而 五 
在 HH 内 是 正规 的 .因为 /HH 是 ? 群 , 所 以 4p(H) 一 zz) 


今 


H, = Hr?U(H,H)Uu,(H) 一 Hr(H,Hi)u,(H). 
这 里 H? 是 由 五 的 元 素 的 靖 次 方 守 生 成 的 群 , 而 《ER 古 由 
换 位 子 (4 及 ) 生成 的 群 , 这 里 46 瑟 ,三 6 再， 因为 Hi/up(H) 
是 bp 群 ,因而 它 是 罕 堆 的 。 因 此 (H,H1)/up(H) 是 H/up(H) 
的 真子 群 。 其 次 ， 因 为 H? 包含 在 任何 这 样 的 子 群 了 内 ， 
HTO(H, Hi)up(H) 而 县 [8B:7T] ==p, 所 以 如 果 wp(H) 十 
HH 的 真子 群 ， 则 名 也 是 互 的 真子 群 , 而 且 矶 /Ho 十? 群 。 六 
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虑 这 样 的 问题 : Ho 和 P 了 的 什么 样 的 元 素 共 : 同 生 成 H? 


| 


共同 生成 . 
证 明 . 像 剖面 一 样 ,我 们 有 
GS=H++ Hx :+ Hexr,, 
d(#) = LL rux;! modH, 


d*(u) 三 utd (Cu) mod 呈 

而 且 由 于 忆 (如, 瑟 ) 过 (有 到 = 及 ,所 以 8/ 本 是 阿 内 尔 
群 ， 央 为 4&6E PCH, 我 们 当然 有 全 体 gil) 《五 。 因而 天 一 
{dCw)lu€P}UHSH.。 为 了 证 明太 CK， 我 们 利用 下 列 事 
实 : 因为 H/o 是 阿 贝 尔 ? 群 ， 对 于 G 的 其 阶 与 ? 互 素 的 元 
尝 纪 有 V(w) 二 1(mod H,)。 但 是 根据 构造 ，G 由 这 种 元 系 
生成 . 因而 对 于 每 个 xskE G, 都 有 TV(w) 夺 1 (mod 到)。 因此 
对 于 每 个 xEP, 更 有 V(w)€ KK。 于 是 根据 引 理 14.4.3, 对 于 
swE€P 和 有 


V(W) ww" I] ad” (ui)d*(xu 'ixi!), 
i€E CCH) 


这 里 根据 定义 , 4 (wi) E KK, 而且 v= 二 xjuT'ix 让 是 旦 的 阶 为 ? 
的 方才 的 元 系 ， 因 和 而 对 于 某 个 yE 晶 ,yivy EP 了 ， 所 以 根据 引 
理 14.4.2,4d*(v) = vid(v) = vd(y “vy)。 于 十 

d (v) vy vyd (yy) = (vy)d (ywvy). 
但 是 根据 定义 , (v,y) EHCH 本 而且 4 (yivy)《KK。 因 而 
d*(v) 一 d(x "ix7!) € 尺 。 由 此 得 出 对 于 ww EP 有 

三 (xx ) 6E 天， 

但 是 42: 办 一 1 工 而 且 P 忆 的 每 个 元 素 是 马 的 某 个 别 的 元 索 的 ? 
次 方 察 . 因而 PE 天 。 义 因 为 HH/ 本 是 bp 群 出 且 P 是 互 的 西 
罗 p 子 群 ,所 以 瑟 == Ho UPCK。 因而 吾 = kK。 这 就 证 明了 
引 理 ， 
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vw, RH a a TT THE pp Pr pr pe Wh Hp he rye pt a tat be . 


因为 G4Gi 而 且 吾 = 及 站 6G, GU 本 == G1, 我 们 可 以 
利用 互 在 G 内 的 左 傍 系 代表 1, ra xs 作为 有 下 在 CD 
的 左 傍 系 代表 .因而 G 一 及 十 有 xz 十 十 有 xs。、 因 此 ， 
G1 用 Hl 和 和 Pi 的 二 重 偿 系 表 出 在 

Cl 一 万 十 EBP 二 十， 
这 和 里 1, 21 XX 的 于 集 . 设 z(t 二 1， 
) 是 剧本 在 HitP 内 的 傍 系 上 的 置换 的 传递 表示 .这 时 
r 的 次 数 大 于 1, 因为 否 见 HizPi 一 如 于 是 站 S 且 ,以 
致 根据 西 罗 定理 ,存在 菜 个 y€ Hi 使 得 上 Pi 一 yiy， 由 此 
得 出 yti€ NiSH, 因而 ti 《Hi, 这 是 不 可 能 的 .因此 Pi 的 表 
示 i 不 是 单位 元 素 群 ,因而 它 的 核 尺 ;是 P 的 真 于 群 ,人 x 一 
一 地 表示 P/K;。 和 白 于 Pi/Ki 是 bp 群 , 它 的 中 心 不 是 单位 元 泰 
群 . 因此 我 们 可 以 取 元 素 zi € ,使 得 xi《zi) 征 户 阶 鸭 页 了 且 
在 x(P) 的 中 心 内 。 这 时 对 于 每 个 x6P mr(zi) 与 xi) 和 害 
可 交换 。 在 传递 的 置换 群 的 中 心 内 的 元 素 , 如 果 不 变 一 个 文 
字 , 则 就 不 变 全 体 文字 。 因此 xx 改变 豆 在 已 xs 中 的 每 
个 售 系 而 完全 由 长 度 为 和 的 圈 组 成 对 于 任何 sw 《f= 
x(u) 与 x;(zi) 可 交换 ， 因 而 如 果 x《w) 不 变 包 含 在 再 2 中 
的 任何 偿 系 ， 例 如 Hixj#， 则 它 必 定 也 不 变 -Hixjn 所 属 的 : 
zi(Zi) 的 图 中 的 全 体 傍 系 Hixjn, ,Hirj+p. 因此 对 于 EP, 
可 以 旋 
ad(u) = « * Ta,(u)modH,, 
这 里 
ad(nu) = hh hy, 
而 且 
Ra XiraUriiA 9 =1,..*,p, 
这 里 Yjrls 和 是 对 于 某 个 上 的 wi(Zi) 的 一 个 圈 中 的 傍 
系 。 这 时 xy 一 1， ww: 二 是 do 的 属于 了 刁 的 唯一 的 因 寺 . 
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我 们 还 注意 到 ， 对 于 万 ) 二 2 区 了 下 一 046 Hi, 因为 Yj 人 G, 
u €P, 我 们 有 h: € C ， 因而 hE HifiG 一 是， 所 以 这 些 确 实 
是 4(w) 中 的 因子 . 现在 从 A* (4) 二 wTi4(w) 得 出 


d*(u) 三 ACY mod Hi. 


从 这 个 关系 和 引 理 14.4.4 立即 得 出 : 
引 理 14.4.5. 五 由 Ho 和 xu€P 的 全 体 di(u) 生成 . 
详细 地 来 讨论 这 些 dj(w) 中 的 一 个 , 为 了 方便 起 见 ， 记 

tk Xrks R= 1,..*,p, 我 们 有 

Hiwas; = Hiwiris 
这 里 指标 了 肥 模 p。 因 而 

WROs 二 YEWR+LS 
这 里 yk EH, XX 

WutWwR oe hi, di(u) = bl: *h,. 
现在 
WRUSG WR = WRM OK! * Wh U2 WR! 

= RRIyRLUW RMR LI MW pT 

一 hE yAR ye / 

一 IAA yh) 
但 是 六 6 万 hi; EH, 而且 由 于 (Hi 日 ) 生 本 ,所 以 我 们 有 

WH, i) UR 三 hirihi (mod H, ). 

但 是 P 在 PP 里 古 正 规 的 ,因而 (w,z;) EP, 所 以 对 于 == (w， 
si) d(ui) 中 从 傍 系 Hwi(% 一 1,'…,pP) 取 的 对 角 因 子 等 
于 hxhii (mod Ho), 记 一 1， ，p。 因而 根据 wuwx! 三 
hi (mod PP)，A& 一 1，…，b， 我 们 得 出 Wh (U2) Wk! 二 
prihra(mod oO, 一 1，………, pp， 现在 当 妈 二 ww 时 有 wi 一 
(#271) st 一 《W152i), 册 且 有 递归 等 式 ws 一 (ws,3;) .我 们 已 
经 看 到 ，、 如 来 
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WhilstVR! hi, (mod Ho), k=1,.'.*,p, 
Rl 
WU SE AU hinlmod Ho). 
因此 对 :施行 归纳 法 ,我 们 得 出 
WAUsWK = hshk- A st2° "he, 
这 里 方 次 数 足 正 负 交替 的 二 项 式 系数 .根据 二 项 式 系数 的 性 
质 和 HH? 生 HH, 的 事实 ,我 们 有 
W up aw! hhh, = d,(u) (mod H,). 
多 fn 
p—1 
di(u) = wilu, gs 2 wR! (mod Ho), 
这 里 w EP 了 , z;€ Pl 加 水 I 


Cp(u ,2i) 一 一 (z ， Zi *, 2;), 
则 5| 理 14.4.5 指出 , 为 了 得 出 五, 只 要 对 交 座 加 属于 互 的 形 
状 zi+Hkcep(z zi)x744 的 其 些 元 素 ( 对 于 全 体 x6P, 即 沫 加 
cxzi) 的 某 些 对 角 因子 ,这 里 1 二 1,，……,s， 而 且 w€P.， 因 
为 这 些 因 了 于 是 及 内 阶 为 ? 的 方 容 的 元 朝 ， 而 且 了 是 西 罗 PP 于 
群 ; 我 们 可 以 用 互 的 元 素 作 变形 ,因而 它们 属于 已 这 并 不 被 
取 模 BH, 而 改变 ,因为 日 /是 阿 贝 尔 群 ， 
这 证 明了 下 列 主要 定理 . 
定理 人 1P. 赫 尔 ). 设 Oe 和 p 


0 lo 4 队 与 9 于 要 的 全 过 生 友 的 于 联合 有 
GNH,N= GN,P= GNP 那么 up( Hi) = up(H). X 
名 个 oe 志 ， eit A H)uy lH) i 
而 得 本 昌 se Pi 有 Gi 一 了 是 有 wl 设 
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-有 1 班 论 


Cl = H 十 五 PP 十 :二 Hit,P 
是 Ci 分 解 成 为 Hl 和 总 的 二 重 傍 系 的 分 解 式 ， 各 设 zi(i 一 = |,， 


帅 半 和 


二 


出 cv 一 人 一 (CG RN 和 而且 Gu ) 一 N/aus(Ni). 
特别 当中 的 类 小 于 时 就 出 现 这 种 情况 . 

这 里 我 们 取 本 二 和 Mi, 因 市 HH= WN， 

设 2 是 Pi 的 弱 闭 子 群 。 那么 正如 我 们 曾经 指出 过 的 ， 
9 是 只 的 正规 化 子 Ni 的 正规 于 群 ,因而 可 以 取 9, 的 正规 化 
于 作为 子 群 H 二 N1。 于 是 前 面 的 定理 给 出 一 个 结果 , 它 征 维 
兰 德 定 理 (Wielandt[ 3]) 的 一 种 改进 ， 

定理 14.4.2 ( 赫 尔 - 维 兰 德 ). 设 Pl 是 G; 的 西 罗 子 群 而 且 
0 年 只 的 弱 财 于 群 . 设 和 VN 是 的 天 化 了 而 有 Hi 征 91 的 


CGI) {1Hi, 六 而 Go) : 一 eH). 

1) colusz) 一 1 对 于 所 有 we 和 所 有 ze Ot 

2) cep-(u,2) 一 入 于 二 和 #2 € OQ1. 
项 

证 明 .。 像 在 定理 14.4.1 的 证 明 中 一 样 ， 设 KK; 是 从 总 到 
Hi 在 HitiP 内 的 傍 系 上 的 置换 表示 xi 的 核 。 设 01SKi:( 如 果 
这 可 能 的 话 )。 那么 敢 1;01 二 ti, 因而 ziOu7 忆 Hl。 因此 
fi01f 站 Hi 的 ?于 和 群 , 于 是 就 存在 y€ 卫 ,使 得 yOW71y 导 
Pi、 它 是 有 的 西 罗 PP 于 群 。 根 据 9i 的 吕 闭 性 ， 这 说 朋 
yOQuny 二 0 因 币 yi& 刁 , 有 是 9 的 正规 化 和 于， 而 县 
还 有 ti€ 可， 这 是 不 可 能 的 。， 因 此 9OSK,。 然后 因为 01 是 
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一 bt - -a hi rr hr rT ph oh ~ Eh EL Fi hpi TT Tr rd ee Pi 


P 的 正规 于 群 ， 所 网 91 在 PKi 内 的 像 症 正规 于 群 ， 因 而 必 
定 包 含 它 的 中 心 的 元 系 . 因此 可 以 在 Q1 内 上 取 元 素 *;。 这 给 
第 一 个 条 件 。 在 这 个 条 件 里 ,我们 看 到 只 要 取 x 《PP 二 PNG， 
但 是 我 们 并 不 预先 知道 PB 的 哪个 于 群 是 P。 从 第 三 个 条 件 可 
以 得 出 第 一 个 条 件 ， 因 为 如 果 91SE2Zp(P), 则 zs € Zp(P) 
而 且 (az 2) € Za 人 (Psz)6cE7 等 等 ,最 后 
cpt 2) = (Hs, 2) = 1. 

对 于 第 二 个 条 件 ， ep(4; z) 一 cpl(t4z), 这 里 可 一 (4, z)， 
于 是 对 于 xE 中 有 引 EO 因而 从 第 二 个 条 件 也 得 出 第 一 个 

_ 推论 14.4.3. 设 9 是 已 的 特征 1 和 加 果 0 在 


华 


中 的 条 体 (])。 C2) 或 G3), 得 ca) ) 和 和 Hi/ay( 卫 ) 不 
同 构 ， 

证 明 . 因为 0 丰 记 的 特 企 了 于 群 ,所 以 9 是 Ni 的 正规 于 
群 . 因此 NSHi, 这 里 如 是 01 的 正规 化 于 . 如 果 0 在 疡 站 
不 是 弱 团 的 , 则 对 于 某 个 xy, xTiO1xCSPi, 但 是 x 1O1x 天 01. 如 
未 x 0ix 在 局 内 二 正规 的 , 则 根据 引 理 14.3.1, 891 和 和 x 1'O1x 
在 和 Ni 内 彼此 共 罗 , 这 是 不 可 能 的 。 因 此 x™Qx 在 Pl 内 但 十 不 
是 中 的 正规 于 群 , 所 以 0 在 已 一 xm 和 内 但 是 不 是 的 正 
疯 了 三 如 果 2: 满足 定理 中 的 条 件 〈《1)， (2) 或 (3), 则 定理 
的 结论 不 成 立 ; 只 是 因为 0; 在 忆 内 不 是 弱 财 的 ， 

下 面 的 定理 比 前 面 的 定理 租 为 简单 毕 

定理 14.4.3， 设 了 是 G 的 西 罗 ?于 王 , 0 是 G 的 导出 
群 ， 那么 Vowe(G)P/PN G.. 

证 明 . 因为 了 ce-P(c) 是 从 G 到 2 群 PIP 的 同 态 ,所 以 阶 
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与 互 素 的 每 个 苑 素 都 被 映 成 单位 元 索 。 因 为 G 由 P 和 对 应 
于 其 他 素数 的 西 罗 子 群生 成 ,所 以 V(G) = 二 V(P). 
设 | 
G=P+ Pr …: 十 Pr 
根据 引 理 14.4.1, 对 于 w€P， 


V(u) = [I rurix.! mod PP’, 


1€ECptn) 


V(u) = 1 u'i(u'i,x;!) mod P', 


iECp(tn) 


向 且 . v= [| wi=w mod G6.. 


人 PE 


因此 ,由 于 kz,p) 一 1) 当 zcEP zk G 时 有 V(w) 关 1modG. 
但 是 因为 VY(G) 是 阿 贝 尔 群 ,， 所 以 V(G) 二 1, 因此 P 一 
V csp(P) 的 核 恰好 是 PN G ,所 以 Vesp(G) 洋 PJPNG. 

定理 14.4.4 ( 格 润 的 第 一 个 定理 ) (Grin[ 1]). 设 P 是 G 的 
西 罗 ? 子 群 ， 那么 Per(G)sP/P"， 这 时 


P* 一 [PINo(CP)TLU CnzPz)，. 


证 明 . 根据 定理 14.4.3, 我 们 已 其 Vesp(G) 守 PJPNG.， 
根据 构造 P* 是 包含 在 PN G 内 的 子 群 的 并 ,因而 P*PNG.， 
我 们 必须 证 明 PN G SP*。 我 们 对 * 的 阶 施行 归纳 法 ,来 证 
明 PnecG 的 每 个 元 素 都 在 P” 内 .这 时 显然 有 1EP . 

议 

C 一 尼 十 已 十 + PyP 
是 用 P 了 的 二 重 傍 系 表 出 的 G 的 分 解 式 . 设 w&€《Pf1G 。 那 么 


根据 引 理 14.4.1， 
V (nu) 三 al ru'ixi! mod P. 


i EGp(u) 
这 时 V(w) 中 从 二 重 傍 系 PyP 取 的 乘积 有 形状 


a 247 。 


CC 


纪 一 [yiniervily™, 
是 
这 里 和 一 1 而 且 wEP. 又 当 P 在 PyP 内 有 六 个 左 偿 系 时 有 
一 入 ， 在 讨论 乘积 即时 ， 我 们 区 别 两 种 情形 ， 情形 1， 


大 
在 p' 中 有 + 之 1; 情形 2,: 一 0,p' 二 1, 
情形 I， 我 们 有 
w = yu? y™! (mod yP'y™), 
又 对 于 vi 一 1, 我 们 有 一 个 因子 yu”y' EP, 而 且 因 为 Sb 
所 以 我 们 有 yw?'y~!€ P， 但 是 还 有 w《 P, 所 以 
Ww = yur y (mod Pf yP'y™), 

因而 次 有 

WwW = yur ymod P*). 
因为 EPNG' ,所 以 V4) 二 1(modP), 因而 V(yu?y”!) 大 
1(mod 已 ). 于 是 因为 yuey: 属于 已, 它 在 PniG' 的 核 内 ,而 且 
因为 :之 1, 它 的 阶 比 “ 低 , 因 而 根据 归纳 假设 ,yut 756 P*. 
又 因为 根据 归纳 假设 , w*& P*, 所 以 

WwW = yo yl a 1 == ut (mod P*). 
情形 2， 这 时 PyP 一 Py, 因此 PySNe(P). 又 
w = yt = ul Ne P)), 

入. w = ul[mod PN Nw(P)], 
因而 更 有 w 志 wu(mod PY )。， 因 此 当 wj 是 从 包含 P 的 pii 个 大 
傍 系 玫 记 取 的 乘积 时 ,在 抽 有 各 种 情形 都 有 

WwW; 三 u’ i(mod P* ). 
髓 此 

V(g) = "(mod P* ), 
这 里 ”一 [G:P] 与? 互 系 . 然 出 对 于 wx€PNG 有 下 (zy 二 
1 ,有 以 VOC)EPECPY 内 此 ww" 二 1(modP*), 所 以 w€ Pr， 
这 和 古 我 们 升 望 证 朋 昌 ， 
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定理 14.4.5 ( 格 润 的 第 二 个 定理 ) 设 G 是 正规 的 ,如 
是 G 的 西 罗 。 的 中 心 的 下 规 化 于 。 青 设 GCp) 是 全 


雪 和 让 和 


设 Pp 是 G 的 而 罗 p Fa Z 是 它 的 中 心 设 G (p) 
汪 G 是 使 G/G'(p) 为 阿 贝 尔 p 群 的 G 的 最 小 子 群 。 那 么 
G 二 G'(p)UP, 因为 G'(P) 的 阶 必定 被 G 的 阶 的 不 包含 ?的 
方 赛 的 约 数 整除 。 如果 G* 一 PUG, 则 G(p)UG*=G. 
义 G* 门 G'(p) = 二 G', 因为 G*/G 只 包含 阶 为 问 的 方才 的 元 
索 而 且 GD)/G' 只 包含 阶 与 ? 互 素 的 元 素 . 根 据 定 理 2.4.1， 
G/G'(p) = 二 G*/G' = P/PNMG'， 设 N 是 P 的 正规 化 于 , 互 是 
Z 的 正规 化 子 。 因 为 Z 是 P 的 特征 子 群 ,所 以 召 必 N. 现在 如 
果 玉 (p) 是 使 H/H(p) 成 为 阿 贝尔 ? 群 的 五 的 最 小 于 群 , 则 
像 6 的 情形 一 样 , BH/H'(p) = 二 P/PNH .因此 为 了 证 明定 理 ， 
必须 证 明 PN 站 G 二 PNH。， 显然 G 和 H, GH ,mm 有 PNG 
PNH 因而 我 们 需要 证 明 PNH2PNG'。 根据 格调 的 第 
一 个 定理 ， 

PNG’ = (PNN)U PN xPx). 


因为 HN 所 以 PNH PNN ， 我 们 还 机 证明， 对 于 每 个 
x€G, 都 有 
PNH OPNzx!PY. 

it M = 二 PNx~iPx,， 于 是 ZCNo(M) 中 且 x tiZxr CNe(M ): 
因为 二 Zx 是 x!Px 的 中 心 .这 时 Z 在 Ne(M) 的 西 罗 于 群 R 
内 , 而 且 x™!Zx 在 Ne(M) 的 西 罗 于 群 S 内 ， 因 此 ,对 于 某 个 
y ENs(M),Z 和 yx-!iZxy 同时 在 G 的 包含 R 的 同一 个 西 罗 
子 群 8 内 .根据 正规 性 ,Z 和 yx™Zxy 和 都 征 & 的 中 心 , 因 
而 彼此 相等 . 即 Z = yx'Zxy, 所 忆 xy 于 hENc(M)=H 
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但 是 yE Ne(M), 因 丫 
Mo= y My= yiPyfy x Pry 
一 yipy NN APAEH. 
因此 M 一 PhnxrPxSEPn ,定理 也 区 证 明了 ， 
P. 赫 尔 的 定理 也 产生 格 润 的 第 二 个 定理 的 改进 ， 从 其 中 
消除 了 阿 册 尔 ” 的 要 求 . 
ee 14.4.6 (等 尔 - Wd 如 果 G 是 了 正章 隐 ， 则 G 中 本 


和 


浊 


证 明 “ 在 定理 14.4.2 中 取 G1 为 G, 取 中 是 西 罗 了 于 群 ， 
取 91 为 Pi 的 中 心 ， 而 且 取 下 为 91 的 正规 化 子 。 那么 我 们 
看 到 , Gi 的 ?正规 性 说 明 91 在 Pi 内 是 弱 闭 的 。 这 时 因为 
01 一 Z(P)， 第 三 个 条 件 成 立 ， 因 而 我 们 得 出 G1/up(G1) 
尘 有 H/up(HH1)。 这 些 都 是 极 大 的 绢 商 群 ,村 是 定理 证 明了 . 

我 们 还 可 以 改进 伯 思 赛 德 定理 .在 什么 情况 下 群 G 的 西 
罗 p 子 群 P 同 构 于 G 的 商 群 9 这 就 是 说 , 什么 时 候 G/up(G6) 
二 P? 假定 这 情形 成 立 ， 记 B 二 ws(G); 那么 8B 由 G 中 阶 与 
pP 豆 迷 的 全 体 元 素 组 成 .这 时 BN 站 P= 二 1, BUP= BP 二 06. 
如 果 0 是 P 的 任何 子 群 , 则 BUO 二 B80 是 包含 8 和 阶 与 f 
五 素 的 全 体 元 素 的 子 群 。 这 时 了 3 在 89 内 是 正规 的 。 记 
于 一 Nao(9)， 那么 克 站 有 由 丈 中 阶 与 宪 互 素 的 元 素 组 成 。 
了 肝 显 地， 王 生 总 马帮 和 nn 于 十 矿 一 1 


达 


者 者 琶 和 


件 也 是 分 的 这 就 推广 了 定理 14.3.1. 
定理 14.4.7. 6 G/us(G) 同 构 于 西风 了 于 


二 二 和 和 名 
党 


和 


9。 2230 。 


证 明 . 我 们 对 于 CG 的 阶 施行 归纳 法 . 当 G 二 了 时 结论 显 
然 成 立 。 我 们 先 来 证 明 G 是 正规 的 . 设 Z 是 P 的 中 心 。 概 
据 定 理 144.2 的 推论 ,如 采 G 不 挟 P 正规 的 , 则 Z 包含 在 太一 
个 西 罗 p 于 群 P 内 ,但 是 Z 在 忆 内 不 是 正规 的 .于 是 根据 定 
理 4.2.5, 存在 P 的 子 群 0, 它 的 正规 化 包含 阶 与 了 互 么 的 元 
素 , 这 元 素 不 属于 它 的 中 心 化 子 .根据 假设 ,这 不 能 出 现 . 因 而 
G 必 定 是 ?正规 的 。 根据 定理 14.4.6,，G/up(G) 尘 H/u,(H)， 
这 里 五 是 Z 的 正规 化 子 。 如 果 互 是 G 的 真子 群 , 则 根据 归纳 
假设 , 日 /up( 晶 ) 衬 P, 定理 证 明了 . 

因此 我 们 可 以 假定 G = 二 号 ,于 是 Z 在 6 内 是 正规 有 的。 但 
是 如 果 G/2Z 包含 ? 群 0/2Z, 它 的 正规 化 包含 阶 与 pf 互 过 的 
元 案 ,向 这 元 系 不 属于 它 的 中 心 化 于 , 则 这 对 于 它 的 逆 像 8 也 
成 立 。 因 而 我 们 的 假设 对 G/2 成 立 , 所 以 G/2Z 具有 正规 于 
群 K/Z, 使 得 对 应 的 商 群 同 构 于 P/Z。 因为 KK 包含 在 Z 的 正 
规 化 子 内 , 而 且 KK/Z 的 阶 与 ? 互 素 所 以 K 也 包含 在 Z 的 中 
心 化 子 内 , 因而 攻 二 Z XxX Ki, 这 里 Ki 的 阶 与 ? 互 素 。 但 是 
Kl 二 wp(K) 二 wp(G) 专门 由 阶 与 ? 互 索 的 元 素 组 成 。 因此 
G/up《G) 二 P, 这 就 是 要 求证 明 的 ， 
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第 十 五 章 和 群 的 扩张 和 群 的 上 同调 


15.1. 正规 子 群 和 商 群 的 合成 


一 般 地 说 ， 包 含 已 知 群 口 的 任何 群 G 都 叫做 UU 的 扩张 . 
日 汞 《Baer111]) 详细 地 研究 了 一 般 的 群 的 扩张 ， 然 而 我 们 在 
这 里 只 探讨 UU 是 6 的 正规 子 群 的 情形 . 

施 赖 尔 (Schreier [1,2]) 最 先 考 虚构 造 所 有 这 样 的 群 C 
的 上 本题 , G 具有 已 知 的 正规 子 群 NN 和 已 知 的 商 群 HB 兰 G/N. 
至 少 总 存在 一 个 这 样 的 群 ， 因 为 N 和 五 的 直 积 就 有 具有 这 个 性 
质 . 

我 们 先 假定 给 了 这 样 的 群 G， 我 们 仔细 地 来 研究 它 。 设 
丙 群 妃 兰 C/N 的 元 素 记 做 1， >， :…，w%。 瑟 的 每 个 元 素 
x 对 应 于 NN 在 G 内 的 一 个 傍 系 。 设 对 应 于 zx 的 傍 系 XN 在 G 
内 的 代表 是 x， 和 而 且 约 定 用 G 的 单位 元 素 1 作为 N 的 代表 . 
于 是 

G=N-uNtN+:...+wN, (15.1.1) 


0 且 辐 态 6G 习 瑟 使 得 
n>/,u€EG,u€EH., (15.1.2) 
于 是 对 于 所 有 4 € NN, 映射 
dn as =—= a* (15.1.3) 


是 六 的 目 同 构 , 因为 N 是 正规 子 群 ， 又 因为 在 从 G 到 五 上 的 
同 态 下 ,zw 一 u,v 了 v, 所 以 

到. 了 一 uv (nu , v ), (15.1.4) 
这 里 (u,v) EN， 由 (15.1.4) 给 定 的 所 有 元 素 (xs 2) 的 集合 
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我 们 叫做 因子 组 ， 于 是 在 G 的 构造 中 出 现下 列 四 个 已 知 条 
件 : 
1 ) 正规 子 群 V. 
2) 商 群 HH, 
3) NN 的 自 同 构 ;4 之 a*,a€ N,u€EH. 
4) 由 (wx,v) EN 组 成 的 因子 组 ,这 里 #,v€ 日， 
必须 强调 的 是 ,一 般 地 说 ,由 (15.1.3) 和 (15.1.4) 定 出 的 自 同 
构 和 因子 组 依赖 于 与 “ 对 应 的 傍 系 aN 的 代表 的 选取 ， 
月 同 构 和 因子 组 必须 满足 某 些 条 件 。 用 (15.1.4) 两 边 作 
元 素 a € N 的 变形 ,我 们 得 出 
(a)* = (uy,0) (a ) (u,v). (15.1.5) 
又 因为 在 G 内 (uz)w 二 a(zww), 由 于 
(uw = [xp 人 (ay vw = uv (ut, v)* 
一 uvw (uv, WwW)(u, v)”, 
而 且 
a(Dw) = vw w= uvw lu, pz)(p w), 
因而 
(az wu vw)” = (u,vw) (vw). (15.1.6) 
对 于 G 的 两 个 元 素 wa 和 v6 的 乘积 ,我 们 有 
(Ua) 2b) = uga’b = uv(u, v)a’b 
即 
(ua)(26) 一 uy(u,v)a’b. (15.1.7) 
从 取 1 作 为 N 在 G 内 的 代表 的 规定 得 出 ,根据 (15.1.4), 对 于 
所 有 x，>”E 五, 都 有 
(4, 1) = 1 = (1, 2 (15.1.8) 
及 之 ;关于 目 同 构 和 因子 组 的 条 件 (15.1.5) 和 (15.1.6) 是 
具有 正规 于 群 N 而 且 G/N 对 H 的 群 G 存 在 的 充分 条 件 。 取 
从 号 za, wu& 昌 ,a EN, 组 成 体系 G， 在 G 中 用 下 列 规 则 定义 
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一 元 乘积 运算 : 
Fa Db = uv(u,v)a'b. (15.1.9) 
这 个 乘积 是 可 结合 的 ,因为 
(Ha G6) We = uvusv ab we 
一 Uv (tv, wu, v)*(a’) be 
一 uyw (uv, Ww)(u, yy, WwW) a’*(y, w)b"e 
[根据 (15.1.5)] 
一 uvw(u vw)a' (vw) be [根据 (15.1.6)] 
= Ha vwyv wobec 一 了 (D6. we)., 
为 了 反面 推导 的 方便 ( 读 省 可 以 目 己 证 明 这 并 非 必须 ) ， 在 
(15.1.5) 利 《15.1.6) 两 个 等 式 之 外 ,不 妨 假 定 作 为 (15.1.8) 的 
特殊 入 形 的 下 列 等 式 成 六 : 
(1,1)= 1. (15.1.10) 
如 玉 在 《15.1.5) 中 令 2# 一 2 二 工科 且 利 用 《15.1.10)， 则 我 们 
得 出 《ea 一 a', 而 且 由 于 和 一 ec 可 以 是 立 的 任意 元 率 ,我 们 
对 于 是 有 ceN 都 有 cl 一 c<， 在 (15.1.6) 中 令 xz 一 "一 1 
那么 1 一 《1,1)* 二 (1,w). 同 理 ,从 vv 一 w 一 1 得 出 (w,1) 
一 |, 于 是 11 .we = wl,w)ec = wefhHaua.: ll=u (nu,1)a 
一 da, 因 [ 向 11 是 体系 G 的 单位 元 素 . 因为 aZa” 是 六 的 目 
同 构 ,所 以 存在 NN 的 元 素 4, 使 得 对 于 已 知 的 cEN 和 w&H， 
有 dd” 一 《(w-!,w)™ic 司 因此， 对 于 G 的 任意 wec, 我 们 有 
md wc 一 1(w-!,w)d*c 一 了 T1， 因 为 G 的 每 个 元 素 都 有 左 
逆 , 这 束 是 以 证 明 G 是 车 .乘法 规则 《15.1.9) 使 映射 
Ua—> 休 (15.1.11) 
是 从 G 到 互 上 的 同 态 , 这 时 核 由 元 染 14 组 成 ， 因 为 
la. 16= 1(1,1)ab = lab, 
所 以 1a 之 4 是 使 这 个 核 与 N 等同 的 同 构 又 因为 #1 :14 一 
za 1)a 二 Ua, 所 以 可 以 取 # 三 坟 作为 NN 的 傍 系 代表 , 向 且 
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我 们 可 以 把 4 看 作 支 和 a 的 乘积 . 

我 们 把 这 些 结 打上 总 结 成 一 个 定理 . 

定理 15.1.1 ( 施 赖 尔 )， 给 了 具有 正规 于 群 N 和 商 群 日 二 
G/N 的 群 6. 加 本 迁 取信 系 代 受 *， 这 里 5N 悦 w& 日 ,而且 


| 


和 


(a0) (u, le ’) (u, 0)， 2， Co, r) EN; sven: 
(uv Ww UV) = uw VW) (1,1l)=1. 
区 之 ， 各 本 对 于 从 个 u€H, 结 定 六 的 上 遇 同 构 “4 而 且 


归 和 


成 六 ， 则 元 素 0 E 万 ,at N); 连同 乘法 规则 
ua * vb 一 uv(u,v)a’ ob 
决定 县 有 正规 子 群 N 和 商 群 G/N 之 及 的 群 6， 
如 果 略 去 (1 1) = 1 的 要 求 , 则 取 1(1,1)” 作为 @ 的 单 
位 元 素 时 定理 仍然 成 了 ， 
由 入 ,如 ,a 之 a* 和 因子 组 (u,v) 决定 的 唯一 扩张 G 将 
” 记 做 EL[N, H, a*, (u,v)]. 
如 采 更 换 NN 在 G 内 的 傍 系 代表 , 取 
=Uuo(u), uEH, olu) EN, (15.1.12) 
而 且 规定 1 一 工 = 1, 即 a(1) 一 1, 则 自 同 构 就 更 换 成 
za = la = (yy) ao(u), (15.1.13) 
而 因子 组 (x,v) 更 换 成 因子 组 (u,v)', 使 得 
HA* $= ua(u)velv) = ur(u,v)a(u) wy) 
= uy(u, v0)! = uveo(u, vu, v), (15.1.14) 
定义 两 个 扩张 Ei 二 ELIN, H,a*, (u,v)] 和 EF, 一 
ELN, 有 or (uso)'] 是 等 从 的。 假如 丰 自 同 构 和 因 于 组 之 
他 有 关系 
da” = Qo(u) ao(u), 
(zip 六 一 VD) on) ol), 
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我 们 记 做 
E[N,H,a",(u,v)] ~ E[N,H,a” ,u,v)']. 
E, 与 El 的 等 价 性 取决 于 更 换 同一 个 群 G 内 子 群 N 的 傍 系 代 
表 , 因 而 它 显然 是 对 称 的 . 自 反 的 和 传递 的 真 等 价 天 系 。 
如 果 N 在 G 内 的 傍 系 代表 5 能 取 成 使 

HV 一 uy, (15.1.15) 
即 (xz 关 一 1， 则 傍 系 代表 组 成 同 构 于 互 的 群 ， 可 以 抒 它 与 
HH 等 同 起 来 ， 如 果 这 种 情形 出 现 ， 则 我 们 说 G 是 的 可 弄 扩 
张 或 说 GC 是 N 和 万 的 半 直 秩 . 

定理 15.1.2, G 二 E[N, BH,a’, (u,v)] 征 N 的 可 府 扩 
u，vE 日 ,都 有 

(u,v)alu) a(v) = a(uv). 

证 明 ， 如 果 所 取 的 傍 系 代表 使 CE = EL[N,H,a",(w,v)] 
成 为 N 的 可 异 扩 张 , 则 (w,v)》* 二 1, 向 且 当 了 肥 音 == ux(w) 时 ， 
就 有 

(u,v)a(u) a(y) = eluv). (15.1.16) 
反之 ， 如 果 国 数 a(u) 存在 ,使 得 (15.1.16) 成 立 ， 则 用 条 件 
a” 一 ca) mara(x) 决定 对 应 于 训 二 ue(w) 的 目 同 构 ae". 
于 是 E[N 已 ,ea , (wu, 0)'] 一 G 存在 而 且 等 价 于 对 所 有 
wpE 达 都 有 (yo 一 工 的 扩张 ,因而 G 是 六 的 可 裂 扩 张 。 


15.2. 中 心 扩 张 


假定 在 群 4 借助 于 群 五 的 扩张 中 ,了 且 有 的 因子 (x,v) 都 
属于 4 的 中 心 B. 那么 我 们 声 ELA, H,a’', (u,v)] 是 44 借助 
于 的 中 心 扩张 。 例如 如 果 4 是 阿 贝尔 群 , 则 8 二 4, 因而 
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4 的 所 有 扩张 都 是 中 心 扩 张 。 
对 于 中 心 扩张 , 《15.1.5) 简化 成 
(a)’ = a”’, (15.2.1) 
这 说 明 4 的 自 同 构 a 芝 a* 组 成 一 个 群 , 它 是 巨 的 同 态 像 。 设 
X 表示 从 互 到 4 的 自 同 构 群 的 同 态 .再 有 ,如 有 果 傍 系 代表 zx 由 
属于 B 的 因子 a(w) 来 更 换 , 则 自 同 构 不 变 ， 因 此 , 对 于 日 尔 
做 石 -扩张 《Baer 中) 的 这 种 扩张 , 自 同 构 是 圈定 的 向 且 组 
成 一 个 群 , 它 是 瑟 的 同 态 像 .对 于 中 心 扩 张 ,这 就 取消 了 条 件 
(15.1.5), 而 只 需要 考虑 (15.1.6), 它 现在 成 为 
(uv, wu pw 一 《zt vw) (vy, w). (15.2.2) 
这 时 对 于 等 价 的 扩张 有 
(u,v) = ou0) u,v)alu) avy), (15.2.3) 
这 里 xc(x)《 B. 
如 果 因 子 组 (xz) 和 (u,v); 都 满足 (15.2.2) 而 且 定 义 
(uv) 一 (u,v)i(u，v); 对 于 所 有 w,v€H， 
(15.2.4) 
则 元 素 (u,v)s 也 满足 (15.2.2)， 和 而 且 组 成 决定 4 的 H-X 玉 
张 的 因子 组 .在 因子 组 乘积 的 这 个 定义 下 ,存在 着 单位 元 素 ， 
即 所 有 (uw, v) 一 1 的 因子 组 ， 还 存在 逆 ， 即 把 (u,v) 换 成 
(u,v)-! 的 因子 组 .再 有 ,对 于 等 价 的 因子 组 ,如 果 (w,w)Y 和 ~ 
(u,v) 和 uo ~ (us v9), (us Tu v7 ~ (u,v 
(u,v);.。 因此 全 体态 -Xx 因子 组 的 集合 是 一 个 阿 贝 尔 群 ， 即 
使 把 等 价 的 因子 组 等 同 起 来 也 是 如 此 。 把 等 价 的 因 于 组 等 同 
起 来 而 得 到 的 群 叫 做 扩张 群 
设 妃 是 有 限 的 ,我 们 定义 


fCv) = | (ze o)， (15.2.5) 
(15.2.2) 对 于 所 有 的 w€ 五 乘 起 来 ,我 们 得 出 


rr EE 1 + “hh ph = - 


fw foo)" = fvw) ly, w)’”, (15.2.6) 
这 里 二 是 恕 的 阶 . 与 (15.2.3) 比较 ， 
(z，za) ~ 1 (15.2.7) 
义 如 果 m 是 B 的 所 有 元 素 的 阶 的 倍数 , 则 因为 (x, v)€ B ,所 
以 
(vy, w)” := 1. (15.2.8) 
因此 下 列 定 理 成 了 、 
定理 15.2.1, 六 如 的 除 和 B 的 


办 论 12 了 ”如果 号 和 是 下 夫 的 , 划 了 的 于 采 才 
张 都 等 价 于 4 和 五 的 半 直 积 . 

作为 这 个 定理 的 应 用 ， 我 们 来 证 明 关 于 并 未 假定 为 中 心 
扩张 的 扩张 的 算 理 15.2.2. 

定理 15.2.2。 设 mw 阶 有 限 群 G 包含 m 阶 正规 子 群 K " 
且 具 有 = 阶 的 商 们 及 一 G/K， 这 里 m 和 "是 互 素 的 . 那么 
是 K 的 可 到 t 环 

证 明 . 只 要 证 明 G 具有 # 阶 的 子 群 ， 我 们 对 委 施 行 归纳 

读 ; 当 和 一 1 时 定理 是 显然 的 。 设 丸 二 工 而 且 靖 是 整除 普 的 
素数 。 G 中 对 应 于 P 的 所 有 西 鸭子 群 5, 是 KK 的 于 群 , 因 为 K 
至 少 包含 一 个 西 罗 于 群 $。, 轴 且 天 是 正规 的 , 因而 $y 的 共 力 
首 也 属于 KK. 因此 6G 内 的 相 罗 了 于 群 $5 的 个 数 与 内 的 个 数 
相同。 因此 根据 定理 1.6.1, [G:N6(Sp)] = 二:[K:Nk(5y)], 因 
而 [Ne(Sp): Nr(Sp)] = [G:K] = 二 wn, Ne(Sp) 和 Nk(Sp) 分 别 
是 和 在 G 和 和 天 内 的 正规 化 于 .这 时 当然 有 Nk(5$p) 一 Ne(Sp) 
六 ,因而 根据 定理 2.4.1, Nt(Sy) 是 Ne(Sy) 的 正规 子 群 . 如 
果 Ne(5p) 是 G 的 真 于 群 , 则 根据 归纳 假设 , 它 包 含 4 阶 的 子 

因此 可 以 假定 G = Ne(sp) ,于 是 kK 一 Nk(Sp). 如 朱 Sy 
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基 玫 的 真子 群 , 则 根据 归纳 假设 ，G 包含 阶 为 [G6:56] 而 且 同 
绝 于 G/Sy 的 子 群 , 因而 包含 同 构 于 G/K 的 阶 子 群 ， 这 就 
证 明了 定理 。 因 此 间 题 归结 为 K = 5 的 情形 。 这 时 如 果 5， 
是 阿 贝 尔 群 , 则 G 是 5 的 中 心 扩 张 ， 因 而 根据 定理 15.2.1 的 
推论 , G 是 5 的 可 裂 扩张 ,证 明了 定理 。 如 果 5 不 是 阿 贝尔 
群 , 则 s。 的 中 心 Z 是 5, 的 真子 群 ， 而 且 是 9, 的 特征 子 群 , 它 
必定 是 G 的 正规 子 群 .因此 ,根据 归纳 假设 , G/2 包含 7 阶 子 
群 U/Z. 于 是 Z 在 G 的 对 应 子 群 U 内 是 正规 的 而 且 有 指数 ”， 
因而 根据 归纳 假设 ,UU 包含 4 阶 子 群 ,这 就 对 最 后 这 种 情形 证 
明了 定理 ， 


15.3. 循环 扩张 


假设 互 是 由 元 素 * 生成 的 ww 阶 的 有 限 循环 群 ;HH 的 元 系 
是 
] ,t+, XX (15.3.1) 
设 G/N 一 日 , 取 x 作 为 映 成 * 的 N 的 傍 系 代表 ， 还 可 以 取 
x?,， ,x”! 作为 分 别 映 成 xY,，… ,x”! 的 N 的 傍 系 代表 ， 
因而 


G 一 NT 二 NE 十 .十 Nizm-L (15.3.2) 
xm = 0, (15.3.3) 
这 里 “是 六 的 元 素 ， 
于 是 对 于 六 的 自 同 构 a 之 a*, 必定 有 
dz” 一 oa， acEN， (15.3.4) 
其 次 从 恒等式 
XXX = (15.3.5) 


得 出 
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0 = 0 (15.3.6) 

我 们 来 证 明 ，(15.3.4) 和 (15.3.6) 完全 决定 了 N 借助 于 
日 的 扩张 . 

定理 15.3.1。 设 昌 是 mw 阶 的 有 限 循 环 群 ， 那 么 群 N 借 助 

i 汪 存 夺 。 必 过 而且 只 池 存 在 NY 的 生物 


“证 我 们 已 儿 et 
和 元 系 w 满 足 〈15.3.4) 和 (15.3.6).。 反之 ， 我 们 来 全 旺 
(15.3.4) 和 (15.3.6) 足以 决定 一 个 扩张 。 五 的 元 素 是 1 ,x*， 
，X” ,或 x ,0 三 i 一 mm 一 1. 我 们 按 下 列 方式 定义 目 同 
构 和 因子 组 : 


ax ga 一 (ax 一 =， 1 一 1 一 2， 
(15.3.7) 
(xi, Xi)) 二 1， 如 果 i 十 j 达 m 一 1， (15.3.8.1) 
(xi, xi) 一 a， 如 果 m 志 i 十 (15.3.8.2) 


利用 这 些 定义 我 们 容易 签证 (15.1.5) 和 (15.1.6) 满足 ， 因 而 
根据 定理 15.1.1, 决定 了 一 个 扩张 . 

如 果 五 是 无 限 阶 的 人 午 环 群 ,我 们 可 以 令 (i,7) 二 1 对 于 所 
有 和 7 者 成 立 ， 而 且 我 们 发 现 目 同 构 4a 过 a* 不 必 加 以 上限 
制 . 这 说 明 * 一 x 对 于 所 有 :i 都 成 并， 


15.4. 定义 关系 和 扩张 


在 上 一 市 内 我 们 有 看 到 , 当 瑟 是 循环 群 时 ,扩张 一 个 群 NN 的 
条 件 特 别 简单 。 它 束 对 应 于 五 的 特别 简单 的 定义 关系 。 在 本 
节 中 将 要 谈 到 ， 对 于 更 一 般 的 群 召 ， 扩张 条 件 如 何 依 赖 于 害 
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设 群 c 由 生成 元 素 *,y，*，'… 和 定义 关系 
p(xys sg 一 7， 一 1 2 7y (15.4.1) 
给 定 。 我 们 可 以 假定 互 的 每 个 元 素 4 由 生成 元 素 和 它们 的 逆 
组 成 的 确定 的 字 一 h(x,y,z,，'*") 表 出 .于 是 如 果 CG 是 
N 借助 于 互 的 扩张 , 则 我 们 可 以 取 由 x*,y,#,*** 组 成 的 对 应 
的 于 作为 N 的 傍 系 代表 ,使 得 在 同 态 G 一 瑟 下 有 
二 YA 7 > hr ys, ),. (15.4.2) 
现在 设 Fi 是 具有 对 应 于 x,y,z 的 生成 元 素 x,y, z 的 上 自由 
群 。 堵 么 我 们 有 由 


y—>y—>y, (15.4.3) 
决定 的 同 态 : 
F,—>H->H, (15.4.4) 
这 里 吾 是 G 中 由 x*, 了 , z，*** 生成 的 子 群 ， 因 而 它 至 少 包含 
入 的 每 个 傍 系 的 一 个 元 素 . 因 此 G = HUN. 于 是 如 果 F, 是 
以 入 作为 同 态 像 的 目 由 和 群 , 则 我 们 可 以 取 月 负 群 下 一 FIU Pa 
而 且 定 义 同 态 

F—>G—H, F= [FUPF,, 


Fi>~H-—>H, F,—N—1. (15.4.5) 
互 的 每 个 元 素 * 以 变形 的 方式 导出 入 的 自 同 构 
hlahp = a*, hEH,aEN. (15.4.6) 


在 有 揣 射 Fi 一 吾 下 , 我们 有 理 一 Fi/W, 这 里 W 是 包含 p(X， 
y,.…) 的 最 小 正规 子 群 ， 因 此 在 只 一 已 下 我 们 有 g(x*,y， 
…) 一 1. 于 是 
pi(x, yy, ) = oi€EN. (15.4.7) 
在 目 由 和 群 忆 内 有 恒等式 


Mit"* 晶 Hr -1 i212" 量 “bes 
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假如 这 些 * 知 这 些 z 是 这 样 的 字 ， 它 们 的 乘积 的 简化 形式 相 
间 。 在 从 己 到 G 上 的 映射 下 , 任何 恒等式 仍然 成 了 立 。 特别 地 
W 和 F; 将 被 映 财 到 NN 内。 因此 , 从 关于 由 WW 和 F; 生成 的 不 
变 子 群 中 的 字 的 恒等式 ， 利 用 (15.4.6) 和 《15.4.7)， 守 出 关 
于 w 和 自 同 构 a 过 4? 的 条 件 , 它们 可 以 解释 为 存在 六 借助 
于 五 的 扩张 G 的 条 件 。 因 为 wo-4z 属于 NN 日, 它 是 W 的 元 
系 在 G 内 的 像 , 即 是 bi(x, y,，*- *) 一 00 的 共 斩 者 的 乘积 ， 因 
此 每 个 因子 (x, v) 二 wz-325 都 是 WV 的 元 素 在 再 内 的 像 ,和 而 
且 如 果 如 二 有 (XY)，V 二 (X,Y) UD = h(x,y, 
0 则 (xz) 是 到 的 元 案 
ha(X, yh Ry, x, y,*-*) (15.4.8) 
的 像 . 
定理 15.1.1 的 条 件 是 下 内 的 恒等式 ， 它 可 以 按 规 则 
(15.4.6) 和 《15.4.7) 而 解释 成 天 于 目 同 构 和 因子 组 的 条 件 . 
例如 恒等式 
D(H aN)D = (uv U0) (uv lauv) (az ， 
(15.4.9) 
利用 关于 目 同 构 的 (15.4.6) 向 且 把 W 的 元 素 换 成 六 的 元 素 ， 
就 是 关系 式 (15.1.5) 
Ca”) = (u,v) (a"’) (u,v). 
同 理 , 恒 等 式 
(uvw MW (uv MAD = (Hw Uvw) vw pw) 
(15.4.10) 
就 是 关系 式 (15.1.6) 
(uv, wu Vv) = (#4, Vw) , w), 
因而 六 借助 子 互 的 扩张 存在 的 条 件 可 以 解释 成 下 内 的 恒 等 
式 。 广 意 六 的 定义 关系 不 会 在 这 些 条 件 中 出 现 。 这 些 条 件 可 
世 看 作 是 用 来 求 得 与 玉 的 定义 关系 协调 的 NN 的 元 素 a 和 NN 
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的 自 同 构 的 已 知 条 件 。 当 互 是 阿 贝 尔 群 时 这 些 条 件 变 成 当然 
成 立 , 因 为 这 时 总 可 以 取代 表 使 xz 一 王 而 且 使 因子 都 是 单 
位 元 素 ,其 次 只 需要 上 自 间 构 组 成 一 个 群 . 

在 实用 上 可 能 难以 决定 导出 扩张 的 存在 条 件 的 F 的 恒 等 
趟 。 在 下 一 节 里 我 们 将 对 于 入 借助 于 五 的 中 心 扩 张 来 决定 它 
们 . 


15.5。 群 环 和 中 心 扩张 D 


考虑 具有 中 心 C 的 群 N 借助 于 有 限 群 互 的 中 心 扩 张 。 像 
在 $15.2 中 那样 ,假定 目 同 构 满足 
| (a*)’ = a"’, (15.5.1) 
我 们 假定 了 所 有 的 因子 (4, v) 一 wv- 都 属于 C。 根 据 引 
理 7.2.2( 对 于 右 傍 系 而 不 是 左 傍 系 ), 这 些 元 素 生成 豆 的 子 群 
T 使 得 吾 /T = 及 而 如 果 
px,y,-*.)=1 (15.5.2) 
是 豆 的 定义 关系 , 则 
由 (5 7 一 aiEC， (15.5.3) 
因为 «i 当然 属于 TT, 而 且 由 C 中 的 元 素 生 成 . : 
如 朱 > 和 s 是 C 的 月 同 态 ， 则 可 以 按 下 列 规则 定义 自 同 
人 态 f 十 5 
ga = At (15.5.4) 
因此 ,根据 (15.5.1) 和 《15.5.4)， 五 的 群 环 H* 是 C 的 算 子 
环 。 这 时 群 环 H” 由 下 列 元 素 组 成 : 
ci 人 十 .十 cp， (15.5.5) 
这 里 广 ，……，A 是 互 的 元 素 而 cl ,cs 是 整数 ，HY 的 元 


1) 参看 M. Hall [1 。 
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索 相 加 是 对 应 系数 相 加 。 闫 ”中 的 乘法 由 五 中 的 乘法 4.4， 
hi 连同 两 个 分 配 律 决 定 . 容易 验证 H™ 是 结 听 全 环 ,而 有 和 的 和 
位 元 素 就 是 ”的 单位 元 素 . 

我 们 把 具有 算 子 环 H* 的 阿 贝尔 群 4 叫做 算 子 自由 的 ， 
假如 它 具 有 这 样 的 基底 ma, a2，… ,a,, 使 得 4 的 任何 元 素 有 
唯一 的 表 不 式 

4 = aialie .arsr, 2 € HY. (15.5.6) 
因而 从 aa 一 1 得 出 2 一 2 一 一 一 10. 

定理 15.5.1。 算 子 自由 的 群 4 借 助 寺 有 限 群 五 的 唯一 的 
扩张 是 4 与 如 的 半 意 积 

证 明 . 在 4 内 每 个 元 素 5 有 唯一 的 表示 式 

b= a "ar, 2.€EH™. 
设 zi 一 ci 有 十 十 cj， 一 1、 ,fr, 令 

(23 AD) 一 0574 «afi. 
因而 当 上 一 让, 加， 和 时 ,有 唯一 的 表示 

= [| GO, t= (15.5.7) 


因此 对 于 因子 组 有 
(U,V) 一 | ( 2) (15.5.8) 
而 且 根 据 (15.5.7) 的 唯一 性 , (15.1.6) 变 成 
(zz ， WwW， 1) (uu, V, rw!) (zx ， VW , £)(v 9 WwW， 站 
(15.5.9 ) 
于 是 如 果 令 一 到]| | (xs 盖 ;1 于 对 于 所 有 xe 刀 , 则 我 们 可 
以 利用 《15.5.9) 通过 直接 计算 而 验证 
HF = Wy, (15.5.10) 
因此 新 的 代表 组 成 一 个 群 ,; 所 以 G 是 4 和 各 电 的 半 直 积 . 
根据 $15.4 的 绪 末 ， 群 六 值 助 于 群 恕 的 中 心 扩 张 的 条 件 
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是 (15.5.1) 和 下 列 条 件 
Tefi=1, ueEH*, (15.5.11) 


这 里 像 在 (15.5.3) 里 一 样 ，$(x*，》，…') 一 %, 现在 假定 六 
是 算 子 自 由 的 群 。 我 们 知道 这 时 m 一 14 一 1,，……，,r) 是 
(15.5.11) 的 解 ,而 且 所 有 其 他 的 解 可 以 从 更 换 傍 系 代表 而 得 
出 ， 如 果 令 二 85,7 王 7 则 $85, mY,"*) = 1 
这 时 利用 等 式 


o5 一 Be*, aEN, (15.5.12) 
我 们 得 到 
1 一 p(tz, ny, ~ *) pb,(z, y， “” 7 “ 
(15.5.13) 


因此 cc? 一 92 必定 也 满足 条 件 《15.5.11)， 因 为 这 些 值 
是 在 半 直 积 中 更 换 傍 系 代表 而 得 到 的 。 取 8,n,… 作 为 N 
的 无 关 的 基 元 素 ,我 们 得 到 在 H” 中 成 了 并 的 下 列 关 系 : 
,xii = 0， > ,yu = 0, 一 
(15.5.14) 
H* 的 元 素 x;;y;， 可 以 从 定义 理 的 关系 Bbi(x,y,*"…*) 二 1 
利用 等 式 (15.5.12) 决定 。 因此 ，(15.5.11) 中 的 限于" 
中 满足 (15.5.14) 的 量 。 如 果 我 们 能 证 明 逆 命题 满足 条 
件 (15.5.14》 的 a; 使 《15.5.11) 成 六， 则 就 可 雇 把 决定 条 件 
(15.5.11) 的 问题 简化 成 解 方 程 (15.5.14) 的 问题 。 为 了 证 明 
这 个 事实 ,我 们 利用 马 格 努 斯 (Magnus[21) 的 方法 ， 
定理 15.5.2， 给 了 和 群 互 和 N， 人 存在 NN 借助 于 互 的 扩张 
的 条 件 星 : (1) 对 应 于 互 的 元 素 4 的 自 同 构 a 过。' 满足 条 
件 (15.5.1); (2) 存在 六 的 中 心 C 的 元 素 00 使 得 pi(¥, y， 
一 ai 一 1 sr 这 里 由 (zy，…) 一 1 是 也 的 定 
义 关系 ; (3) wm 具有 人 性质 〈15.5.11)， 其 中 w 是 8* 中 濡 是 
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(15.5.14) 的 元 素 . 

证 明 。 朋 面 的 讨论 证 明了 定理 中 的 各 部 分 ， 唯 一 未 证 有 的 
是 满足 (15.5.14) 的 每 一 组 u; 都 其 有 性 质 (15.5.11). 

汐 虑 由 ,yy，*… 生成 的 目 由 群 记 ( 像 在 $15.4 中 一 样 )， 
设 日 二 让/W ， 这 里 WW 是 包含 $b:(X， 了 ，'…') 的 最 小 正规 于 
群 ， 设 W 是 克 的 导出 群 . 那么 作为 丽 的 特征 子 群 的 W 是 
Fi 的 正规 于 和 群 ， 寺 是 7 了 = FI/W 是 具有 下 列 性 质 的 群 : 
(1D) 了 TT 由 x,y, ”生成 ， (2) 7 具有 正规 子 群 V = W/W”， 
使 得 T/T 王妃;(3) 7 是 阿 册 尔 群 ， 最 厂 ,明显 地 ,具有 这 些 
性 质 的 任何 群 都 是 工 的 间 态 像 ; 因 为 任何 这 种 群 必 定 是 Fi 的 
这 样 的 同 态 像 , 在 这 同 态 下 W' 的 元 素 都 映 成 单位 元 素 . 我 们 
利用 一 个 引 理 来 证 明定 理 ， 这 个 引 理 的 证 明 留 到 定理 的 证 朋 
之 后 . 

引 理 15.5.1。 给 了 矩阵 (和 4， ,这 里 he 已, 工 是 若 于 个 
术 开 数 的 系数 属于 HY 的 线性 并 式 , 它 们 按 下 列 规 划 相 乘 : 


(0 (7” ,) = / hk, ，  ) 
Li, 1/\L,, 1 \y 让 十 上 上 ,1 


那么 对 应 于 9， 和 ? )，……， 而且 


a ) 克也 (80 是 阿尔 各) 所 
这 个 群 总 是 工 的 同 态 像 . 
在 中 心 扩张 里 五 是 7 的 同 态 像 因此, 如果 关系 式 
由 (7 (15.5.15 ) 
在 工 凤 成 立 , 则 对 应 的 等 六 415.5.117) 必定 在 互 内 成 立 . 
假定 5 引 理 成 也 。 那 么 在 工 内 有 子 群 下 的 下 列 元 素 : 


1， 0 
p(z, 5, +.) = ( ); ;= 1, + (15.5.16) 
L;, 1 
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这 里 上; 是 系数 从 H* 取 的 t,t,，,"… 的 线性 齐 式 。 我 们 把 下 
列 元 素 话 加 到 了 : 
-( ,)， ‘(15.5.17) 


1, 0 
本 1 ): " t,» 1 
这 里 ,ft，,，*"** 是 新 的 未 知 数 。 对 于 前 面 采 用 的 x(w€ 万) ， 
1, 0 
2 EU -= 人 ,). (15.5.18) 
因此 , 在 把 (15.5.17) 中 的 元 素 添 加 到 了 时 ,我 们 添加 了 一 个 
算 十 自由 的 群 ， 笛 有 ， 

Ex = 号 4 上 (15.5.19) 
因此 我 们 得 到 把 (15.5.16) 的 工 中 的 # 换 成 tsx 十 大 的 
psx, ny," ') ,等 等 ， 因 此 根据 

pi(Ex, ny ) = pi Ein (15.5.20) 
和 工 ; 的 线性 性 质 , 我 们 有 


fe l, 0 
Erin (oy 1 ) (15.5.21 ) 
所 以 如 条 等 了 式 〈15.5.14) 成 江 ,; 则 

Lier)u = 0. (15.5.22) 

这 时 因为 ts 是 不 满足 任何 关系 的 未 知 数 ,由 此 得 出 
Li —0 (15.5.23) 
对 于 工 ; 的 任何 的 元 都 成 立 。 把 这 应 用 到 (15.5.16), 我 们 得 出 
[| ¢iCx, ys - 一 1. (15.5.24) 


因为 这 个 关系 在 工 内 成 立 。 它 在 豆 内 也 成 立 , 所 以 我 们 证 明 
了 , 当 (15.5.14) 成 立时 , 在 如 内 有 下 eg 一 1. 因此 (15.5.1D 
是 (15.5.14) 的 推论 , 这 就 完成 了 定理 的 证 明 , 剩 下 的 是 证 明 ， 
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上 述 引 理 . 

引 理 的 证 明 .， 设 在 商 群 及 一 FW 中 这 样 地 取 到 的 傍 系 
代表 ,使 得 它们 对 于 Fi 的 匹 素 的 字典 排列 而 说 是 最 琢 的 ， 玫 
是 间 样 的 字典 排列 也 可 以 带 到 互 内， 而 且 如 果 hh 一 h(xX,yY， 
…) 是 傍 系 Wh 的 最 前 元 素 , 则 取 呈 一 人 xy， …) 6 已 作为 
4 的 字典 排列 式 的 典范 形式 ， 因此, 同一 个 字 可 以 用 来 表 不 
及 的 元 素 和 和 玉 的 对 应 的 傍 系 代表 ,而 且 可 以 把 五 的 元 篆 有 的 典 
范 形 却 的 长 用 则 做 这 元 素 的 反 度 。 现 在 邯 虑 上 喘 射 


Y 0 _ YY。 0 
z—( 3 一 人 本 


Lr, ‘yy3 


这 里 x，y,*… 是 互 的 生成 元 素 向 日 和 矩阵 的 合成 规则 是 
hi, 0 ls 0 hih,, 0 
(7 er 1 ) 本 十 工 ;， 上 
这 里 hi, hE H, Li, L 是 系数 从 五” 取 的 frs gfy3" 的 线性 
齐 式 ， 前 面 说 过 ,由 这 些 乍 阵 生成 的 群 玉 总 是 工 的 同 态 像 , 因 
为 (4 1 ) 一 4 显然 是 从 天 到 互 的 同 态 。 而 且 这 个 同 态 的 术 
由 元 素 ( 1”， 组 成 , 它 是 加 法 阿 贝尔 群 
根据 定理 7.3.6, W 是 FF, 的 自由 子 群 , 它 具 有 自由 生成 元 
素 cj 
c= hxh;ys1, h,= 9 (hx), (15.5.25) 

这 里 Xx 是 FF 的 生成 元 素 . 

其 次 ,根据 引 理 7.2.3. 字 hh, 不 会 以 x 结尾 , 字 hi 不 会 
以 对 结尾 。 群 W 由 元 素 cy 的 所 有 换 位 子 生 成 , 而 群 W/W 
是 了 以 ci 取 模 W 作为 基底 的 自由 阿 贝 尔 群 。 由 此 得 出 天 是 
7 一 Fi/ 玉 的 一 一 的 表示 ,只 要 我 们 能 证 明 对 应 于 & 和 .x87 的 
元 索 ci 在 攻 由 是 无 天 上 时。 在 有 鼎 射 Pi 一 五 下 有 cy 一 1 
h 一， h， — hx-—>x, 因而 在 互 内 有 Arx 一 h,. 现在 设 


* 208* 


5 1) 1) 
> Gy | 让 
那么 


_ ( 】 
Cs 一 
DOADxzp :+ fh! LR)h7!, 1 


1， 0 \» 
-( | ，(15.5.26) 
LRT + toby! — Lh)hi', 1 
因为 在 五 由 hix = hb. 


我 们 必须 详细 地 探讨 一 下 在 对 应 于 元 素 玉 的 起 阵 中 出 
现 的 线性 齐 式 L(h;). 设 
rx, 0 _ X , 0 
:= 1 ): - > tx, 1) 
令 g(a4) 二 4 如 果 4a 一 xz 是 生成 元 素 ， 又 令 4(4) 一 一 to-14 
如 果 a7! 二 x 是 生成 元 素 。 如 果 4 一 aiaz… ar 是 任意 的 字 ， 
其 中 每 个 a 是 x,，y，…… 或 #, 六，……* 中 的 一 个 , 则 我 们 


有 
4 一 (0 小 


L(h) = g(a1)a* a;, + q(a2)as* gr 十 
+ g(a, 1)a;, + qla;), (15.5.27) 
这 里 六 一 4d142** 4 
对 7 施行 归纳 法 而 且 利 用 矩阵 的 相 乘 规则 ， 容 易 证 明文 
个 公式 . 我们 看 到 从 (15.5.27) 能 得 出 下 列 恒等式 : 


其 中 


1) 原 书 有 错 , 一 一 译 者 


2Z09， 


L(A)h™T! = qa(arjar! + qlay)ar l'art! 十 
十 g(a,)ariardi ail!. (15.5.28) 
如 条 4 由 典 江 形式 表 出 , 则 gq(a;) 乘 上 ee 的 着 后 者 
根据 下 的 代表 的 许 赖 尔 性 质 也 是 虎 范 形式 。 因而 作为 群 环 
H* 的 基底 ,适宜 干 采用 昌 的 元 素 的 典范 形式 的 逆 ， 

对 丁 玉 的 每 个 生成 元 素 cj， 存在 唯一 的 和 和 x。 因 此 可 
以 取 th7! 对 应 于 cij。 这 个 zh7' 可 以 这 样 决定 ,如 具有 有 典 玫 
形式 , [向 hx! 则 是 简化 字 而 不 是 典范 形式 , 因为 它 等 于 典 汇 
形式 hi, 但 是 在 (15.5.26) 中 ,线性 齐 式 L(hi)h7! 十 tp 一 
L(h)h7! 不 包含 共 他 这 种 类 型 的 项 . 事实 上 ,根据 (15.5.25)， 
在 工 (40)h7! 或 L(h;) 好 ! 中 出 现 的 其 他 加 项 有 形状 q (Car) ax 
a7', 这 里 ai 是 有 或 #7; 的 到 前 一 和 让， 因而 根据 关于 
的 施 赖 尔 条 件 , 它 本 身 是 具有 典范 形式 的 一 个 hh ， 这 时 如 
果 a 二 y 是 生成 元 素 ， 则 q(ar)axr a1 二 yy "41 二 
th !， 这 里 和 以》 络 尾 ,因而 妙 二 不 是 简化 字 。 而 如 未 中 一 
y-!， 这 里 >》 是 生成 元 素 , 则 gq(atjaxrl af 一 一 纱 481 
ai 一 一 tyh ,这 里 hy 二 4"* ox 且 有 典范 形式 . 因 T 仙 zh 
是 在 对 应 于 cr 的 线性 齐 式 中 唯一 的 这 种 类 型 的 项 ,并 是 不同 
的 Cii 对 应 于 人 不同 的 项 ， 因此 线性 齐 式 L(e,;) 是 线性 无 关 的 》 
而 且 <,; 生成 自由 阿 内 尔 群 ， 它 当然 同 构 于 WW/W ， 因 此 ,由 
对 应 于 有 7， … 的 拖 阵 生成 的 群 玉 是 了 一 Fj//W 的 确切 的 
表 丰 ;5 于 也 残 证 明了 了. 


15.6. 二 重 模 


设 2 是 任意 乘法 群 而 且 4 是 二 重 & 模 ， 即 是 满足 下 列 条 
件 的 加 法 阿 贝 尔 群 : 
1) 4 以 8 作为 左右 两 边 算 子 的 群 ， 使 得 对 于 给 定 的 
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ad 和 5Ee@sz 和 嘻 是 4 的 唯一 决定 的 元 系 。 
2) 分 配 性 
(ai +t 4) 一 二 ai 十 aa， 
Ci 


因而 / 
一 上 一 上 (一 上 一 嘻 一 《一 4 镶 ， 
s0 一 0s 一 0. 
3)14 = 二 41 = 二 4, 这 里 1 是 0 的 单位 元 窒 ， 
4) 结合 性 


E714) 一 (En)a, (8a)7n 一 上 aq) 和 (ab) 一 alsn). 

这 些 定律 对 于 所 有 ai az ec 4 和 所 有 8, wy & 8 都 成 并. 

实质 上 ,二 重 2 模 就 是 这 样 的 加 法 阿 贝尔 群 : 它 以 & x 28 
的 元 素 ($,n) 作为 可 分 本 的 算 子 . 

在 应 用 中 常常 出 现在 一 边 (例如 左边 ， 是 恒 同 地 作用 
的 ,这 是 说 对 于 所 有 EQ 和 a€ 4 都 有 8&4 一 a. 在 这 种 情形 
下 ,我 们 简单 地 略 去 左边 算 子 ,而且 把 它 说 成 单 边 的 模 ， 

举例 说 , 设 4 是 群 G 的 正规 的 阿 贝 尔 子 群 而 且 i5 2 二 
G/ 4A. 如果 8 二 Aus, 则 wrtrawus 只 取决 于 a 和, 而 个 依赖 于 
us 在 傍 系 中 的 选取 ， 因而 可 以 记 we'aue 一 4 而 不 改 引 起 误 
会 。 这 就 是 单 边 模 的 例子 , 只 不 过 4 是 用 乘法 表 出 的 。 在 展 
开 上 同调 的 一 般 定 理 时 ， 用 加 法 记号 表 出 4 是 特别 方便 的 . 


15.7. 上 链 , 上 边缘 和 上 同调 群 2 


给 了 二 重 @ 模 4, 我们 定义 C* 一 C"(4,0) 为 个 变量 
的 所 有 函数 组 成 的 加 法 群 ,这 ”个 变量 独立 地 在 9 内 取 值 , 函 


1) 参看 Eilenberg and MacLane [1,2j 以 及 MacLane [2]. 
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数值 在 4 内 取 , 而 且 满足 条 件 : 如 果 至 少 有 一 个 名 一 1, 则 
f(81, + 8&2) = 0. (15.7.1) 
C" 的 元 素 叫做 ” 维 上 链 。 根据 定义 C? 一 4, 而 零 维 上 链 根 
本 就 是 4 的 乍 意 元 素 . 
上 边缘 算 子 8 是 指 从 C* 到 C*f 的 下 列 映 射 : 


(61)(s 5 ***， £4) 一 Sof (51, “1, 5 ) 
十 信 (一 TI 5 5 ) 
1=1 


十 《一 1 (Go, Es 7, $15,. (15.7.2) 
这 里 fk C", 而 且 容 易 验 证 sfE C"+ 有 映射 1 一 6f 对 于 加 法 
说 是 同 态 。 在 群 论 中 特别 有 用 的 是 ”一 0, 1, 2 的 情形 。 这 
(61)(8) 一 纹 一 在 一 5 一 4 因为 1 一 a64， 
C8f) 5,7) = fn) — fAEn) fAE)n, (15.7.3) 
(8 (E76) = fn,6) — fEn,5) 十 大) 
— {8, 7 ) 2. 
定理 15.7.1. 如 案 了 是 任意 上 链 ， 刚 6 一 10. 
证 明 . 取 >= 使 1 Cc", 那么 sj16 5 一 因此, 当 我 们 概 
据 定 义 用 51 的 值 来 表示 (63) (584,52，*…*， 54) 时 ， 我 们 得 到 
正 仙 交替 有 的 w 十 1 项: 
uo 一 Ui 二 tC— 十 (一 1)"u,. 
这 里 每 个 w; 在 用 f 的 值 表 出 时 是 正人 负 交 替 的 4 项 , 我 们 可 以 
写成 
Ui 一 Uo 一 Wi 十 十 (一 1)’ ws 
十 (一 1)awim 十 '… 十 (— 1) Ti, 二 
因此 
Bf(&10 8) = DD Di tt 2 (Diws, 


< >? 
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这 里 i 和 ij 取 1 到 + 的 值 。， 然 而 容易 验证 , 对 于 所 有 ;和 
都 有 Wii ™ Ujii, 因此 上 述 等 式 的 右边 等 于 零 ， 

如 果 fe C" 有 条 件 引 一 0， 则 f 叫做 # 维 上 图 ,这 些 上 
图 组 成 由 5 导出 的 从 C" 到 CC" 的 同 态 的 核 2" 二 2"(4,8). 

如 果 fe C" 而 且 存在 元 素 8 上 EC 全 使 得 58 一刀 则 基山 
做 ” 维 上 边缘 。 这 些 上 边缘 组 成 Co 在 映射 8 下 的 像 ， 
B* 一 B"4,8). 我 们 定义 B* 二 0. 

根据 定理 15.7.1, 每 个 上 边缘 都 是 上 图 , 因而 对 于 所 有 
n,，B"CZ"， 商 群 Z"/B” 册 做 二 重 0 模 4 的 + 维 上 同调 群 . 
我 们 把 它 记 做 

万 "(4,C@) 一 Zr1 Br*， 

在 上 链 (#1,*… ,5,) 的 定义 中 , 我 们 用 (15.7.1) 限定 在 
有 一 个 或 更 多 的 元 是 单位 元 素 时 上 链 取 零 值 。 在 很 多 情形 里 
这 种 限制 是 能 满足 的 ， 例 如 在 应 用 到 前 面 提 a 到 过 的 因子 组 时 
就 是 如 此 。 我 们 把 这 种 上 链 叫做 正规 化 的 ， 当 (15.7.1) 这 个 
对 于 两 种 情形 都 成 立 ， 因 为 在 证 明 时 并 未 用 到 《15.7.1)。 它 
们 的 区 别 是 为 了 某 种 便利 因为 我 们 可 以 证 明 ,关于 未 正规 化 
的 上 链 的 各 维 上 同调 群 都 同 构 于 关于 正规 化 的 上 链 的 对 应 的 
上 同调 群 ， 


| 


证 明 . 我 们 把 # 维 正规 化 的 上 链 、 上 边缘 和 上 图 分 别 记 
做 C*, B* 和 2", 而 且 在 未 正规 化 的 情形 使 用 记号 C",B"* 
和 Z”. 

对 于 zn 二 0 和 wn 一 1, 容易 验证 BP 二 B* 一 0, 2 一 2 


1) 也 则 上 乱 环 . 一 一 译 着 
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和 和 Bi! 二 B', 2ZI 一 2 因而 PC4, 2 和 局 (4,9) 在 这 两 
种 情形 里 都 相等 。 这 时 主要 的 验算 是 : 如 果 帮 E)EZI， 出 
Ff) 一 1(87) 十 1(8)n 二 0, 因而 在 取 8= 二 n= 二 1 时 有 HCL) 一 0， 
由 站 大 是 正规 化 鸡 ; 即 21 二 Z1. 

现在 假定 2 > 1。 显然 有 8"CB? 和 2”CZ"”"。 因此 关 
于 C” 的 上 同调 类 , 即 B? 在 C” 内 的 傍 系 ， 对 应 于 关于 C?” 的 
唯一 的 同调 类 , 即 8B* 的 包含 它 的 傍 系 。 这 个 对 应 当然 是 从 
H"(A, 2) 到 五 "4 @) 的 同 态 ， 为 了 证 明 它 是 同 构 , 需 可 让 
明 它 是 一 一 的 ,这 就 要 用 到 两 个 引 理 . 当 两 个 上 链 的 考 是 上 
边缘 时 , 我 们 说 这 两 个 上 链 是 上 同调 的 。 因而 两 个 上 圈 上 同 
调 , 必 芝 而 且 只 要 它们 属于 同一 个 上 同调 类 ， 

引 理 15.7.1。 每 个 未 正规 化 的 士 图 部 上 同调 于 一 个 正规 
化 的 上 图. 


和 


引 理 的 证 明 .。 我 们 说 上 链 所 zz) 是 正规 化 的 ， 
1 一 0， ,#2, 假如 当前 i 个 元 中 有 一 个 是 单位 元 素 肝 它 取 
委 信 。 因而 0 正规 化 的 上 和 链 是 C"” 的 未 正规 化 的 上 链 , 而 
正规 化 的 上 和 链 是 C” 的 正规 化 的 上 链 . 对 于 人 +4， *…， +;) ,我 
们 令 f 二 而 且 逆 归 地 定义 
ji 一 太一 6g 一 0 50 一 1 (15.7.4) 
这 里 
BiriC Xi “0 ,Xl) 
一 《一 切记 (es ris 1, Yin Xa) (15.7.5) 
我 们 看 到 后 = 和 ,相差 一 个 上 边缘 ,又 因为 5f; == 6fir, 所 
以 f= ，… ,1 具有 相同 的 上 边缘 57. 


用 这 个 引 理 可 以 证 明 前 两 个 引 理 。 事实 上 , 对 于 引 理 
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15.7.1, 如 未 了 和 十 末 正规 化 的 上 圈 , 则 51 一 0, 即 6f 显然 是 正 
规 化 的 上 链 , 因 而 上 同调 于 九 二 1 的 户 是 正规 化 的 上 圈 。 对 
于 5| 理 15.7.2， 如 果 8 一 6f 是 上 边缘 而 且 8 是 正规 化 的 ， 
8g8EC” 则 g 一 六 一 … 一 5 ,这 里 刀 是 正规 化 的 . 
我 们 对 i 施行 归纳 法 来 证 明 引 理 15.7.3, 引 理 在 :一 0 
时 显然 成 立 . 假设 引 理 对 于 i 成 立 , 考 虑 i 十 1 的 情形 , 这 时 
需要 证 有 明 
fir(x1, Kis ls xit2s “3 Xs) = 0., (15.7.6) 
根据 (15.7.4) 中 fi+ 的 定义 ,我们 有 
jx “xisl, Xis2> "**, Xn) 
= fxs ,Ni ls Kit2s "1, Xn) 
Xit1(X2, ii Ti+29 ”3 xX) 
十 Dg "Nit “Xi Xi xn) 
十 (— DT igin(x, iis Ti 1], Kit “> Xn) 
十 (—1)'gin(x1 “Kis Tips Xa) 
闪 一 1 
十 > (— Dgir(ri, “Tis Xi XX “Xa) 


t+ (—1)"gin(rs Kil Tit Xo) xn, (15.7.7) 
利用 (15.7.5), 因为 根据 归纳 假设 fi 是 i 正规 化 的 ,所 以 gin 
是 i 正规 化 的 。 这 谋 明 在 (15.7.7) 中 ,包含 x 在 左边 的 项 和 
1 一 1 到 :一 1 工 的 和 和 陈 中 的 各 项 邦和 定 零 。 接着 的 两 项 互相 消 
去 .现在 对 于 留 下 的 项 用 (15.7.5) 换 去 gn。 这 就 给 出 
jz Tis Xit2s "3 Xn) z 

一 方 (xi Kis rips Xs) 
十 2 DT ”2 ,Tis ,1 ,Xjit2, ii ~ Xn) 


十 (— 1 f(r, xi Das (15.7.8 ) 
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而 根据 假设 , 5f; 一 5f 是 未 正规 化 的 ,因而 
(—1)™6f(r, "X11, rits x») 一 0., 
(15.7.9) 

又 因为 根据 归纳 假设 ,fi 是 1 正规 化 的 , (15.7.8) 的 右边 由 
(15.7.9) 的 展开 式 中 所 有 不 是 零 的 项 组 成 。 因 此 

jx xi 一 0， (15.7.10) 
这 就 用 归纳 法 证 明了 引 理 15.7.3, 因 而 引 理 15.7.1 和 15.7.2 也 
下 明了 ,最 后 还 证 明了 定理 15.7.2. 


15.8. 上 同调 对 扩张 理论 的 应 用 


设 4 是 群 G 的 正规 阿 贝尔 子 群 而 且 0 一 G/4 是 商 群 . 
如 果 傍 系 Aut 二 是 8 的 元 素 , 则 对 于 a € 4, wz!'aus 只 取决 
于 a 和 而 不 依赖 于 ws 在 傍 系 中 的 选取 . 因此 可 以 记 we 'aus 
一 a 而 不 会 有 误会 ， 在 这 种 记号 下 ，@ 是 作用 于 4 的 右 侧 
的 复 了 于 群 , 和 而 且 我 们 认为 & 在 左 侧 是 恒 同 地 作用 的 . 设 4 是 具 
有 固定 算 子 群 如 的 如 法 群 , 而且 对 于 因子 组 使 用 记号 f(w,v) 
一 (u,v), 那么 (15.2.2) 变 成 
fuvw) + fusr)w = fvw) + flv,sw). (15.8.1) 
移 项 后 我 们 得 出 
f(vsw) — fluvsw) +t fauwvw) — fu,v)w 一 0， 
(15.8.2) 
因 向 因子 组 是 二 维 上 图. 根据 (15.2.3)。 两 个 因子 组 f(x, v) 
各 f(u,v) 等 价 的 条 件 是 
fi(us vr) = flusv) + fv) — fluv) + flu)v, 
(15.8.3) 
妈 找 和 ff 相关 上 边缘 1(v) 一 (uv) 十 f(xw)v， 这 里 我 们 说 过 
8 在 左 侧 是 恒 同 地 作用 的 ， 因 此 扩张 群 是 二 维 上 同调 群 
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FP(4,9). 我 们 把 它 写成 一 个 定理 . 

定理 15.8.1。 阿 贝 尔 群 4 借助 于 群 8 的 扩张 群 是 二 维 上 
同调 群 mp(4,9) ,这 里: 

1》 在 夺 从 信 同 交 作 用 的 


3) 罗纹 jC) 是 的 上 图， 

4) 等 价 的 因 于 组 相差 8? 的 上 边缘 . 

在 把 G 写成 4 的 傍 系 的 和 时 取 单 位 元 素 作为 4 的 代表 就 
导出 正规 化 性 质 1(1, 1) 二 0， 在 (15.8.1) 中 令 w 二 v=1， 
我 们 得 出 

大 1 w) 十 大 1 Dw = fl1, w) tfll, w), 
(15.8.4) 


1(1,w) = 0. (15.8.5) 
同 理 , 令 v2 二 w 二 1, 我 们 得 出 
f(1, 1) 一 (wu,1) 十 f (4, 1) — f(u; 1) 一 0， 


(15.8.6) 
因而 还 有 
f(w, 1) m= (, (15.8.7) 
这 说 明 我 们 处 理 的 是 正规 化 的 上 图 . 


我 们 来 证 明 上 同调 理论 的 一 个 普遍 定理 ， 它 包含 定理 
15.2.1 作为 特殊 情形 . 
设 0 是 wm 阶 的 有 限 群 。 那么 对 于 每 个 # > 0, 我 们 可 以 
定义 加 法 同 态 0, 它 以 下 列 方式 把 C* 陵 到 Ce-:: 
Co x33 77s #1) 一 BD) xf x2 yx) 


xXED 


/ (15.8.8) 
这 里 je C”", 因而 容易 验证 of € C 生 :. 
记 5 一 of 来 计算 (6g) x1, “ ”5 Xn ) : 
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(6¢) Cx, ~ rn) 
一 XSx fx, Xs za) 
一 tr tt Xn) 
十 (1) Sx f(x, XI Nl jis ra 
十 (一 1 zx， Xi13““”" ”3 Xl xX») 
十 (—1)"[Zx f(x, Xs “ "3 Xa) | rn。 (15.8.9) 
和 号 是 对 所 有 x&€《 人 取 的 . 
肘 沙 虑 (6f) (x, 飞 1 3 ”Ss x ) 
(6f) (x ,x """*y Xn) 一 Xf (x1, “3 xz ) 
一 je xi X29 rn 
十 f(x, XI X29 ”3 xn) 
十 (—1)"f(x.x, “3 Yai: Tn) 
+ (—1)" "f(x ris Xn 
(15.8.10) 
然后 利用 《15.8.10) 来 计算 / 
o(6f) (x1, ““ “5 Xn) 和 > xr (Of zsxris “3 Xn) 


x*€0 
= mf(x1> ***: xn) 
_ Sx-1f(xx. ry + x, ) 
+ Bx f(x, xi ***, Xn) 
十 (—1)"Ex f(x ,ri- " ,XaiXn) 
+ CC—1)" TBx fr, rs Xn Xn. 
(15.8.11) 


在 和 式 5 一 > x f(xxis rs 3 Xn) 中 , 令 y XX 因 和 市 


CC 疾 


4 7S。 


$ 一 rEy ly, ts, va) 一 rof xys ts) 
因为 * 是 8 的 固定 元 素 ， 所 以 Y 随 * 而 遍历 整个 CQ， 因此 
(15.8.11) 变 成 
o(6f) = mf — é(0f). : (15.8.12) 
这 给 出 
定理 15.8.2. 如 所 fEéC", 出 o(6f) + 6(0f) = mi. 
推论 15.8.1。 如 果 je 2", 则 mf € B", 
事实 上 , je 2" 是 说 5f 二 0, 因而 mf 是 of 的 上 边缘 . 我 
们 的 结论 是 : 如 果 8 的 阶 是 m, 则 上 同调 群 H* = Z"/B” 的 
每 个 元 素 的 阶 都 整除 m。 定 理 15.2.1 是 这 个 结果 当 mn 一 2 有 时 
的 特殊 情形 . 
关于 因子 组 有 伽 许 兹 (Gaschiitz [1]) 的 进一步 的 结果 , 它 
的 更 一 般 的 形式 由 艾 克 曼 〈《Eckmann [1]) 给 出 。 这 个 络 末 是 
关于 一 个 群 8 和 它 的 子 群 B 的 上 同调 的 .这 时 假定 8 在 8 内 
内 指数 是 有 限 数 mm. : 
0=B.1++Bs 二 十 Bens 5 二 1. (15.8.13) 
这 时 如 果 a1, a1，'…, as 是 8 的 元 素 , 则 我 们 记 we 一 sa 这 
里 加 枉 表示 元 素 所 属 的 傍 系 的 代表 。 同 理 记 
我 们 用 下 列 公式 定义 a1,……, aw)€ C" 的 转移 T(f(al,*……， 
a )): 
T(f(a, ***, an)) 

一 2 pei val “es sindnsil)sia. (15.8.14) 
注意 总 有 epPEB， 因而 对 于 fe€E C"(A4, 9), Tf 属于 于 
群 OC"(4,B)O. 

定理 15.8.3〈 切 许 兹 定理 )。 如 果 f(a1，*……, a4.)€2" 而 
且 B 是 在 0 内 有 指数 "的 于 群 , 则 
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7Haei ai) 三 1pH ***, 4a,)mod B”. 
推论 15.8.2. 转移 的 上 同调 类 并 不 依赖 于 (15.8.13) 中 
傍 系 代表 的 渤 取 . 
定理 的 证 明 . 和 污 虑 


nm 
> C67) (57 ,siasi!, 四 pons )Sin 


1 二 1 


Sa (as,s s 4 3 A25i2 3 四 CE nD 


f=] 


过 凶 间 和 


i 
十 (—1)7! > (6f) (a » "3 So Sd ”" ri 


-=1 


十 (—17 Sapo, yy Ui-13 ij 3 3 十 t Li ~ sin 


| 


十 (—1)” > (5) (a “3 fry Si Sin 一 0 (15.8.15 ) 
i =1 


因为 fe Z", 这 和 式 中 每 一 项 部 是 等 ,因由 6f 一 0， 展开 上 式 
n 十 1 行 中 每 一 行 的 上 边缘 各 且 对 于 6f 的 对 应 项 从 :一 1 到 
m 求 和 和 和， 这 时 第 一 行 的 第 一 项 给 出 
ZTC 是， sinidnsin sin — Tflar, +*, a,). 
(15.8.16) 
末 一 行 的 木 一 项 给 出 
(一 Ly 《一 I” Sf(as °° an)sinsin 

一 一 mf(ai, **., a,). (15.8.17) 
因为 ri， CE 一 015 所 以 对 于 1 一 1 2 第 
i 行 和 第 7 十 1 行 的 第 ;十 1 项 互相 消去 .我 们 现在 把 第 
1 十 1 行 的 第 7 项 和 第 f 行 的 第 f 十 2,，*…*,n 十 2 项 放 在 一 
起 . 这 就 得 出 
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ts 
【一 ] )ia, >， fas, “3 pp re ”* sin 


过 


TH 
十 (~—1)* > f(a ”3s 4 一 141 5 27 3 CE PE HH13 ” “sir 


1 二 ] 


ni 
十 (一 12254 > ai， "9 81 一 1? re re “" sin 
fi =1 


着 二 


nis 
— titl > , —1 —1 。、， 
十 ( 1 7) ! fai, S133 1 jsj 5 )sin~iAn. 


t=1 


(15.8.18) 
而 如 果 对 于 元 Hs *, 5 一 19 我 们 用 下列 公式 定义 函数 F,(ui, 
~ 3 Ung—1 ) € C” : 
F,(u, “3 Wn1) 


一 > f(ui,* SUj9 OF SMIOR 9 O00,n Mn On ) Oin, 
| (C15.8.19) 
这 里 0; 一 s; 而且 递归 地 有 os 一 05ms, 则 (15.8.18) 中 各 项 
正好 是 上 边缘 《一 i(5F;)(a1/，:'*，4a,)， 因 为 在 对 i 求 和 
时 ,7 或 5, 都 可 以 作为 o;。 如 果 了 遍历 从 1 到 =” 的 值 , 则 
上 边缘 《一 LRCe as) 包括 了 (15.8.15) 的 除 已 抵 
消 的 项 以 及 (15.8.16) 和 (15.8.17) 的 项 外 的 各 项 。 这 就 证 明 
了 定理 . 
伽 许 兹 定理 的 群 论 形 式 是 下 列 定理 : 
定理 13.8.4 ( 愧 许 兹 定理 ).、 设 F=[(wu,v)], u,v€H， 
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娘 一 B. 11 十 十 Br 0 一 | 
那么 
(u,v)™ ~ [FT Css ls siuvsmv i 
i 二 1] 


其 中 的 元 sai: 和 sjuvsiuv-! 当然 是 B 的 元 素 . 
推论 15.8.3. 如 果 当 +,y€ B 时 有 
(xy) 一 1， 则 (u,v)”~1, 

这 个 定理 有 很 多 推论 ， 而 基 中 最 有 用 的 是 连 系 4 的 HX 
扩张 和 4 的 SC) 扩张 的 ， 这 里 SCz) 是 互 的 西风 少子 群 . 
设 玉 的 阶 是 = prm, 向 SC(p) 的 阶 是 产 。 设 三 一 下 (万 ) 是 
A 的 H-X 扩 张 的 群 ,就 像 在 $15.2 里 所 定义 的 那样 .五 的 每 个 
元 素 是 等 价 的 因子 组 F; 一 【(w,v)i] 的 类 .根据 定理 15.2.1， 
E 的 每 个 元 素 的 阶 整 除 >。 因 而 五 是 周期 阿 贝尔 群 而 且 是 
的 西 罗 于 和 群 E(p) 的 直 积 ， 

定理 15.8.5。 设 巨 一 ECH) 是 阿 贝尔 群 4 借助 于 让 限 群 
惠 有 的 旦 ~X 扩张 和 的 群 . 那么 E 的 西 罗 靖 村 和 群 ECb) 同 构 于 群 
E,, Es 是 把 4 的 和 -xX 扩张 的 因 于 组 F 一 [(w,v)] 限 制 成 取 
元 (x,y), x y € SCp)) 而 决定 的 Si) 一 上 扩张 的 群 ， 这 里 
s(p) 是 再 的 西 罗 # 于 天 

证 明 .。 对 于 4 的 -XX 扩张 的 因子 组 F 二 [(wu,v)], 我 
们 定义 等 价 

(u,v)F (U,V) 
假如 在 限定 元 x ,y€ 5S(p) 向 导出 S(p)-X 扩张 时 有 
(x, y) ~ (x, yi. 
这 确实 是 等 价 关 系 。 其次, 设 E 是 E 的 由 这 种 因 了 于 组 
F 二 [(u, v)] 组 成 的 子 群 ， 对 于 它 在 限定 x,y€5(p) 时 ， 
有 (x,y) ~ 1 于 是 EE 的 元 素 对 应 于 等 价 的 因子 组 ， 必 要 
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而 且 只 要 它们 属于 EE, 的 同一 个 傍 系 。 因此 E/E, 同 构 于 群 
E,, E, 是 限定 因子 组 Ff 二 [【(w,v)] 的 元 x，y 《5S(8) 而 得 到 
的 SCp)-xX 扩张 的 群 . 根据 伽 许 兹 定理 的 推论 , 取 St 作为 于 
群 B, E, 的 每 个 元 素 的 阶 都 整除 5(p) 的 指数 m, 又 根据 定理 
15.2.1, EE, 的 每 个 元 素 的 阶 都 整除 p。 因为 (p,m) 二 1, 所 
以 E。 和 EE 的 西 罗 Pp 子 群 EC(p) 都 同 构 于 E/E,， 因 而 它们 倍 
此 同 构 ,这 就 证 明了 定理 . 

定理 15.8.6。 4 的 HX 扩张 在 4 上 可 裂 , 必要 而 且 只 要 


二 和 
| 


和 


证 明 . 从 4 借助 于 互 的 扩张 可 裂 显 然 得 出 4 借助 于 每 个 
SGp) 的 扩张 可 裂 我 们 来 证 明 逆 命题 。 设 Ff 二 【(w,v)] 是 
由 -~X 扩张 决定 的 因子 组 ,根据 假设 , (u,v) ~ 《u,v)1, 这 里 
当 x,y€ 8(p) 时 有 (x,y) 一 1。 根据 推论 有 (we; v)” ~ 
(zz) ~ 1, 这 里 4 二 pm。 这 对 于 整除 7 的 每 个 ? 都 成 了 并 . 
使 (xz 和) ~ 1 的 不 同 的 mw 的 最 大 公约 数 是 1, 因而 (u,v) ~ 
1, 所 以 4 借助 于 理 的 扩张 可 裂 ， 定 理 证 朋 完 毕 ， 
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第 十 六 章 群 的 表示 
16.1. 一 般 注 解 


我 们 把 从 群 G 到 某 个 群 W 的 任何 同 态 都 叫做 G 的 表 不 . 
特别 有 价值 的 是 从 G 到 群 玉 的 便于 计算 的 表示 .例如 在 第 五 
苹 里 讨论 的 群 G 的 置换 表示 ; 风 从 6G 到 对 称 群 5， 的 辐 

代替 作为 表示 群 的 对 称 群 ， 我 们 转向 域 上 的 向 量 空间 
V 的 目 同 态 ， 这 种 一 一 的 目 同 态 组 成 群 ,， 当 VV 在 上 的 维 数 
征 有 限 数 > 时 ,这 个 群 叫做 完全 线性 群 CE7) 而 且 可 以 用 刀 
上 的 非 奇 姑 的  X 2 和 矩阵 来 表 出 。 这 里 我 们 芳 虑 用 线性 变换 
来 表示 群 G。 在 这 种 表示 下 我 们 可 以 把 G 的 元 索 看 作 V 的 算 
于 。 于 是 锌 对 应 于 G 的 元 素 的 线性 变换 变 到 目 身 的 、 了 的 于 
空间 是 这 表示 的 不 变 子 空间 ， 又 当 把 了 看 作 以 下 和 G 作为 算 
子 的 加 法 和 群 时 ,这 些 就 是 容许 子 群 入 . 

向 量 空间 了 的 全 体 目 同 态 的 集合 是 一 个 环 . 因此 G 在 
上 的 线性 表示 通过 加 法 和 系数 乘法 和 而 导出 G 在 F 上 的 群 环 
Re 的 线性 表示 ， 同 理 ,V 的 任何 容许 子 群 N 也 随 着 G 的 表示 
而 产生 Re 的 表示 .。 因此 难怪 在 群 环 Re 的 分 解 和 线性 表示 
的 分 解 之 间 有 着 密切 的 关系 .历史 上 群 表 示 的 理论 和 环 的 结 
构 理 论 是 各 自 地 发 展 的 ， 而 且 只 在 相当 近 的 年 代 才 在 这 两 种 
理 沦 之 间 确 定 了 密切 的 天 系 ， 


16.2. 矩阵 表示 。 特 征 标 2 


定义 . 群 e 的 ” 阶 和 矩阵 表示 是 指定 义 在 G 上 的 函数 p, 它 
在 革 个 坡 上 的 宗 全 线性 群 Lo(F) 内 取舍 ,使 得 对 于 所 有 =， 
6 G, 都 有 p(xy) 一 p(w)p(y). 

根据 定义 p(x) 是 非 奇 寞 和 矩阵， 而 且 x 一 p(x) 是 从 G 到 
L.(F) 的 同 态 。 这 时 我 们 必须 有 p(1) 一 1,, 1,。 是 x Xn 单 
位 矩阵， 而 且 p(x 1) 一 [p(x)17'!, 后 者 是 和 矩阵 p(x) 的 道生 
阵 . 同 态 x 一 p(x) 的 核 玉 是 G 的 正规 子 群 ， 而 且 和 矩阵 p(%) 
一 一 地 表示 了 G/K。 如果 核 六 是 1, 则 这 表示 是 一 一 的 . 

定义 .表示 ?的 特征 标 x 是 定义 在 G 上 的 台数 

X(x) = Tro(x)”. 

因此 特征 标 是 域 K 中 的 数 ， 如 果 表 示 的 阶 数 是 1, 则 
4 一 p， 

我 们 说 两 个 表示 2 和 p* 等 价 , 假如 存在 非 奇 异 矩 阵 5 € 
L,(F), 使 得 p*(x) 二 5“!ip(x)5 对 于 每 个 *€ G 都 成 立 ， 我 
们 注意 到 、 如 果 5 是 L,《F) 的 非 奇 异 矩 阵 而 且 p《x) 是 G 在 
L.(F) 中 的 表示 , 则 Smip(x)5 一 p*(x) 也 是 G 的 表示 ,事实 
上 ,如 果 我 们 把 p(x), + € G 看 做 到 上 具有 基底 zy wz， ,4， 
的 向 量 空间 V 到 自身 的 线性 变换 的 群 而 旦 


2 | - | 
2 V) 
二 _ 
.| 一 5 
2 Vn 


py 


1 ) 证 阵 ,行列 式 和 完全 线性 群 的 性 质 可 以 参看 Birkhoff and MacLane [1] 
第 六 到 第 十 章 . 
2) Ir p(x) 是 指 矩阵 p(x) 的 迹 , 即 pCx) 的 主 对 角 元 素 的 和 . 一 一 译 者 
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则 smipkx)5 二 p*(x)，x EG 是 了 的 同一 些 线性 变换 以 基底 
pr 表册 的 群 : 

| 理 162.1， 特征 标 是 其 组 类 的 函数 ， 即 共 旺 未 素 有 入 
同 的 特征 标 ， 


事实 上 ,如 果 了 是 二 阶 和 矩阵 , 则 它 的 特征 多 项 式 是 (4)= 
4A 一 427 一 (一 1)"47 一 aa? 十 十 (一 De 这 里 
系数 和 是 4 的 迹 : a 一 Tr(4),， 而且 一 14 征 么 的 行列 
式 . 现在 如 果 工 是 非 奇 开征 阵 , 则 

|T-AT — #1) = 17™(4 — 147)7| 
一 17 14 一 2 一 4 一 4 人 7. 

因而 4 和 了 7-:47 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 当然 更 有 相同 的 迹 ， 
因此 o(y-zy) 一 ply)Tip(lx)p(ly) 和 plx) 有 相同 的 迹 ， 所 以 
XC(y~!ixy) 一 XCz)， 即 特征 标 是 共 恩 类 的 函数 . 则 理 ,o (xz) 一 
S-io(x)S 和 po(Gx) 有 相同 的 迹 , 因而 等 价 的 表示 有 相同 的 特征 
标 \， 

我 们 知道 , 域 上 的 向 量 空间 (或 线性 空间 )7 由 下 列 定 
侍 给 定 : 

V 基 有 二 元 加 法 : 对 于 @s8 EV 有 a 十 BEV. 

V 具有 系数 乘 夺 ce 对 于 cEFAoETV., 
这 两 种 运算 满足 

V1) 5 在 加 法 下 有 古 阿 内 尔 群 . 

V2) c(i+8)= cert eh,cieo r= coteo. 

V3) (ce )Jwxz 一 cca):; lc 一， 
这 里 w, 8E7 ,cy ceF 1l 十 下 的 单位 元 笋 ， 

V 的 向 量 msu 叫 艇 线性 无 关 的 ,如 果 从 

qd 十"……: 十 au, 二 0, a€EF 

得 出 @ 一，… 一 a, 一 0. 其次, mm,…; ws 则 做 洲 的 基底 ,如 
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果 它 们 是 线性 无 关 的 ,而 且 每 个 wkE7 可 以 表 成 
2U 一 六 十 十 tpDiEF 

如 果 了 共有 基底 , 则 每 一 个 基底 包含 同样 个 数 的 元 素 ,这 个 数 
叫做 同 量 空间 的 维 数 ， 

我 们 定义 F-G 模 M 为 F 上 的 向 量 空间 了 , 它 以 G 的 元 
系 作为 V 的 算 子 ,满足 

1) (a tv)g=ug t+ vg, u,vEV ,gEG. 

2) ul(g182) 一 (ugi)g2> WE V, pg1, g2€ Cr。 

3) wu. 1 二 ww,u 《TV ,1 是 G 的 单位 元 素 ， 

4) (au)g =— a(ug), a€E F,u€éV,g€G. 
我 们 把 M 岂 做 G 的 表示 模 . 

从 F-G 模 Mi 到 另 一 个 F-G 模 M; 的 算 子 同 态 是 指 映 
轴 Mi 一 Ma, 使 得 

1) 如 果 志 一 vis 天 翅 ; 则 坝 十 yi 十 

2) 加 果 w 一 v ,bE€EF, bu > bv. 

3) 如 果 w 一 v, gE€G, 则 wg 一 vg. 
M; 和 M: 的 算 子 同 构 是 指 从 M 到 M ;的 一 一 的 算 子 同 态 . 

现在 设 M 太 fF-G 模 而 且 上 共有 基底 妇 , …… :xs， 如 果 对 于 
x*e G，, 我 们 取 上 映射 » -> vx，v EV, 使 得 


zf -> UX = 之 ij 
2 一 1 …， ns 则 | p(x%). 一 (qa,;), 1， 1? 一 ]】,'**， # 就 是 G 2M 
的 表示 ,反之 , 设 P 是 G 在 其 有 基底 ti， ”on 的 同 量 空间 六 
上 的 表示 ,而 且 p(x) 一 (ai) 一 Lai(x)]. 对 于 每 个 x+€EG, 令 
HiX 一 > asi(% ) ui, z 一 上 
那么 ， 因 为 p(1) 一 7 而且 p(xy) 一 plx)ply)， 所 以 V 就 成 
为 F-G 模 M。 因 此 每 个 # 维 的 F-G 模 决 定 G 的 一 个 # 阶 
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表示 ,反之 亦 然 . 

定理 16.2.1。 两 个 F-G 模 Mi 和 M, 给 出 G 的 等 价 的 表 
未， 必要 而 且 只 本 它们 是 第 子 周 构 的 

证 明 . 设 给 了 G 的 两 个 等 价 的 有 表示: 

p(x) 和 STip(x)S, rE G. 
那么 当 p(x) 一 [ai; (x)], xE Cr 时 ,这 对 应 于 以 G 作为 算 子 群 
的 问 量 空间 VV 的 基底 内， xs 和 肌 射 zzt 二 Zaij(%)aj, 
我 们 已 经 说 过 VV 的 这 个 映射 
ww-> wrx, wEV 

还 以 基底 1，…,v，, 和 而 对 应 于 表示 p (x) 二 ST'p(x)$.x€G， 
这 里 


和 如果 5 一 (5), 则 等 价 的 表示 p(x) 和 p*(%) 对 于 由 
本 


决定 的 映射 而 说 是 算 子 同 构 的 。 反之, 设 两 个 fF-G 模 Mi 和 
M; 是 算 子 同 构 的 。 作为 回 构 的 向 量 空间 , Mi 和 M: 必定 有 
同样 个 数 的 基 元 素 、 设 Mi 的 基底 是 wu，…，u;,、 因 向 在 算 
子 同 构 下 ,ma tr 上 脆 成 M2z 的 基底 mm, ……,v,. 随 间 4; 一 
Vi 取 wix 一 Vixz 于 是 对 于 这 两 个 基底 说 来 , M1 和 MM， 产生 相 
同 的 表示 ,因为 如 果 


9 
— . 
HX > ai(x)us t= 1, "ss 


则 必定 有 
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同 
ViX 一 > ix Jo 1 一 1],*.*..,7, 
了 一 1 


因此 等 价 的 表示 p(z) 和 p*(x) 对 应 于 表示 模 的 算 子 同 构 . 
16.3， 完全 可 约 性 定理 


假设 表示 模 M 具 有 子 模 Mi, 它 也 是 表示 模 . 我 们 取 M， 

的 基底 zw，-…, uw 而 且 取 元 素 ur,，*…, us 米 补 成 M 的 基 

底 . 对 应 的 表示 ? hd 做 可 约 的 ,对 于 基底 Hi “ailty 它 具 有 形 
p(x%) 一 (2 


状 
0 
es ): 


这 里 9 和 7 分别 是 G 的 7 阶 和 w-r 阶 表示 .表示 5 对 应 于 具 
有 基底 妈 ,，……, ww 的 fF-G 模 M1。 至 于 7, 它 是 由 上 其 有 基底 
Mi 十 tr， “Mi 十 us 的 商 模 M /M1 决定 的 表示 . 更 一 
般 地 ， 如 果 

0 一 MICMICMIC.CM 一 M 
是 子 模 的 链 而 且 取 MM 的 对 应 于 这 个 链 的 基底 ， 则 对 应 的 表示 
Pp 取 形状 


p1(X) 


os = 0 (*) 


* ok 
这 里 pi(x) 是 对 应 于 M,/Mi-: 的 适当 基底 的 表示 ， 这 基底 征 
Mi-1 十 到 ij 这 里 uj; 遍历 属于 M ， 而 不 属于 M i-: 的 基 元 素 . 
对 于 特征 标 , 我 们 显然 有 
Xx) = Xx) + Xr) + + Xx). 
如 果 上 面 的 链 是 极 大 的 。 即 它 不 能 再 加 细 , 则 Mi/Mi- 没有 
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表示 真子 模 ， 因 而 它们 给 出 的 是 不 可 约 表示 p;。 由 此 得 出 以 
下 的 显然 结果 : 
引 理 16.3.1. 生生 坟 下 这 过 光 寺 而 全 HR 


| 
二 


引 理 16.3.2 从 约 当 -_ 过 德尔 定理 得 出 . 

如 果 表 示 模 M 具 有 子 模 Mi 也 是 表示 模 ， 则 可 以 存在 补 
充 的 表示 子 模 M,, 使 得 半 是 它们 的 直 和 : M 二 Mi 四 M:. 在 
这 种 情形 下 , M; 显然 算 子 同 构 于 M/M;, 而 且 表 示 p(x) 有 
形状 


Or 号 


反之 ,如 果 表 示 p(x) 具有 这 种 对 角 分 块 的 形状 , 则 M 碟 表 不 
子 模 M, 和 和 MM; 的 直 和 .。 在 这 种 情形 下 我 们 说 已 知 表示 万 完 
全 可 约 的 。 并非 每 个 可 约 的 表示 都 是 完全 可 约 的 。 例 如 由 元 
素 2 生成 的 无 限 循 环 群 的 表示 


of ) 一 (i | 


是 可 约 的 ,而 如 果 它 是 完全 可 约 的 , 则 它 将 把 每 个 元 索 表 示 成 
单位 元 素 ;, 革 为 这 时 pi(5') 和 pz(5’) 都 是 单位 元 索 。 然 而 
(2 
1}, 1 
”并 不 与 单位 元 系 共 辆 ,因而 这 显然 十 -不 所 能 交 ， 不 过 我 们 有 
重 杰 的 一 类 表示 ,对 于 它们 说 ,可 约 的 表示 是 完全 可 约 的 ， 
定理 16.3.1. 完全 可 约 性 定理 . 如 果 域 的 特征 不 整除 


有 限 群 G 的 阶 , 则 群 G 在 域 上 的 可 约 的 表示 是 完全 可 约 的 . 
证 明 . 设 M 是 G 在 F 上 的 表示 模 而 且 Mi 是 表示 了 于 
钳 . 取 Mi 的 基底 Wl"""» Ur, 用 元 系 Wr “ “3 Us 把 它 补 成 
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M 的 基底 . Hrtls ““", Hy 是 一 个 子 空间 N 的 基底 ,但 是 N 一 般 
不 是 表示 模 。 对 于 xeC 有 


p(x) 一 (ce 0) 


我 们 还 有 M = 一 M1 十 NN, 而且 对 于 ww€ M, 唯一 地 有 
U 一 Hi 十 8UEM YEAN 
映射 7:u 一 v 是 宪 等 的 和 线性 的 , 设 8 是 G 的 阶 , 令 


= 一 了， UXNX 一 26。 


TEG 


这 时 w 一 w 一 to 是 线性 映射。 这 个 映射 要 求 被 G 的 阶 8 除 
的 可 能 性 ， 而 由 于 根据 假设 , G 的 有 限 阶 8 不 被 的 特征 整 
除 , 这 确实 是 可 能 的 . 

设 yE€G, 令 zz 一 ym!r 对 于 x€ G, 于 是 


(ub)y 一 = Dj urnr!y 一 = FD uy)en2™! = (uy)e, 


因为 z 随 * 明 历 G. 这 说 明 M; = 一 M$ 是 表示 模 。 需要 证 明 
M 一 M1 四 Mi, 为 此 必须 证 明 每 个 ke M 都 能 写成 x 一 ui 十 
U1,U1E M1, ta M2 ,而 且 这 个 式 子 是 唯一 的 3M 0 一 2 十 oo 
得 出 一 0 一 wz， 对 于 任何 we M, 记 

t= (uC— uc) + wt, 
这 里 二 Ww2€ Mi;。 现 在 


WU 到 人 (Ux 一 uxn)x™!, 


因为 xxzx 一 ax 但 是 wx 一 urn 二 (ux)j1€ MI， 因而 ww 一 
Wi 一 1€ Mi， 因此 # 二 十 wz, 这 里 uw&€ Mi, ww€E Mi;。 现 
在 如 果 wE Mi, 则 wr€ Mi, wzxn 二 0, 因而 wz = 二 0， 因此 
对 于 任意 zkEM 有 (一 起 疙 一 0, 即 x 生 一 过 .因此 ,如 果 
纪 二 一 0, 则 wb 十 nw 于 0, 于 是 0 十 对 一 力 一 0， 同 
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时 还 有 wu 一 0， 所 以 已 知 表示 是 完全 可 约 的 ， 
利用 和 矩阵 的 第 二 个 证 明 : 设 


一 ol(x) 
pl) (Fs 2) : 
这 里 ol(x) 和 T(x) 分 别 是 > 阶 和 ?> 一 + 阶 的 表示 ， 我 们 希 形 


找 出 定 阵 


5 一 人 0 )， 
4 了 


这 里 上 不 依赖 于 *, 使 得 对 于 所 有 x*&《 G 都 有 


[re re en el rn 


O(x) pe 二) 
明显 地 ， 如 果 S 能 找到 ， 则 它 是 非 奇 异 的 而 且 导 出 对 于 所 有 
xe 6G 的 等 价 的 表示 


or(z) 一 S-io(oS 一 (S22 中) 


p”(%) 是 完全 可 约 的 . 这 需要 找 出 不 依赖 于 x 的 (n 一 +r)Xr+ 
滤 阵 4, 使 得 对 于 所 有 xE G, 都 有 
Lo(x) — TX) 一 0O(%). 
根据 p(yx) 一 poly) p(x)，, 我 们 有 
Ol(yx) = 0O(y)a(x) + r(y)0(x), 


因而 
0(x) = Ty 0 yr) — ry 1)0(y) or), 
而 且 


80 = Pry ys) — ry™)0 Cy)o(e)). 
因此 ,如 果 令 

一 上 一 = 2 r(y Oly) 一 2 r(x ly™!)0(yx), 
则 就 有 6(z) 一 一 r(x)p 十 pol(x)。 总 之 我 们 找到 了 适当 的 


ZL292 。 


(n 一 +) Xx+ 抢 阵 x， 所 以 变换 矩阵 5 存在 ,而 且 等 价 的 表 
示 p(x) 是 完全 可 约 的 . 

重复 应 用 这 个 定理 ,可 以 得 出 下 列 主要 结果 : 

定理 16.3.2. 和 生生 直人 你 人 的 阶 。 和 


和 汪 


于 汪 多 种 化 记 不 约束 和 | 
推论 16.3.1. 党 过 网 对 和 不 共有 限 于 的 阶 时 ， .村 


“加 表示 O 证 区 时 我 站 
p= 0 由 0 由 … 由 pox. 
这 里 不 可 约 表示 pi 的 顺序 是 不 重要 的 , 因为 改变 表示 模 的 对 
应 基底 就 能 改变 pi 的 顺序 。 当然 ， 这些 p; 是 M 看 作 以 Ff 和 
G 为 算 子 的 加 法 群 时 的 合成 因子 。 根 据 约 当 - 和 埠 尔 德 定理 ,不 
洽 睫 顺序 和 算 子 同 构 ， 这 些 合成 因子 是 唯一 的 。 根据 定理 
16.1.1， 不 可 约 表 示 的 算 子 同 构 表明 等 价 性 。 因而 在 推论 里 
所 襄 的 " 同一 些 不 可 约 表 示 ” 并 不 区 别 等 价 的 表示 . 


16.4.。 半 单 纯 的 群 环 和 普通 表示 
给 了 任何 群 G 和 域 , 我 们 可 以 用 下 列 方式 构造 群 环 Re: 


1) Re 是 F 上 以 元 素 ge G 作为 基底 的 向 量 空间 . 
2) 乘法 定义 为 : 


2 4718， 之 ， 0181 一 2 aibjigii? 
站 1 | 
这 里 Si ~ Bigi 属于 G. 


1) 作者 所 说 的 环 常 第 也 指 域 上 的 代数 ,一 俄 译 者 注 


不 难 证 明 这 个 定义 使 Re 成 为 结合 环 而 且 上 共有 单位 元 素 
1. 工 一 1, 这 是 下 的 单位 元 素 和 G 的 单位 元 素 的 乘积 ， 明显 
地 ,如 果 用 G 的 元 素 右 乘 而 作用 于 Re 的 元 索 , 则 Re 可 以 看 作 
G 的 表示 模 。 如 果 G 具 有 有 限 的 阶 x、 则 取 G 的 元 系 ，*……， 
gs 作为 Ro 的 基底 时 ,对 应 的 表示 大 

o(x) 一 (xi )， 1 7 一 1] YEG， 
这 里 当 gix 一 gj 时, x;j 二 1, 否则 zij 二 0。 这 就 是 我 们 提 到 
过 的 G 的 右 正则 表示 , 它 作 为 置换 群 由 下 列 式 子 给 害 
gy sg 
x(x) 一 Co. ox x EC， 

现在 号 出 的 十 滤 阵 形式 .， 

引 理 16.4.1。 在 # 阶 群 G 的 右 正则 表示 p(x) 中 ,我 们 有 
KX(1) = 1: XCg) = 0, pg 尖 上 

事实 上 ,这 时 p(x) 一 《xij;), 这 里 当 gix 一 8 时 xz 一 1， 
否则 汪 0 ， 因 市 


X (x) 2) Xii, 


加 果 x 一 ]， 由 gil Bi™™ bi, A xi; = j,:=1,...,n, 
所 以 X(1) 一 n. 而 如 果 x 一 g 关 1， 则 xi 二 0， 因为 除非 
x 一 1, gix 一 gi 对 于 任何 g; 都 不 可 能 成 这 ， 

我 们 将 得 出 的 结果 几乎 都 是 关于 有 限 群 G 在 域 ? 上 的 表 
示 的 , 而 且 群 G 的 阶 不 被 域 的 特征 整除 。 我 们 把 这 种 表 不 
也 做 普通 表示 . 当 域 上 的 特征 能 整除 有 限 群 G 的 阶 时 ， 群 G 
在 域 上 的 表示 叫做 模 表 示 . 模 表 示 的 性 质 与 普通 表示 的 性 
质 不 同 ， 当 然 可 以 设想 无 限 群 的 表示 与 有 限 群 的 表示 在 很 多 
方面 都 有 不 同 ， 

我 们 说 环 R 是 正则 的 ， 假 如 对 于 每 个 wu&€ R, 存储 元 系 
x € R, 使 得 uxu 一 4。 域 F 上 的 有 限 维 的 正则 环 虽 做 半日 纯 
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的 。 有 条 件 oz 一 的 元 素 。 关 0 叫做 宕 等 的 . 

定理 16.41。 有 限 群 6 存续 了 上 的 群 水 Re 是 灶 单 纯 的 ， 
要 而 县 只 要 忆 的 等 征 不 整除 G 的 阶 

证 明 . 设 G 是 有 限 阶 8 的 群 . 设 下 的 特征 整除 8， 而 
且 *，…， xz 是 G 的 元 素 ， 我 们 在 Ro 内 考虑 元 系 w 二 xi 十 

十 Xx,. 这 时 xz 一 uxi 一 #。 因 此 当 x 一 Laixzi 十 … 十 Coxs 
时 ,我 们 有 ux 一 (as 十 … 十 4)u, 因而 

uxu 二 《4 十 "…: 十 4a)jgu 二 0 产 , 

因此 Re 不 征 半音 纯 的 . 

现在 设 G 的 阶 &8 不 被 F 的 特征 整除 .。 我 们 来 证 明 Re 是 
半 单 纯 的 ， 甚 至 还 将 证 明 Re 的 更 进一步 的 性 质 ， 设 a 是 Re 
的 任何 右 理想 ， 那么 a 是 Ro 的 表示 子 模 , 而 且 反 之 ,Re 的 
表示 子 模 是 右 理想 。 根 据 完 全 可 约 性 定理 ， 

Re 一 uDa,, 

这 里 a, 是 男 一 个 寿 理 想 。 于 是 1 = a 十 42，a1€01,41€ 
@, 而 且 这 个 表达 式 是 唯一 的 。 然而 这 时 w 一 好 十 aai 也 
成 立 ， 拿 这 与 唯一 的 表达 式 a 一 a1 十 0 比较 , 我 们 得 出 
ai 一 ay 241 二 0。 因由 a 一 < 是 暴 等 的 ,向 且 42 一 1 一 ce 也 
是 究 等 的 于 是 对 于 x€ Re, 我 们 有 zx 一 cx 十 (1 一 c)x, 这 
里 ex ma。 反 之 ,如果 y6Ea 则 根据 表达 式 的 唯一 性 ,我们 
有 yy 一 cy 十 (人 1 一 <c 力 一 》 士 0. 因此 征 守 等 元 素 “的 主 
右 理 想 eRe, 所 以 Re 的 每 个 右 理想 是 一 个 医 等 元 素 的 主 碳 
理想 。 特别 地 ， 对 于 每 个 元 素 *， 存 在 之 等 元 素 ce, 使 得 
zw 有 Ra 二 cRe。 因此 对 于 基 个 * 有 ux 一 <， 而 且 对 于 某 个 > 有 
cy 一 Xecthf 一 cc 一 cy 一 xx。 因 看 xx 一 cx 一 xx 所以 Re 
是 正则 的 . 

定理 1642， 域 了 上 的 有 限 信 的 正则 环 R 县 有 单位 元 
素 ， 而 县 安 的 每 个 有 (或 左 ) 至 想 是 -个 畦 等 元 素 的 主 理想 ， 
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每 个 家 部 学 介 是 原 于 中 心 的 一 个 时 等 元 素 的 主 理 起 

证 明 .。 议 尺 起 域 F 中 的 有 限 维 的 正则 环 。 对 于 任意 元 
系 #€ R， 根据 正则 性 存在 元 素 x+， 使 得 uxru 二 wx。 这 时 取 
c 一 ux, 我 们 有 ?== wxux 二 ux 二 ce, 又 取 f= 二 xu 我们 有 
1 二 xuru 二 XU 二 J， 其 次 ,4 二 uxu 二 eu 二 uf, 因 中 4R 一 
eR 和 Ru 一 Rf， 因 此 主 右 ( 或 左 ) 理 想 是 梭 等 元 素 的 主 右 (或 
左 ) 理 想 .， 考虑 左 理想 a.。 如 果 a 产 0， 则 它 包 含 某 个 究 等 元 
素 cl 关 0, 因 | 条 ReSa， 假定 a 关 Re。 那么 就 存在 某 个 
YE0n0 xE€ Ke. 

+ 二 xcl 十 (x CO— xel), 
这 里 x 二 xe1€ Rel, 和 日 
这 里 xyel 二 0， 

以 f 起 使 Rr, 一 Rf 的 暴 等 元 索 。 那么 jf = wx, fel 一 
wxze1 一 0， 现在 令 ec 一 cl 士 1 一 cj 这 时 eicl 一 ci， fe = 二 
f。 因 向 

c= (otf— efe= etf— ef = 

所 以 e; 是 属于 a 的 攻 等 元 素 而 且 Res 包含 ce 和 1， 因而 
它 包 含 Re 和 元 素 + Re1。 因此 Re; 的 维 数 大 于 Re,， 继 
续 下 去 ,我们 可 以 在 a 内 进一步 构造 医 等 元 素 ce3, e1,*…, 使 
得 每 小 Re; 都 有 较 大 的 维 数 , 直到 最 后 达到 一 个 宕 等 元 素 。， 
使 得 a 二 Re。 这 证 明 每 个 左 理想 是 一 个 罕 等 元 素 的 主 左 理 
想 。 同 理 可 以 证 明 每 个 右 理想 是 一 个 里 等 元 素 的 主 右 理想 . 
如 果 x《 ceR, 则 对 于 某 个 w ,x 二 ew 而且 ex 一 ci 一 ez 一 
x+, 因 T 向 < 是 eR 的 元 宗 的 左 单位 元 素 。 同 理 , 对 于 x € Rf, 我 
们 有 xf 二 +。 现 在 把 整个 坏 R 同 时 看 作 左 理想 和 右 理想 ， 
和 们 存在 暴 寺 元 系 。 和 和 f, 使 得 RR 一 cR 一 Rf 因此 cf 二 f= 
中 且 ex 二 re 二 x, 所以。 = 1 是 RR 的 单位 元 素 . 
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R 的 中 心 内 的 一 个 暴 等 元 素 。 的 倍数 当然 组 成 双 侧 理 
想 、 我们 希望 反 过 来 证 明 任 意 双 侧 理 想 是 中 心 内 的 一 个 帘 等 
元 素 的 主 理想 。 现在 对 于 适当 的 虹 等 元 系 <。 和 f, a 二 eR= 
RI， 因此 ef 一 f= 一 <， 所 以 4 一 cR 一 Re。 又 对 于 任 筷 
x€ RR, 我 们 有 ex Eq 因而 ex 二 exe。 又 re Eq, 因而 xc 一 

xe。 因 此 ex = xe, 所 以 < 在 KR 的 中 心 内 . 

如 果 环 RR 是 半 单 纯 的 而 且 不 包含 0 和 R 以 外 的 双 侧 理 
想 ， 则 RR 叫做 单纯 的 。 我 们 用 外 表示 右 理想 的 直 和 ; 又 用 田 
表示 双 侧 理想 的 直 和 和. 

定理 16.4.3. 六 蛙 纯 环 尺 是 单纯 环 的 直 和 R = R, EHR, 
田 .… 困 R,。 如 果 不 考 虑 顺序 。 则 这 些 单纯 环 R, 是 唯一 确定 
的 ， 

证 明 . 设 Ri 是 包含 在 R 内 的 极 小 双 侧 理想 .那么 RR 
是 R 的 中 心 内 的 宕 等 元 素 c 的 主 理想 。 于 是 对 于 *e R, >x 一 
xel 十 x(1 一 e1). 因此 R 一 R, 田 R,， 这 里 Ri 由 全 体形 如 
x(1 一 cu 的 元 素 组 成 ， 现在 ,是 R, 的 单位 元 素 , 因而 sz 一 
1 一 是 Ri 的 单位 元 素 ,而 且 对 于 *, 》E Ri 和 xz， w6ER 我 
们 有 (x 十 z) 十 (Gy 十 ww) 二 (x 十 y) 十 (zx 十 w) 和 (x 十 z)，… 
(yy 十 wv) 二 xy 十 zw， 因为 2 二 ze(1 一 ey)y 二 0， 同 理 
tw 一 0. 因此 在 直 和 RR, 田 R, 中 ,加 法 和 乘法 都 可 以 把 分 量 分 
开 来 计算 ,因此 特别 地 ,从 R 的 正则 性 得 出 R 和 RR, 各 自 的 正 
则 性 。 继续 取 R, 的 极 小 双 侧 理想 R,, 向 且 找 出 关系 R, 一 R， 
由 R。 以 这 个 方法 继续 下 去 ,最终 得 出 

R = RERE:…HR,, 
这 里 1 一 cj 十 cz 十 … 十 ceci 人 一 1 … 5) 都 是 R 的 中 
心 内 的 医 等 元 案 ,而 且 eic; 一 0;i 产 二. 
对 于 
+ 二 Xl 十 十 "十 Xs 
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y= 二 二 ys 
这 里 x;, y;&《 R;, 我 们 有 
+ 十 yy 二 (十 yD) 十 (ty 十 yy) 十 :十 (x 十 ys)， 

xy = ty ty2 十 二 rs 
所 以 反 过 来 ,同一 个 域 三 上 的 单纯 环 尺 的 直 和 是 正则 的 ,因而 
是 半 单 纯 的 。 现在 设 a 是 丸 的 任意 双 侧 理想 ， 它 十 中 心 内 的 
一 个 才 等 元 条 。 的 主 理想 。 这 时 

c mm clc 十 ce 十 …… 十 cc， 

因而 对 于 某 个 上 有 cie 关 0. 但 是 如 果 a 是 极 小 的 而 且 cje== 
cei， 则 eie 的 主 理想 是 R; 的 真子 集 ， 又 如 果 eje 关 e, 则 它 是 
a 的 真子 集 ， 因 此 eje 二 oj 一 e, 所 以 ea 一 Ri。 这 证 明了 和 直 
和 的 唯一 性 , 


| 
| 和 硬 和 


二 


证 明 . 5 的 任何 表示 P 产生 Re 的 一 个 表示 ,因为 如 末 
j= > 4sx, 4x € F,xXE€EG 


是 Re 的 任意 元 素 , 我们 可 以 取 p(h) 一 Baxp(x), 这 是 Re 的 
表示 。 G 的 等 价 的 表示 给 出 Re 的 等 价 的 表 不 ,有 反之 亦 然 ， 

G 的 正则 表示 是 G 的 以 Re 作为 F-G 模 的 表示 , 它 的 完 
全 约 简 的 形式 是 

Ro = eRoDe RD :DeRso, 

这 里 1 一 c 士 o 士 … 十 ee 是 究 等 元 素 而 且 它 们 是 
正 交 的 ， BD ej e; 一 0 对 于 天 7/ 这 时 每 个 ce; Re 都 是 极 小 
右 理想 . 现在 设 p(x) 是 6G 的 普通 的 不 可 约 表示 ,因而 也 是 Re 
的 这 种 表示 。 设 M 征 我 示 2 的 不 可 约 F-G 模 ， 那 么 W = 
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AMf， | 一 Mf(ei 十 … 十 es). 办 此 对 于 其 个 e;, M ei 关 0. 设 
m 是 M 中 的 向 量 ， 使 得 mei 关 0。 那 么 meiRe 六 0 是 G 的 表 
示 模 , 它 不 是 零 而 且 包 含 在 M 内 ， 由 于 M 是 不 可 约 的 ,我 们 必 
须 有 M 一 mc;Re。 对 应 

me 5 or ) 4 > 2 区 


是 一 一 的 ,因为 使 we;4 二 0 的 元 素 ec.3 组 成 右 理想 , 它 是 cjRe 
的 真子 集 , 因而 是 和 雯 ， 我们 在 表示 模 M 和 表示 模 cjRe 之 间 有 
了 算 子 同 构 ， 因 而 根据 定理 16.1.1,e(*) 等 价 于 G 在 极 小 右 
理想 ce,Rc 上 的 表示 . 

在 什么 情况 下 两 个 极 小 右 悍 想 产 生 等 价 的 表示 ? 极 小 右 
理想 必定 包含 在 唯一 的 极 小 双 侧 理想 内 、 设 

Re = RR :HR, 
是 分 Re 成 单纯 理想 ( 即 极 小 双 侧 理想 ) 之 和 的 分 解 式 .这 时 
1 = el 十 62 十 …… 十 cs， 而且 ci; 是 属于 中 心 的 容 等 元 素 的 正 
区 组 . 设 enRe 和 enRe 是 属于 同一 个 单纯 理想 R,; 的 两 个 极 
小 右 理想 。 那么 全 体 有 限 和 wenvi 十 十 Wmenvm (th， 
VRE Rs) 组 成 双 侧 理想 ， 于 是 因为 ei(en)e; en 六 0 属于 这 
个 集合 ,所 以 这 集合 是 R:。 因 此 ,对 于 适当 的 一 些 x* 和 v， 
Menvi 十 十 UpeilV = Cj, 
因为 性 一 ew, 对 于 基 个 1 有 
enuienv; 0. 

于 是 enviRKe A 0， 向 和 且 因 为 这 是 包含 在 极 小 理想 enR。 内 的 
矶 理想 , 所 以 cnviRe = enke. 因此 对 于 4€ Ro, 我 们 有 在 厂 
理想 eRe 和 eizRe 之 同 的 算 寺 辣 构 weinnh 二 之 eh, 因而 它们 
的 表示 是 等 份 的 。 这 证 明了 属于 同一 个 单纯 理想 的 极 小 右 理 
想 给 出 相同 的 表示 . 

现在 设 cnkec 和 和 cnkKsec 是 分 别 属于 单纯 理想 RR， 和 和 k, 
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( 关 力 的 极 小 右 理 起。 考虑 caRe 上 的 表示 ， 对 于 ci, ej 分 
别 有 了 映射 : 

ech > enhe; = eneh = enh, 

eic > enhe; = eneh = 0,， 
因而 plei;) 一 1 和 pe 一 0 同 理 ,对 于 enRe 上 的 表示 ,<， 
瑞 成 0 而 且 ej 映 成 1。 因此 这 两 个 表 不 不 等 价 ， 

我 们 已 经 利用 了 分 Re 成 单纯 理想 的 和 来 找 出 属于 Re 的 
中 心 Z 的 正 交 窜 等 元 索 。 那么 Re 的 中 心 是 什么 昵 ? 这 是 容 
锡 回 答 的 . 

定理 16.4.5。 Re 的 中 心 具有 基底 C; 一 zi 十 十 xn， 

证 明 . 如 有 果 Ci; 二 xn 十 *… 十 Xi 过 时 xia Ti 组 成 
G 的 共 轨 类 ， 则 对 于 y€G,y7T'Ciy 二 Ci， 因为 用 元 系 作 变形 
扒 不 过 使 共 皂 和 中 的 元 素 彼 此 置换 、 因 为 C; 与 每 个 yE G 可 
交换 ,所 以 它 与 Re 的 每 个 元 素 可 交换 , 即 它 属 于 Re 的 中 心 . 
区 之 ,如 朱 寺 属于 民 c 的 中 心 而 且 

一 


EG 


则 对 于 y€EG 有 


因而 在 内 共 轿 元 系 其 有 相同 的 系数 ,这 说 明 x 是 C; 的 线性 
组 合 


16.5. 绝对 不 可 约 表示 。 单 纯 环 的 结构 


我 们 已 经 开道 不 可 约 的 普通 表示 作为 群 G 的 正则 表示 
R(G) 的 分 文 而 出 现 . 因而 决定 这 种 表示 就 成 为 找 出 R(G) 
的 完全 的 简约, 这 也 琵 十 找 出 群 环 Re 的 不 可 约 的 右 理 想 ， 
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表示 的 不 可 约 性 是 依赖 于 基 域 的 相对 概念 。 例 如 当 6 是 
具有 元 素 1, x, *?* 的 3 阶 循环 群 时 , 在 有 理 数 域 上 的 群 环 R。 
有 分 解 式 Rs 一 RR;, 这 时 1 一 ci 十 C2, 而 且 


1 十 xy 十 和 2—x—x’ 
21 二 一 一 一， 一 一 一 
3 3 
征 攻 等 元 素 , Ri 以 el 作为 基底 ,而 R; 有 基底 :2,exx。 这 给 出 
表示 
11 0， 0 
p(x) 一 | 0 0， l 3 
0| 一 上 一 ] 


而 且 R 和 RR; 给 出 1 阶 和 2 阶 的 不 可 约 表 示 . 但 是 如 果 我 们 
增 深 1 的 立方 根 

ge 一 (一 1 十 W 一 3)/2 
来 扩张 有 理 数 域 , 则 R, 上 的 不 可 约 表示 就 成 为 可 约 的 了 。 了 到 
新 的 基底 
1 +x+t+x’ 
一 


_ 1 十 ex 十 ex 1 十 et 十 ex? 
CE 一 一 一 一 一， 一 一 一) 


3 3 

这 时 有 纠 十 z 一 e2; 对 于 这 新 的 基底 有 
1l, 0, 0 
0, ee’, 0 
0, 0606, & 
有 明显 地 , 域 的 进一步 扩张 不 会 再 简约 p(x) 了 . 
如 果 = 阶 表示 ?在 扩张 基 域 F 时 不 能 简约 ， 则 它 叫做 纺 

对 不 可 约 的 。 明 显 地 ,如 果 P? 在 KF 上 可 以 简约 , 即 


Pt 一 (和 全 5) 


对 于 所 有 *e G, 这 里 ol(wx) 是 ;Xs: 短 阵 , r(x) 是 (n 一 5s) XxX 
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pxY) 一 2 6 一 |. 
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(2 一 s) 和 矩阵, 则 p(%),h€ Re 作为 K 上 的 代数 , 它 的 维 数 最 
多 是 了 十 (n 一 ss 二， 因此 , 如 果 p(%4), h€ Re 是 F 上 的 
7° 维 的 代数 , 则 P 是 在 F 上 绝对 不 可 约 的 。 我 们 票 来 证 明 , 在 
域 的 适当 的 代数 扩张 下 ,任何 普通 表示 是 不 可 约 表 示 的 直 和 ， 
并 且 壮 阶 的 不 可 约 表 示 是 域 上 的 到 维 的 代数 . 

定理 16.5.1. 人 ?一般 个 二 


和 


I 


证 明 . 设 D 在 F 上 的 基底 是 wm，.…，w， 这 里 可 以 取 
Ui 一 ] 为 万 的 单位 元 妈 . 设 n 之 1, 考虑 1 = 4, wi, Wi，**'， 
Wu 它们 在 上 必定 是 线性 相关 的 , 旭 我 们 有 等 式 
u7 十 Cit 十 :十 an 二 0, a.€F, 
因此 ,如 未 把 1x) 一 和 十 at 十 二 ao 的 根 :or 
增 次 到 下 , 则 就 有 (wz 一 oa (一 aat) 二 0, 于 是 在 F 
的 这 个 代数 扩张 下 ， 4 一 wit 都 钙 零 因子 。 因 此 唯 有 在 zx 一 ] 
时 D 才 十 的 代数 扩张 上 的 可 除 环 ,而 且 这 时 DF. 
定理 16.5.2， 单纯 环 及 是 包含 R 的 可 除 环 六 上 的 罕 全 和 
证 明 . 设 cuR 是 尺 的 极 小 右 理想 ，eu 是 窜 等 元 秦 . 那 
么 1 一 ca 年 攻 等 无 素 而 且 尺 一 cuR 甸 (1 一 ei)R. 如 果 esR 
是 (1 一 el)R 内 的 极 小 右 理想 , 这 里 e: 是 宪 等 元 素 , 则 我 们 
有 (1 一 ew)es 二 e2, 因而 cc 一 0， 又 ce 一 ec 一 cell 是 肾 
等 元 素 , 而 且 eyR = cR 和 ene 一 0, ewen 二 0. 于 是 R= 
cuRBDeyROD(1 Cu en)R. 现在 假定 已 经 找 出 正 交 OE: 
等 元 素 ci "seiis 使 得 ejjR 古 极 小 石 理 起, 有 而 且 
R= eRODeRO .BeinRO(l Cm em— ~ 0 ) Rh, 


1) 也 叫做 体 ， 一 一 译 者 
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设 cin 古 咎 等 元 素 ,使 得 eHR 是 (1 一 eu 一 … 人 一 7 内 
的 极 小 右 理想 . 祁 么 et 一 (人 1 一 cu 一 一 eii) cir! 因而 
CCil 一 eji(1 一 一 ”一 esii) ent 一 0, 1 一 1， ***, 1, 
如 果 令 eitvin 一 cin(l 一 en 一 "一 ci 则 cei 是 客 
等 元 篆 、 eitvinR 一 eimR, 几 且 Ci+l,itl 与 cl tii 也 正 
区 .继续 下 去 ,最 终 得 出 
R= clRR 申 coR 引 起 <,R， 
这 里 cis 古 正 交 的 医 等 元 素 , epR 是 极 小 右 理想 ,市 且 
1] 一 cl 十 士 c，。 
5 引 理 16.5.1. ciRei; 天 0 对 于 fi， 1 一 上 1，.… 7， 


证 明 . 全 体 有 限 和 > URCiEUR 组 成 包含 ci; 关 0 的 双 侧 


理想 ， 因 而 这 些 和 组 成 整个 环 R. 因此 对 于 适当 的 元 素 妈 ， 
Vs 我 们 有 DUKE irik 3 Cjij 于 是 DURCIVRE 一 Ci。 因此 对 于 
某 个 v， eiive;; 0, 

5 引 理 16.5.2. ci 人 ci 征 可 除 环 ( 记 做 D,). 

证 明 . eReis 当然 是 在 加 法 和 乘法 下 闭合 的 ， 因 而 它 是 
R 的 于 环 。 它 以 作为 单位 元 素 。 只 需要 找 出 不 是 0 的 
元 索 的 逆 ， 如 果 errxei 天 0, 则 ejixeiiR 是 天 0 的 右 理想 , 它 
包含 于 《因而 驶 等 于 ) 极 小 石 理 想 ej;R。 因此 对 于 某 个 y， 
CiiXCi esr esirei: CC eii, 十 是 eiiyeii 是 CiiXeii 
在 eiiReii 内 有 的 逆 , 所 以 eiiReii 是 可 除 环 . 

对 于 每 个 i 二 2,，*……,# 取 一 个 元 素 enbei; 关 0， 而 且 记 
enbeii 一 2r。 那 公 
因为 ej:RCenR, 所 以 eR 一 caR， 因 此 对 于 某 个 yc 一 
Cl eu(eiiyen) 一 ecu, ben = einyeu, 那么 对 于 i 一 2 …， 


71， 
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Ci = Enel Ci Cue > en, 


因此 evienevien = eh = eu， 所 以 ec; 关 0。 然 而 (enen)’ = 
cnen， 这 讽 朋 它 是 eiiReii 内 多 大 等 元 系 , 因 而 ene1i 一 人， 因 
为 在 除 环 隔 单位 元 素 是 唯一 的 非 零 暴 等 元 么 。 现在 在 1 闫 1 
时 令 CC; ”Ci 那么 我 们 有 CER > CHCIICICIR™ CilC11C1kR ~ 
cielk 一 Cikp。 又 如 宁 7 了 关 则 eiseps 二 eijewerrcrs 一 0. 因 
此 对 于 这 个 ci, 我 们 已 经 证 明了 下 列 结 论 : 
Ciers — Ceis 0;; = 1, 6 一 0 1 天 8， 
所 以 ei 其 有 与 下 列 n Xx 二 和 矩阵 祖 同 的 乘法 性 质 : 
Ei (4), if = 1, 7 
这 里 ai; 一 1, 而 当 (r,s) 关 (i, 人 站 时 ,ar 一 上 0. 
现在 从 可 除 环 Di 一 euRen 定义 坏 D,D 的 元 系 4 是 : 
d = di endiey 二 Tt edien, 
对 于 每 个 26e D,。 我 们 不 难 验 证 吕 同 构 于 D,, 因而 它 也 是 可 
除 环 。 对 应 于 Di 的 单位 元 过 ,我 们 有 cll ey 十 … 十 con 一 
1, 它 征 忆 的 单位 元 素 也 是 尺 的 单位 元 系 。 又 对 于 dE D, 我 
们 有 er 有 一 cite = deis. 
最 后 ,对 于 任意 x € R, 我们 有 
xx 一 1rl 一 (cu 十 … -十 cy)x(euy 十 …. 十 ci) 


> CisXe jie 


而 这 时 

对 于 某 个 Ul € D,, 因而 对 于 w€ 已 ， 我 们 有 Yi Wei; ™ Ci 
这 就 完 抱 了 定理 的 证 明 。 我 们 证 明了 , 单纯 环 可 以 用 可 除 
环 D 上 的 mn Xx # 距 阵 坏 以 明 扎 方式 表 出 ， 这 时 DD 的 单位 元 素 
与 环 尺 的 单位 元 篆 相同. 
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定理 16.5.3. 知 果 Re 时光 F 下 风 守 时 织 如 中 则 就 三 在 


| 和 和 
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证 明 . Re 东城 上 是 半 单纯 的 ， 必要 而 且 只 要 域 F 的 
特征 不 整除 群 G 的 阶 ， 这 个 性 质 并 不 因为 把 F 换 成 的 代数 
扩张 P” 而 改变 。 如 果 在 把 FEF 上 的 Ro 表 成 单纯 环 的 直 和 的 
分 解 式 RR, 轨 …- 田 R; 中， 存在 某 个 单纯 环 Ri, 它 所 对 应 的 可 
除 环 DD 不 古 域 , 则 在 作 F 的 菜 个 代数 扩张 R” 时 , 环 DD 不 理 
征 可 除 环 。 这 样 就 将 以 下 列 两 种 方式 之 一 而 改变 Re 的 分 解 
式 : 《1) 增加 (而 决 不 会 减少 ) 了 在 Re 的 中 心 内 的 究 等 元 素 
的 个 数 , 因而 使 一 个 单纯 环 解体 成 若干 个 单纯 环 的 直 和 ; (2) 
在 单纯 环 Rx 内 找到 较 低 维 的 可 除 环 D*, 而且 Ri 表 成 D” 上 
的 较 高 维 的 矩阵 环 。 这 两 种 情形 都 会 出 现 . 我 们 已 经 看 到 过 
企 3 阶 群 的 表示 中 出 现 第 一 种 情形 。 第 二 种 和 迟 形 出 现在 四 元 
数 群 0 在 有 理 数 域 F 上 的 环 Ro 中 ，F 上 的 Ro。 是 四 个 1 维 
单纯 环 和 一 个 4 维 单 纯 环 的 直 和 ， 这 个 4 维 单 纯 环 是 可 除 环 
《四 元 数 代 数 )， 如 果 我 们 把 i 增添 到 , 这 个 可 除 环 变 成 复 
有 理 数 上 的 2 x 2 短 阵 的 环 ， 

在 任何 情况 下 ,，F 的 代数 闭 包 F 是 这 样 的 域 ， 在 这 域 上 
Rc 中 出 现 的 每 个 单纯 环 Ri 都 是 下 上 的 矩阵 环 。 单纯 环 R、 
的 和 矩阵 单位 元 系 e5 可 以 用 G 的 元 素 x 表 出 ,而 且 包 含 着 出 现 
在 这 些 表达 式 中 的 全 体系 数 的 任何 域 FEF” 都 有 性 质 : Ri 是 
FY 上 的 完全 乱 阵 环 ， 显然 大 F 的 有 限 扩 张 . 


器 


R=R, + . 土 民 ， le “* R ,的 了 个 单位 元 素 作 
为 它 的 基底 . 


亚 和 


证 明 . 设 Ri 是 F 上 的 完全 wn Xx 2 矩阵 还， 假定 


9 302 。 


-3 EE TE TT ep eh oe er het pe he eri em 


各 一 > Hii ii ai € a 
属于 RE 的 中 心 。 从 esx 一 xcer 得 出 
2 Herj 2 dirCire 
因此 当 j 关 ss 时 a; 二 0, 而 昌 a 二 4m， 于 大 
二 au(en 士 … 十 ean) 一 Cn， 
而 且 所 有 这 种 元 素 都 属于 R% 的 中 心 。 如 村 
R= Ri+ .+ R,, 
则 RR 的 中 心 是 R 的 中 心 的 直 和 和， 因而 它 以 这 些 R% 的 ?个 时 
位 元 宗 作 为 基 压 . 
我 们 已 经 得 到 了 联系 G 的 普通 表示 和 半 单 纯 群 环 Re 的 
一 系列 定理 .我 们 把 这 些 结 果 合 成 一 个 定理 ， 
下 16. 5.5. 和 二 的 登 一 人 的 生生 和 全 人 


| | 
三 是 人 
党 昌 


让 证 六 二 有 oi 的 内 是 可 小 二 1],，.**.,r， 人 


从 吉 估 中 人 we 在 RCG) 内江 到 en 与 oa (到 


是 G 的 阶 ， 中 则 2 = 11 十 n2 十 

证 明 . 根据 定理 16.4.4, 每 个 普 通 的 不 可 约 表示 等 价 于 
在 Re 的 某 个 极 小 右 理 想 上 的 表示 ， 因 而 是 R(G) 的 一 个 分 
支 . 又 不 等 价 的 不 可 约 表 示 的 个 数 等 于 Re 中 的 单纯 理想 了 个 
数 。 必要 时 把 域 忆 扩张 成 F*, Re 的 中 心 具 有 由 7 个 客 等 元 
素 组 成 的 基底 ， 因 而 根据 定理 16.5.4, Re 是 * 个 矩阵 环 的 直 
和 .但 是 根据 定理 16.4.5，Rc 的 中 心 以 各 共 粥 类 元 素 的 和 
C; 作为 基底 ,因而 ”是 Gc 的 共和 斩 类 的 个 数 . 在 天 上 ,在 民 中 
出 现 的 极 小 右 理想 是 euR ,而 且 妆 尽 ;, 古 2 X 2 算 阵 环 时 , 它 
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共有 基底 caseo,… …，cm。 对 应 的 表示 pi 的 阶 是 wm, 而 且 当 
Pi 扩张 成 Re 的 表示 时 将 会 一 一 地 表示 单纯 环 R;, 但 是 把 所 
有 其 他 的 R; 表示 成 0, 因为 在 定理 16.4.4 的 证 明 里 曾经 指出 
过 ,如 条 e; 是 Ri 的 单位 元 率 (i 关外, 则 pj(ej) 二 0。 因此 
pi(Ro) 是 F” 上 的 台 维 的 完全 矩阵 环 , 于 是 它 当 然 是 绝对 不 
可 约 的 ， 因 为 进一步 的 简约 只 有 当 它 在 F*” 上 有 较 低 的 维 数 
时 才 有 可 能 。 又 由 于 维 数 是 z;, 所 以 与 每 个 p;(x),x€G 可 
交换 的 和 滤 阵 只 可 能 是 单位 短 阵 的 数量 售 。 最 后 , 因为 每 个 R， 
有 由 好 个 元 素 组 成 的 基底 ,所 以 它们 的 直 和 的 基底 包含 好 十 
十 天 个 元 素 。 但 是 Re 以 G 的 E 个 元 素 作为 基底 .因此 
gg 一 1 十 十 12 
R; 是 好 | 个 右 理 想 ecu, **, eon 的 直 和 ， 因而 or 在 R(G) 
内 出 现 w; 次 . 


16.6. 在 普通 特征 标 之 间 的 关系 


上 一 节 探 讨 了 群 G 的 这 种 表示 , 它 取决 于 Re 的 本 质 和 6G 
的 表示 给 出 Re 的 表示 的 事实 .在 本 节 中 我 们 将 寻求 特征 标 
X(x)(x € G) 之 间 的 关系 .它们 与 G 本 身 的 关系 比 与 Re 的 关 
系 更 为 密切 .在 本 节 中 我 们 谈 的 都 是 普通 表示 . 

定理 16.6.1.。 设 4 和 8B 是 两 个 F-G 模 . 如 果 4 有 维 数 


四 


起 阵 的 加 法 它们 使得 oC) 一 or 关于 所 有 x€G. 
推论 16.6.1. 从 4 到 自身 的 算 子 自 同 态 环 同 构 于 使 
ox)e 一 ap(x) 的 mXm 算 阵 a 有 的 环 . 
证 明 . 设 4 有 世 底 1,，……, us，B 有 基底 wv ，…,v。. 那 
么 从 4 到 下 的 任何 线性 上 映射 由 基 元 素 的 像 决 定 , 设 
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Hi 一 G101 十 “ 十 dintns 


入 


三 要 和 


而 且 记 a 一 (43)5i 二 1 上, 加; 了 二 1，……,#, 这 些 线性 映 
射 组 成 加 法 群 , 它 同 构 于 和 抢 阵 “ 的 加 法 群 。 如 果 这 些 线性 上 映 
再 还 太 算 子 同 态 > xi 一 时 还 有 ux 一 Vx 对 于 x€G。 这 
说 明 肌 射 4-> wx 一 >vr 和 ww 一 ->v -> vx 重合 ,这 就 得 出 关系 
p(xX)e = oo (x) 

对 于 所 有 x € G. 

当 从 4 上 映 到 自身 时 ， 这 映射 就 叫做 目 辣 态 ， 这 时 如 霖 “ 
和 8 是 两 个 算 子 目 同 态 , 则 我 们 有 

p(x)(aB8) = [p(x)alp = [oo(x)]p = (of) pl), 

因而 使 p(x)e = gp(x) 的 矩阵 < 组 成 的 环 同 构 于 4 的 算 子 目 
同 态 的 环 ， 

和 16.6.2 对 于 任何 8 模 都 成 这 ， 这 里 如是 指 任 何 算 于 

合 ,; 当 然 我 们 主要 关心 的 是 fF-G 模 的 情形 . 

定理 16.6.2 人 加 人 和 B 芋 风 个 不可 纠 肌 0 


吾 
旬 入 
昌 


-证明 设 ， xcE4 Epocl 那么 如 未 对 于 某 个 
xsE 4， 和 存 仿 异 于 辐 仿 使 x 下 v 关 0， 则 ww 一 zw 对 于 所 有 
E80， 这 时 wu9 走 4 的 于 模 , 因 为 4 起 不 可 约 的 , 所 以 它 征 整 
个 4. 因此 4 二 w2 一 v8 关 0, 于 是 4 一 v0 一 B， 这 映射 
必定 是 一 一 的 ， 因 为 否则 4 的 映 成 零 的 非 零 元 素 组 成 4 的 8 
子 模 ,这 与 4 不 可 约 的 假设 矛盾 。 因 此 这 映射 是 同 构 , 因 币 特 
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让 去 


别 地 ,从 4 到 自身 的 每 个 算 子 自 同 态 是 算 子 自 同 构 ， 
定理 1 16.6.3. 知 案 2 和 5 和 有 人 人 


> pC say) — 


yE€o 


= > p(y) so0(y-!). 


那 公 对 于 re 6G， .YT , y ”二 2x， 
p(x)a 一 >, plx)ply) Eo(y!) = >, plxy)Eo(y™!) 


— yo(z)5o(s cz) = oo(x), 


对 于 所 有 x+€ C， 

因此 ,根据 定理 16.6.1 和 16.6.2, 当 2 和 是 不 等 价 的 不 
可 约 表示 时 ,我 们 必定 有 w 一 0. 注意 这 些 定理 对 于 G 在 任何 
域 上 的 表示 都 成 立 . 

刀 条 放 (y) 和 f(y) 是 对 于 yeG 定义 而 且 在 F 内 取 值 的 
两 个 函数 (我们 现在 假定 王 的 特征 不 整除 G 的 阶 )， 那么 我 们 
定义 它们 的 对 称 的 双 线 性 纯 量 积 为 : 


(fi, f2) 一 二 了 f(y) f(y). 


由 于 和 随 y 而 过 历 G, 我 们 容 荔 验证 : 

1) (上 12) = (f,, 1.). 

2) (fi tf, fa) = (fi, f3) + (fsfs). 

3) (afi, f) = <, f), a€ F. 
现在 假定 px) 和 kx) 是 不 等 价 的 不 可 约 表 示 。 如 末 在 定理 
16.6.3 里 取 二 一 cj, 为 在 位 置 (r,s) 处 征 1 其 他 孝 征 堆 的 
m X 2 矩阵 , 则 就 有 
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~ \ = 
(一 (ac )， Cr 一 > Oa (YI)o (yy ')， 


YE 


po(%) = (px)), i171 一 1 7 
ox) 一 (Cai i, I= 1,..*,n 
因为 根据 定理 16.6.1 和 16.6.2 有 w 三 0, 所 以 (po op) = 二 0. 
我 们 还 可 以 证 明 更 多 一 些 . 
定理 16.6.4.、 如 未 2 和 和 o 是 有 限 群 G 的 个 等 价 的 个 可 约 


有 普通 表 不 , 则 对 - 于 所 有 的 i，。7，s，7， 对 称 双 线性 纯 景 积 


(ora01) 一 0. 如果 。 量 ” 阶 的 弧 对 不 可 约 衣 普通 表亲 。 则 队 
1 一 1 7 一 7 外 (Conrson) 一 0, 因而 对 于 有 所 有 i, 7， 
(pj;, Gj;i) 一 = 
证 明 . 我 们 已 经 证 明了 定理 的 第 一 部 分 。 现 在 来 考虑 G 
的 绝对 不 可 约 的 普通 表示 p。 设 # 是 ?的 阶 , 如 果 是 任意 
HJn Xn 人 
¢ 一 -一 = >， poly) sply™) 


YEG 


满足 关系 p(x)o 一 Le 对 于 所 有 x 《 G。 因此 根据 定理 

16.5.5，& 是 单 位 矩阵 的 纯 攻 做 a 一 41,， 这 里 系数 4 取决 于 

ss。 如果 上 二 ce,, 则 记 4 二 4,,。 于 是 461; 一 (pir 0s;). 但 是 

(op yp 一 《os pis) 所 以 除 1! 一 / 并 且 1 一 > 外， 450ij 一 

hii ss 一 0， 而且 (pii» 0ji) 一 hii 一 (pji»01;) ;i。 因此 
本 二 二 4， 


1 _ 
nh Sh oo) 
> pl 1) 四 l, 
y 
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因此 1 = 1/n、 这 证 明了 定理 的 其 余部 分 . 注意 m4 二 1 说 明 
阶 ”不 筱 王 的 特征 整除 . 

可 以 把 这 些 绪 采 市 到 特 任 标 上 . 

定理 16.6.5.， eh 共 丰 的 个 和 的 特征 标 ， 由 


间 和 


“证明 和 风 
对 村 y€G, 


X(y) 一 2 pii(y), py) 一 2 oi(y). 
因为 纯 量 积 是 双 线 性 的 ,所 以 
(X, $8) 一 2 (pii, 0;1) = 0， 


因为 和 式 中 的 每 一 项 都 是 零 。 现 在 设 X 是 4 阶 表示 ?2 的 绝对 
不 避 约 的 特 伍 标 于 征 


(X, 2D) = Zo 30 一 (pu on) = D1 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， 
推论 16.6.2. 于 于 合同 表示 人 Xlx) 一 8。 对 于 其 他 


事实 上 ， 在 恒 同 表示 下 对 于 任何 x 都 有 X(x) 一 1, 因而 
XCx) 一 g. 而 如 果 X 是 任何 其 他 不 可 约 表示 的 特征 标 , 取 


XEG 


为 恒 同 特征 标 , 则 (X,%) 一 0 给 出 = EX(x) 一 0. 
定理 16.6.6. 如 果 X, 风 是 特征 标 而 且 X= ZaXi,， 册 二 


gb， 这 里 Gi 一 1，… 和 则 (X， 


6) 一 1! 是 作为 多 对 不 可 多 和 人 标的 必 训 而 县 挛 分 的 和 人 
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证 明 ， 这 个 定理 可 以 从 定理 16.6.5 利用 纯 量 积 的 双 线 性 
得 出 。 如 果 $ 二 ZcjXi, 则 cc 是非 负 的 整数 ， 而 且 如 果 (4$， 
4) 二 2ci 二 1, 则 当 域 F 的 特征 是 零 时 ,可 以 得 出 c 中 有 一 
个 和 1 而且 其 余 的 是 零 ， 

定理 16.6.7。 阿 贝尔 群 G 的 绝对 不 可 约 表示 的 阶 都 是 1 

证 明 . 因为 G 是 阿 贝尔 群 ， 所 以 它 的 所 有 元 系 属 于 同 

一 个 共 力 类 ,因而 如 果 & 是 它 的 阶 , 则 我 们 有 阶 为 1， ,7。 
的 g 个 绝对 不 可 约 表示 ,这 里 g 一 妇 十 妇 十 十 24。 因此 
7 一 1 一 :一 7 一 1. 然而 对 于 工 阶 的 每 个 表示 p(x), 我 
们 fxX(x) = p(x). 内 此 绝对 个 司 约 表示 特征 标量 合 ， a 
它们 吏 征 在 审 十 三 章 里 讨论 过 的 阿 由 和 尔 群 的 特征 标 ， 

定理 16.6.8， 设 * 是 群 G 中 的 姑 阶 元 素 ， 又 2 是 CG 的 ? 
阶 表 示 。 那么 ， 必要 时 把 w 次 单位 根 添加 到 F ; P(%) 相 似 于 以 


大 产生 


"次 举 位 根 作为 对 第 天 的 对 角 逢 只 如 果 下 是 复数 域 ， 则 


和 


证 明 . 生 队 1， 机 …， ee 是 m 阶 循环 群 C 
的 表示 . 但 是 C 的 绝对 不 可 约 表 示 是 1 阶 的 ; olx) = (25)， 
这 里 因为 1 = x”, 碾 以 5” 二 1, 因而 56 是 mm 次 单位 根 .在 Re 
内 容 多 验证, 当 % 退 历 全 体 m 次 单位 根 时 ， 
一 (1 二 wr 十 ox? 十 十 wm lx”m-!) 


是 六 此 不 可 约 表 示 的 过 和 竺 元 寡 , 因 此 ,在 把 m 次 单位 根 添加 到 
玉 《 筷 的 特征 当然 不 是 严 的 约 数 ) 后 ,，C 的 表示 p(x) 完全 简 
约 , 而 且 我 们 得到 相似 于 p(x) 的 对 角 和 矩阵 , 它 的 对 角 元 素 是 
pr， 这 里 和 都 定 放 次 单位 根 。 因此 X(x) = bi 十 

十 ba。。 于 在 p(x) 相似 于 以 67',，"…*, ba! 为 对 角 元 素 的 
对 用 定 阵 ,而 且 Xz 一 各 十 :十 2。 又 如 果 忆 是 复数 
域 ， 则 任 向 次 单位 根 的 着 是 它 的 共有 复数 . 由 0 一 0， 所 以 
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X (x-!) 一 X(x). 
议 2 十 群 G 的 任何 表示 ， 而 且 对 于 每 个 x€G, 定义 
B(x) 一 px) ,这 里 用 了 工 表示 矩阵 的 转 置 ， 那 女 
(xy) 一 pyr) = [ply™) px ) 
一 pz) p(y™) = p(x)ply). 
内 而 6 也 征 G 的 表示 ， 它 叫做 表示 2 的 逆 步 表示 . 
设 工 是 2 的 表示 模 , 它 在 玉 上 的 基底 是 za,……，xm， 取 忆 
上 具有 基底 Vs “""s Vy 有 的 任何 空间 L. 对 于 ww 二 ait 十 “十 
antin € 上 和 vv 一 bv 十 … 十 bvs 《上 定义 纯 量 积 w .zy: 
U 21 一 bi 十 ip 十 .十 DEF 
这 个 纯 量 积 是 (L, L) 于 由 Wi * Vi 一 Oj; 决定 的 双 线 性 项 数 ， 
我 们 用 下 列 等 式 使 ww，: ……，z。 成 为 表示 6 的 基底 : 


ViX = 2 Bi; x) y, = 2 Ci zz 
于 是 
Uix * Vix = > pirCx) pox up vs) 


> pirC%) pri(x™!) = 60, 
大 


因为 p(*)p(z-0 一 1,. 因而 对 于 所 有 xe 工 , po6 记 和 >xe G， 
都 有 xxz， wx 一 ww，v， 所 以 当 纯 量 积 的 两 个 因子 用 G 的 同一 
个 元 素 作 用 时 它 的 值 不 变 . 对 于 上 的 任何 子 空间 M', 我 们 
使 它 对 应 于 工 的 这 样 的 子 空间 MM,M 由 使 w，v 二 0 对 于 所 
有 ye M’ 都 成 立 的 所 有 wu EL 工 组 成 因此 dimM’ 十 dimM = 
n, 而 且 这 是 在 和 上 的 子 空间 之 间 的 对 偶 对 应 . 如 果 M 是 
上 的 表示 子 模 而 且 ye M', 则 对 于 x6G，pwxzmEM ， 于 是 
2x~， 4 一 0 和 .ax 一 0 对 于 所 有 ycEM 和 w& M 者 成立， 
因而 wxe M 而 且 M 是 工 的 表示 子 模 . 因此 ， 特别 地 , 上 是 不 
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可 约 的 , 必要 和 而且 上 只 要 区 是 不 可 约 的 。 如 果 o 是 绝对 不 可 约 
Hn Xn 表示， 则 因为 5 在 上 的 维 数 是 zw、 所 以 5 在 F 上 
的 维 数 也 是 吉 , 因 | 仙 它 显 然 古 绝对 不 可 约 的 . 

根据 定义 ,8 一 po. 又 如 果 P? 和 o 是 等 价 的 则 存在 某 个 
$5, 使 得 对 于 所 有 x€G 和 有 

STip(x 1)S = o(x™!). 
然后 取 转 置 ,因而 对 于 所 有 x€G 有 
S'p(x  ) ST = o(x™), 

则 5 和 #5 也 是 等 价 的 . 

议 7? 十 G 的 共 罗 类 的 个 数 ， 设 po ,po, 是 G 在 Ff 上 的 
绝对 不 可 约 表示 ,这 里 为 了 方便 起 见 , 我 们 取 p, 为 恒 同 表示 : 
p(x) 一 1 对 于 所 有 *& G，( 这 对 应 于 知 等 元 素 二 5 «. ) 


于 十 站 一 pm Pp 是 男 一 顺序 的 同一 些 表 示 。 同 理 ， 设 
CC 是 6 的 共 斩 类 ,这 里 为 了 方便 起 见 ,我 们 取 C1 二 1 
为 早 由 单位 元 素 组 成 的 类 ， 同一 类 C; 的 元 素 的 逆 组 成 类 C;. 
因此 ,Ci = 一 C…，C: 仍然 是 C 的 共 扳 类， 

设 X(x) 是 表示 p(x) 的 特征 标 , 我 们 把 6(x) 的 特征 标记 
做 XX(x)。 这 时 X(x) 一 Trp(w): 

X(x) = Tr p(x ) = Tr p(x™!) = X(x-!), 

而 且 我 们 从 定理 16.6.8 知道 ,在 复数 域 的 情形 ，X (x-!)=X(x) 
是 X(x) 约 共 罗 复 数 . 因此 这 个 记号 与 复数 域 的 共 思 复数 的 记 
瑟 协 合 。 我 们 和 注意 到 ， 在 复数 域 上 ， 只 有 当 2 的 所 有 特征 标 
XAx) 都 龙 实 数 时 才 有 o 一 fb. 

议 如 是 在 表示 po 下 的 共 斩 类 C,; 的 一 个 元 素 的 绝对 不 可 
约 的 特征 标 . 我 们 把 CC， 中 的 元 素 个 数 记 做 4;。、h， 是 元 素 
xz EC， 的 正规 化 了 的 指 数 ， ad ， 则 gihi 一 8. 
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全 标 成 立 : 


XEXE 
> 2 一 5 
1 &i 


i 二 
Fr 


2 XX = bij8i. 


本 一 工 


证 明 ， 根据 定理 16.6.5, 我 们 有 
到 SCe)Xe(xz-1) 一 5。 


但 是 当 x 和 y 在 同一 个 共 斩 类 C; 内 时 有 X(x) 一 XCy)。, 而 时 
这 时 xz 一 和 和 % 在 同一 个 共 辆 类 Ci 内 这 时 K(x ) xX (x). 
因此 对 于 C; 中 的 x, 上 面 的 和 式 包 含 有 个 等 于 Xi 的 项 . 因 
此 

, hh: yayb 
> XX = 0, 


i 二 1 


异 ] 


这 说 明和 如果 M 是 这 样 的 矩阵 : M 二 (ma), 4a,1 二 1,"*…*, 了 7， 
这 里 mu 一 Xi, 则 杆 阵 
M 一 《rip7)， 1 0 二 1 7 


这 里 
1 
7 Me 

将 使 
MM’ = 1,, 


因而 M 是 寻 的 道 。 于 是 还 有 MM 一 1,, 由 此 得 出 


> 二 NX: X 一 05， 


so=1 8i 
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TT + ao 和 


定理 中 的 第 二 个 关系 也 右 得 到 了 ， 

和 群 丈 的 结构 导出 特征 标 之 问 的 进一步 的 关系 .。 在 分 Re 
为 单纯 环 的 直 和 的 分 解 式 

Ro = RH :HRD HR, 
由, 设 ci 二 1，…… ,7 是 Rs, 的 矩阵 单位 元 素 , 而 且 RR 的 
单位 元 素 是 es 二 二 十 es 十 …' 十 e 加 对 应 于 Ra 的 不 可 
约 表 示 ps = 二 p! 等 价 于 在 Rs 的 极 小 有 理想 上 的 表示 。 设 这 个 
理想 是 chR, 它 的 基 虑 年 
el1ls Cl21> “**, C1n. 

那么 


> 人 。 
f 


现年 没 x 一 各 十 十 各 十 十 为 ,这 里 zk Rs 并且 
Xs = Cres = Cat = Yen, 
如 林 
1, 一 > XI: Eiji, 
| 
则 etx = elicax == elixo, (HH 
CliXel; 一 Xijelje 
但 是 根据 表示 的 定义 ， 
clixec?i 一 eri(xX) etl, 


因此 ,在 所 有 的 情形 都 有 x1; 一 pi;(x), 以 
te 2 pi (x ) eij, 


我 们 记 Ci 一 》 x, 因为 用 同一 个 记号 表示 共 轿 类 和 作 


XELC 
为 Re 的 元 素 的 同类 元 素 的 和 并 不 会 引起 混淆 ， 于 是 Cu C2 
… ,C; 是 Re 的 中 心 的 基底 。 设 
CC 一 CUT 二 .二 CC 十 十 Ch， 
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这 申 CA € R,. 那么 因为 Ct 属于 R, 的 中 心 Z (RG), 它 是 es 
的 纯 量 倍 , 鲁 
Ck 一 4tk ca。 
但 十 
Tror(CX ) 一 >, Tro'(x), 


xEChk 
因而 nou4 二 hxXk ,这 里 是 ps 的 阶 ， 因 此 
ue 一 AM 


Ns 


2 


所 以 
aXr 
Hs 


Re 的 元 素 C;,*…*…，C, 作 为 Z(Re) 的 元 素 具 有 乘法 表 : 
CC 一 CiC ; > Ci 人大。 
k 


这 里 在 特征 为 零 的 域 上 , ciix 是 非 负 的 整数 。 因 为 CC = 
CjCi 不 包含 负 项 . 

因为 Re 古里 纯 环 R, 的 直 和 。 分支 C1 将 满足 C; 所 满足 
的 同样 关系 。 因 此 : 

定理 16.6.10. 


Ci 一 CCi = >， CiikCk, ad ] ， “人 
大 


Cr 一 c 


而 且 
NAR Ss MR 
Nn， 7 之 11 a, 3 3 sls. 
在 定理 16.6.4 的 证 明 中 指出 过 双 一 1 这 里 二 一 2 是 
绝对 不 可 约 表示 的 阶 。 因 此 在 定理 16.6.10 中 用 n, 除 是 许可 
的 . 
给 了 域 K 上 的 两 个 线性 空间 LL 和 M , 我 们 用 下 列 方式 定 
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村 4 和 四 


又 它们 的 张 量 科 积 志 x Y: 如 从 4,……… un 是 二 的 基底 ， 刀 : 
是 对 的 基底 ， RL x M 吓 F 上 具有 基底 uivis» 1 = 1, 
me 1 ,到 的 线性 空间 。 对 于 
tt = ami EL 
让 v= bv 二 "十 5b.vn€ M,， 


我 们 定义 乘积 uv 一 >) aibjwiv; 为 L X M 的 元 素 ， 可 以 验 


让, 工 避 MM 的 基底 变换 对 应 于 上 Xx M 的 基底 变换 . 

好 未 工 古 群 G 的 表示 ?的 fF-6G 模 ,而 且 MM 是 G 的 表示 5 
的 F-G 模 , 则 我 们 定义 表示 2 和 5 的 克朗 醒 殉 乘积 op Xo 为 
G 在 工 X M 上 的 表示 , 它 由 下 列 等 式 决定 : 

(zz 一 (ux)(vx), 对 于 所 有 uwEL,v€EM,xr€G, 
内 此 如 来 or 等 价 于 2 而 且 os 等 价 于 og， 则 p, Xx ol 等 价 于 
2 X 0, 因为 这 对 应 于 工 和 M 的 基底 变换 . 

定理 16.6.11.。 如 果 P 和 o 是 G 的 表示 ,它们 的 特征 标 分 

别 定 X% 和 风 , 文 如 末 忠 是 p X 5 的 特征 标 ， 则 对 于 每 个 x& 6， 

我 们 有 be) = XC LC). 

证 明 ， 如 本 


本 ， 
HiX 一 > , Pi; (x) us, 1 ] ， “ ”3 7, 
1 


UX = >, Oij(X) Vv;, t= |, .+.., Hn, 
X(X) = > Dig) WL) = > oii(%). 


(iw;) x > [ pir Cx )ur los) vw]. 


太 让 


p(X) 一 2 Dii (x )0,;(%) 


-| oi) [D0 -zw 


从 定义 和 道 张 量 乘积 和 克朗 耐克 乘积 是 可 交换 的 和 可 绽 
合 的 。 因 此 如 末 ps 和 ps 是 CG 的 绝对 不 可 约 表示 , 则 


py X pa 一 0 X ps 一 > BabceDes 


(这 里 gosc 是 非 负 整数 ) 是 分 p。X ps 为 具有 系数 gss 的 不 可 
约 表示 po. 的 直 和 的 分 解 式 。 同样 的 关系 对 于 特征 标 也 成 立 ， 
我 们 写成 一 个 定理 . 

定理 16.6.12. 群 G 的 绝对 不 可 约 表示 满足 关系 


我 们 把 已 经 得 出 的 特征 标 之 闻 的 关系 总 结 一 下 ， 记 
C= 1, C2 ,CC, 是 G 的 共 : 轨 类 ， pi 是 但 同 表示 ， D23 “pr 
是 绝对 不 可 约 表 示 , Xi 在 证 a 个 表示 中 的 第 7 个 共 粥 类 的 特 
企 标 : 


明和 


pp, Ni- -Xs -x 
这 时 我 们 有 g;h; 一 g, 这 里 包 是 共 斩 类 C; 的 元 素 的 个 数 
下 列 正 交 关系 成 立 : 
1) 在 行 之 间 ; 


319 ， 


i rt 


” va J 
三 A Xi 。 A 
Veabe 


i=1 65t 
2) 在 询 之 司 : 


XI = 5ij8i 


a 二 1 
3) 在 每 一 行内 : 
hiXs hx hh XK 
Nii >, ci Kt, 
Ns Ng 4 Ng 


4) 在 每 一 列 内 : 
KR = 2 ga 


这 里 ci 和 gase 是 非 负 整数 ， 它 们 是 可 交换 和 可 绍 合 的 代数 
时 乘法 贡 数 ， 
群 G 的 每 个 作为 置换 群 x(G) 的 表示 也 可 以 看 做 矩阵 表 
未 ,因为 如 末 
r(xX) 一 人  ) 


对 于 xxEC, 则 可 以 把 它 看 作 基 底 zi， zw 上 的 表示 ,这 里 
UN Wi; 
于 十 X(x) 不 怀 在 x(x) 下 不 变 的 文字 的 个 数 . 
定理 16.6.13。 在 g 阶 和 群 G 的 置换 表 不 CC 由 ， 


> ,Xx) = kg, 


Eo 


这 日 《不 传 进 组 肝 个 数 。 这 时 作为 涉 隆 表 不 且 表 不 恰好 包含 
恒 同 表示 次 . 

证 明 ， 设 ,1，, ,4 是 在 个 传递 组 内 的 元 系 个 
数 ， 那么 不 变 第 i 个 传递 组 的 元 素 a; 的 子 群 日 ; 的 指数 是 
nj;， 因 [向 它 的 阶 是 g/n;。 因此 文字 4 在 G 的 元 素 作 用 下 有 
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810i 识 不 变 . 于 是 第 7 个 传递 组 的 文字 不 变 的 次 数 是 万"g/mri 
二 g。 因 此 个 传递 组 的 任何 文字 不 变 的 次 数 是 kg, 即 


2 X(x) 一 kg. 


如 果 X 一 之, ms 把 X 表 成 绝对 不 可 约 特征 标的 和 ， 则 根据 
定理 16.6.5 的 推论 ,3 X(x) 一 mig, 因此 已 知 表示 包含 恒 同 


表示 mi 一 上 竣 ， 
定理 16.6.14. 如 果 X 是 传递 的 置换 群 G 的 特征 标 ， 则 


高 
坑 


证 明 . 设 c 是 1 2，…， 。 上 的 传 于 的 置换 玫 设 昌 ; 是 
不 变 4 人 一 下 20) 的 于 群 。 我 们 可 以 取 吴 == Hi, 因为 所 
有 已; 都 是 共 辊 的 。 设 是 互 的 阶 ， 那么 根据 前 面 的 定理 
人 X(X) 一 


EH; 


对 此 
人 >， >, N(xX) = nh = f9, 


在 左边 我 们 对 于 包含 * 的 每 个 已; 都 计算 一 次 XxX(x)。 但 是 因 
为 * 不 变 X(x) 个 文字 ， 所 以 它 包含 在 X(%) 个 不 同 的 Hi 内， 
( 当 * 变动 全 体 文字 时 这 个 数 是 零 . ) 因 此 


1 一 >， > X(x) = 之 ， X2(z). 


xTEH 


容易 证 明 : 是 G 内 的 二 重 傍 系 HxH 的 个 数 ， 囊 实 上 ， 
设 
G= H+ Hx '* + Hx,, 
这 里 五 征 不 变 工 的 子 群 而 且 和 一 (1 0 


懂 么 如 有 果 ix, 日 二 Hd 则 过 有 x; 一 fi xih2, 这 里 和 ,和 ED. 
这 时 元 系 必定 把 7 变 成 i, 因而 上 和 了 属于 五 的 同一 个 传 
迎 组 ， 及 之 , 假定 上 和 了 属于 如 的 同一 个 传递 组 ， 那么 存在 
东 个 如 6E 太 : 记 把 7 了 亚 成 蕊 区 拒 工 变 成 六 因而 xjh€ Hx， 
于 是 x 二 hrjh 而 且 Hx.H 二 Hxjt1、 总 之 妃 的 每 个 二 重 傍 
系 古 Hx 中 的 一 个 。 因此 二 重 傍 系 HxH 的 个 数 恰 好 等 于 
开 内 的 传递 组 的 个 数 ， 

定理 6.6. js， 和 群 G 人 重 传递 的 置换 表示 


pe) — 29, 
因为 不 变 文字 1 的 子 群 瑟 恰好 有 两 个 传递 组 : 1 和 包含 其 你 
元 素 的 传递 组 .因为 X(x) 是 实数 ,我 们 可 以 改 瑟 成 
XC) 一 28、 
但 是 如 果 X 一 人 cot 是 把 x 表 成 绝对 不 可 约 特征 标的 和 ， 
则 根据 正 交 关系 有 
5) x = 3 Bcl) 


xX DD cK) -= 8 2 cs. 


4 


因此 > 扣 一 2, 于 是 ce 一 1( 这 是 已 经 知道 的 ) 而 且 恰 好 有 
一 个 c= 1. 
16.7. 非 术 原 表 示 


给 了 和 群 G 的 表示 模 M ， 尼 是 填空 s 上 日 Mi, Mi , M, 
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的 直 和 ,而 县 在 这 些 子 空间 上 表示 是 传递 的 和 非 本 原 的 。 这 
意思 是 说 : 
1) 对 于 任何 M; 和 Mi, 存在 *€ G, 使 得 


Ni ,x 一 4 ;， 
2) 对 于 每 个 M; 和 每 个 *e G, 存在 M;, 使 得 
Mx = M ,. 


其 中 第 一 个 是 传递 性质 ;第 二 个 是 非 本 原 性 质 . 
取 特 殊 的 子 空间 Mi。 使 Mix 一 M1 的 全 体 x 的 集合 当 
然 包 含 * 二 1, 因而 不 是 空 的 ， 已 显 做 征 G 的 子 群 HH， 因 而 对 
于 heeNH, 
Mh = MI, 
所 以 Mi 是 互 的 表示 模 。 如果 5;€ G 是 使 
Mib; 一 AM ， 
的 元 案 ， 则 使 Mix 一 Mi 的 元 素 * 是 傍 系 5 的 元 素 。 因而 
有 
G= 蝇 十 Hb; 十 HB; 十"… 十 Hb,， 


这 里 
MCA) -= Misi—=1,.**,n, 
而且 我 们 使 子 空间 对 应 于 瑟 的 左 傍 系 ， 如 及 * 使 得 
Mx= M., 
册 
M bx = M12,, 
而 且 


M bixbr = Mi, 
因而 bx27'E 恕 或 +€ b71Hbi, 后 者 是 互 的 共 统 子 群 ,最 后 ,如 
所 

Mix = M,, 


旭 
x € briHb,. 
设 p1 是 对 应 于 Mi 的 基底 v1,… ,vw 的 互 的 表示 .。 那么 我 们 
可 以 到 v6is ,vmbi 作为 Wi; 的 基底 。 于 是 对 于 任意 *6 G， 
我 们 有 
Mr 一 Mi Mi Mi 
这 里 Mi Mi 是 Mi M。 的 置换 ,因为 用 zx 一 作用 
于 它们 将 回 过 米 得 出 M1,…，M,， 这 时 如 果 Mix 王 Mi 
(TF = 71), Wr EE oNHb;, 或 bxb7 一 pi HH, 因此, 当 取 vibi， 
& 一 1， 力作 为 Mi 的 基诺 时， 我们 有 有 
vrbi (2 
振 锯 适 记 ,性 示 的 这 一 部 分 完全 由 元 素 1 在 Mi 上 的 表示 决 
和 撕 : 
VCDXLF!) = Vrhij. 
因此 ， 
pz) 一 《OCX i 一 1 7 
这 里 当 yf 日 时 规定 ot(y) 一 0， 于 是 okx) 的 阶 是 mn, 它 由 
入 个 闫 阶 十 阵 失 成 ， 因 此 ，, 在 子 空间 Mi :…，M。 于 传 递 的 
和 和 非 本 原 i 内 每 个 表示 由 G 内 一 个 指数 4# 的 子 群 的 表示 pi 决 
定 。 逆 命题 也 成 也 。 妨 o: 十 五 的 任何 表示 ,这 里 
G= H+ HD+t:… + Ho,. 
然后 定义 ， 
p(x) 一 (oOO 1 = 1, 0 
这 里 当 y&《 及 时 规 定 ply) 王 0。 那么 刊 用 赴 阵 的 分 块 乘 法 束 
有 : 
p(x)ply) = (ol( bixb7!)) obrybr!)) 
= (ol(bixb7!)) pbiybr')) 
= (pbixyb7!)) = p(xy), 


布 县 显然 有 
of1) = (oC6167)) = (pol) = 1. 
因而 p(x) 是 G 的 表示 . 
定理 16.7.1. 给 了 群 G 的 于 居 甩 的 m 阶 表示 pm. 如 时 
C 一 到 十 六 0 十 …… 十 万， 
则 
pz) = (pi(bixb7!)), i i = 1,***, n, 

这 里 在 yf 时 规定 pi(y) 二 0, 十 6G 在 模 M 上 的 mn 阶 表示 ， 
这 时 M 具 有 分 别 对 应 二 Hbs,，… Hb, 的 子 空间 Mi, Ma 

，M ?在 Ma NM 上 是 传递 的 和 非 本 原 的 反 


| 和 


二 的 . ee 

证 明 ， 如 果 坝 ，……，um，"**， Umn 是 定理 中 的 P 的 和 
示 模 M 的 基底 , 则 ww1，-…, wm 是 互 的 对 应 于 e 的 基底 , 而 且 
tm 一 Di 一 Ubist = 1, ，7。 由 此 推出 具有 基底 ui,，:……， 
tmn 的 模 M 有 于 空间 M1， ,Ms，, 和 而且 ?在 这 些 子 空间 上 是 
传递 的 和 非 本 原 的 。 我 们 说 G 的 表示 p 由 五 的 表示 pt 导出 . 

推论 16.7.1。 由 太 的 表示 ps 导出 的 C 的 表示 ? 不 依赖 
于 已 在 G 内 的 修 系 代表 的 选取 ， 

这 是 因为 更 换 傍 系 代 表 并 不 改变 于 空间 Mi ，……，M， 而 
只 不 过 改变 它们 的 基底 ， 

定理 16.7.2. 嵌入 由 如 有 鬼 表 不 ol 中 国人 罗京 人 人 
各 考 及 个 无 素 ,而 且 设 & 一 gj 这 里。 是 6 的 阶 ， 再 认 
HH 的 阶 是 h。 那么 

X(x) 一 这 >》, Xi(2)s. 
h secina 
证 明 ， 
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K(x) XB!), 


这 里 当 we 及时 规定 XX(w) 一 0， 十 是 
、 1 _ 
X(x) 一 >, XCyry!), 
hh yeG 


因为 对 于 2; 的 每 个 元 素 y, 值 为 (yxzy 9 都 等 于 X1(2;x671)， 
于 是 当 Y 遍历 G 时 , yxy~! 遍历 Ci; 而且 对 于 每 个 zkE Ci 都 恰 
这 XC yxy™ !) = & 2 Xi(2), 


EviIH 
这 就 证 明了 定理 . 
定理 16.7.3( 互 易 定理 )， 设 P 和 pt 分 别 是 群 G 和 子 桨 
器 在 特征 为 夫 的 二 上 的 绝对 不 可 多 表示 ， 那么 在 限定 于 


和 
第 


者 和 


证 明 . 设 一 冰 是 :2 的 特征 标 ， 又 为 一 痊 是 pi 的 特 
征 标 ， 再 设 XY 是 p* 的 特征 标 ,X* 一 > ，mpj， 这 里 态 是 


G 的 不 可 约 特 企 标 。 在 瞩 定 于 五 时 ，, 设 
X= X= > x, 
这 里 Xi 是 互 的 不 可 约 特 征 标 。 于 是 P 在 o” 内 的 次 数 是 m。， 
而 pi 在 限定 于 互 的 2 内 的 次数 是 xx。 根据 上 面 的 定理 ， 
-一 -和 2 Xs;(z). 


6i ECIN 


这 和 时 规定 对 于 空 集 取 的 和 式 是 零用 邓 乘 这 个 式 子 而 且 对 
| 求 和 ,我 们 得 出 
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Sm > Xi(%), 
i 


j,b Bi 2 €CNH 


因 向 利用 G 内 各 内 的 正 交 关系 ， 
1124 一 机 2 naX!, > Xi(z) 


z€CINH 


一 DS ni(z) XI(z) 


A dad,2€EH 


hin = Je， 


| 
NS 


这 就 是 定理 的 结论 . 


16.8. 特征 标 理论 的 才干 应 用 


在 整个 这 节 中 我 们 假定 所 牵涉 的 域 了 是 复数 堪 ， 虽 然 读 
者 容易 看 出 ,对 于 特征 不 整除 被 表示 的 群 G 的 阶 的 所 有 的 域 ， 
一 系列 的 结果 也 成 江 ， 
首先 需要 关于 代数 数 的 若干 事实 ?。 代数 数 6 是 指 下 列 
首 项 系数 为 1 的 多 项 式 的 根 x 二 0: 
xX” 十 dx” :十 "十 4, 二 0， 
这 里 a1，*……, as 是 有 理 数 。 当 多 项 式 的 系数 41，**, a 是 有 
还 整数 时 ， 它 的 根 9 叫做 代数 整数 ， 
定理 16.81。 作为 代数 整数 的 有 理 数 是 有 理 整数 
证 明 ， 假 定 6 一 +/s 是 最 简 分 数 向 且 满 中 
x” 十 ax” 十 … 十 ga 一 10， 
这 里 2， …，ean 是 整数 ， 那 么 
rr a 


因此 整除 * 的 任何 素数 必定 整除 r*"， 因 和 而 也 整除 >。 当 7A 


1) 这 些 事实 包含 在 Birkhoff and MacLane [1] 第 410 一 422 页 内 ， 


ee $327 ° 


"es hn me i i 


TE Th Ene EE TER ET Pp A br 


是 最 简 分 数 而 且 ， 关 工时 这 不 可 能 成 立 。 因此 一 1， 扩 区 
9 一 7 十 有 理 整 效 . 
定理 16.8.2。 代数 数组 成 壤 ， 两 个 代数 右 数 的 和 以 及 
职 都 是 代数 整数 
证 明 . 设 9 是 满足 x” 十 ax 十 十 a, 一 0 的 代 
数 数 ,中 证 满足 x” 十 21x” 十 :十 bw 一 0 的 代数 数 . 充 
0 一 有 gr 一 0 一 1 一 0 1 一 1 
那么 
QV; 一 Vi 对 本 一 0 一 2， 
和 而且 
中 1 0 
辣 理 ， 
PVi,; = Vi,j+l1 对 于 7 一 U 7 一 2 
而且 
Pim-l = Ovim1 一 一 Opti0。 
8 理 16.8.1。 如 果 )。 ,yw 是 不 全 为 零 的 数 而 且 < 是 
使 下 列 等 式 成立 的 数 


Sys 一 > iiyi37 一 1,...,N, 
1 


是 代数 整数 
征明 .定理 的 假说 给 出 一 组 方程 : 
(au 一 sz)J1 十 0 和 十 十 Livyv 一 0， 
axy1 十 (22 一 2 7 十 二 Gay 一， 
aniyi 十 dN2y2 十 "十 (any 一 2)yn 一 0， 
它们 作为 y; 的 线性 方程 , 具有 不 全 是 零 的 解 y,*…, yw， 因 
此 系数 行列 式 必 定 是 零 : 
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和 二 者 本 呈 中 虽 夫 二 


(一 ls 十 pe 十 十 和 一 0， 
这 里 系数 户 都 是 so 的 整 系数 多 项 式 . 因此 如 果 ww 征 有 理 数 ， 
则 z 是 代数 数 ,而 如 果 a; 是 整数 , 则 z 是 代数 整数 ， 

”我 们 可 以 利用 这 个 引 理 来 证 明定 理 。 我 们 排除 了 当 0 或 
是 0 的 显然 情形 我 们 取 如 ,… ,yw 为 op， 而 且 因 为 vw 二 
1, 这 些 vi 不 全 是 零 。 然后 取 z 为 9 十 由 或 bb。 于 是 引 理 
中 的 qi; 是 sa，a 和 4， ,bm 的 整 系数 多 项 式 ， 因 此 
zs 一 0 十 $8 和 zx 一 048 是 代数 数 , 而且 如 果 a1,，*…*, as 和 六 ， 

,bm 是 整数 , 则 6 十 $ 和 094 是 代数 整数 。 总之, 代数 数 
的 和 以 及 乘积 是 代数 数 , 代 数 整数 的 和 以 及 乘积 是 代数 整数 . 
最 后 , 设 9 关 0 是 满足 z' 十 a1z”! 十 … 十 4, 一 0 的 代数 
数 , 必 要 时 用 z 的 方 窜 除 ,可 以 假定 常数 项 a, 关 0. 于 是 


tw 十 Hn—l 131 十，。 .10 
PR Ga 


丰 1/9 所 请 足 的 方程 。 显然 一 9 满足 z 一 qz"! 十 … 十 
(一 1)"a, 一 0.， 因此 代数 整数 组 成 整 区 ”而 代数 数组 成 域 . 
定理 16.8.3. 人 全 全 称 xX(x) 都 是 代数 整数 。 定理 


证明. “各 次 单位 根 丘 x” 一 一 0， 因而 它 是 代数 整 
效 。 根据 定理 16.6.8, 每 个 特征 标 X(x) 是 单位 根 的 和 , 因而 
它 是 代数 整数 。 因为 定理 16.6.10 中 的 Cijk 是 整数 ， 所 以 我 


1) 即 无 零 因 于 的 交换 环 ， 一 一 俄 译 者 注 
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们 可 以 到 
和 
Riri na 了 一 1]，.， 
7 


作为 引 理 16.8.1 中 的 y; 而 县 取 其 中 任何 一 个 作为 z, 束 可 以 
利用 这 个 引 理 答 册 敌 和 古代 数 整 效 隐 结 和 二。 


“sr 


G 的 阶 g. 
证 明 ， 根据 正 交 关系 ， 


i=1 8i 
内 为 gr 一 8 这 可 以 改 与 成 
Xehi Re 


] ， 
r 一 | & 
或 
F 
pxX° £ 
1 全 。 一 
i 炙 ; 一 一. 
一 1 Ta fg 


二 述 等 式 左边 十 代数 数 的 乘积 之 和 ， 因此 g/ mw 和 代数 数 , 然 
而 它 广 和 定 有 理 数 ,所 以 它 是 有 理 整 数 ， 因 而 整除 8. 
为 了 应 用 代数 效 ， 我 们 需要 关于 对 称 孙 数 的 一 点 知识 . 
展开 
(2 一 zz x2) (2 — rs) 
一 3" 一 Fle”! 十 er 十 :十 (一 1)*E,， 
我 们 有 


站 国 本 查 量 和 另 


浊 
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bh, 一 xiY7 
这 时 E ，E 在 xb za 的 任何 置换 下 显然 不 变 , 它 们 
遇 做 za x 的 初 竺 对 称 昭 数 , 域 上 的 多 项 式 Rxz 
xs) 上 做 对 称 函数 ,假如 它 在 am, …， xz 的 置换 的 整个 对 称 群 
下 不 变 ， 
定理 16.8.5。 每 个 对 隐 承 数 PC(n，- …， zx) 是 初等 对 称 
用 数 E1，…，E, 的 多 项 式 0 (E，……，BE,) ,而且 9 的 系数 是 
P 的 系数 的 整 多 项 式 
证 明 ， 如 果 了 是 对 称 的 ， 则 它 的 每 一 次 数 的 同 次 项 本 身 
也 组 成 对 称 泛 数 。 当 次 数 为 1 时 定理 显然 成 立 , 因为 这 时 的 
对 称 函数 只 有 cE1, cE RE. 其 次 , P 是 一 些 对 称 多 项 式 的 和 ， 
这 种 对 称 多 项 式 由 下 列 形式 的 单独 一 项 决定 : 
cGCxl'…， Xr) (Kr ， Xr) Xap Xu) 
这 里 方 次 数 a > > 盖 … 二 上 是 严格 递 降 的 ， 只 要 对 于 下 列 
对 称 和 式 证 月 定理 就 成 了 : 
K 一 Sx1: Xr) Xr Kp) EE ， ar 
这 里 2 二 > … 二 我 们 对 下 列 各 数 施 行 归 纳 法 : (1)K 
的 次 数 ; (2) a 的 值 ; 《3)? 的 值 。 如 果 4 ，*… ,xs 在 每 一 项 
里 出 现 ,我们 把 五 。 括 出 , 剩 下 的 因子 是 较 低 次 的 对 称 多 项 式 . 
因此 可 以 假定 «十 v 二 wn， 如果 4 二 1, 则 Kk 一 5,. 在 e 产 1 
的 情形 ,考虑 
Eri x SX1* Kr) (rrr ” Ey 
xn 
于 是 已 天 = K 十 其 他 的 项 .在 归纳 法 中 K” 和 其 他 的 项 
者 处 在 K 之前， 办 而 定理 证 有 明了， 
以 代数 数 9 为 根 的 最 低 次 有 理 系数 多 项 式 叫做 6 的 极 小 
多 项 式 ， 如果 
f(r) 一 xz2 十 ax 十 十 2 
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是 6 的 极 小 多 项 式 ， 则 它 是 以 6 为 根 的 任何 有 理 系 数 多 项 式 
hz) 的 央 式 ， 又 如 果 
用 oz = (+ C—O)(r— 0).. (x — 0,), 
这 里 91 = 二 8, 则 我 们 说 9 ，……, 0, 是 9 的 共 轨 数 ， 因 此 8 的 
革 力 数 也 满足 以 6 为 根 的 任何 有 理 系数 多 项 员 式 。 因 此 如 果 6 
是 代数 整数 , 则 它 的 共 轮 数 也 是 代数 整数 ,因而 8 的 极 小 多 项 
式 的 系数 作为 6 的 共 罗 数 的 对 称 水 数 , 都 是 代数 整数 ,因此 是 
企 研 究 表示 时 ,我们 党 党 去 外 理 单位 根 。m 次 本 原单 位 
根 是 oo 一 exp(2r;/m) 和 方 容 of 这 里 (j m) 一 1。w 和 其 
他 mr 次 本 原单 位 根 满 足 x" 一 1 = 0, 而 不 满足 方程 六 一 1 一 
0,0 二 7 二 m.， 其 他 mm 次 单位 很 满足 方程 x 一 1 = 二 0, 这 里 
4d 衣 方 区 的 约 数 ， 队 xr” 一 1 约 去 它 与 x 一 1 的 昕 有 公共 因 
子 , 留 下 的 有 理 多 项 式 f(x) 恰好 以 什 体 mw 次 本 原单 位 根 作为 
它 的 根 。 因 此 ， 


f(x) 一 [I (x 一 w’), (71 ， m) 一 1 ， 


而 且 f(x) 是 由) 次 的 有 理 整 系数 多 项 式 , $《(m) 是 欧 拉 中 
国 数 . f(x) 事实 上 二 不 可 约 的 ， 但 是 没有 比 我 们 这 里 能 证 出 
的 为 多 的 代数 数理 论 的 知识 , 这 一 点 征 很 难 证 明 的 。 我 们 只 
需 骂 知道 葬 次 太原 根 的 对 称 消 数 征 有 有 理 整 数 ， 

定理 16.8.6。 设 ps 是 群 G 的 # 阶 绝对 不 可 约 表示 , 帮 且 


者 


存在 共 赤 类 C; 使 (4 m) 一 1. 那么 或 者 (1) 惟一 0， 或 者 
(2) 避 一 mw, 这 里 是 单位 根 , 而 且 C, 的 像 属 于 os 的 中 心 、 
证 明 ， 对 于 特殊 的 *e Ci， 我们 可 以 作 p。 的 变形 ， 使 


得 pa(x*) 上 其 有 对 角形 式 .。 如 林 “x 的 全 体 等 征 根 者 等 于 某 个 


1) 或 者 叫做 特征 值 。 一 一 译 者 
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m 次 单位 根 w， 则 

pkx) 一 001，X(x) 一 20， 
而 且 * 的 像 属 于 ps 的 中 心 。 这 是 定理 中 的 第 二 种 情形 。 因 
此 我 们 必须 证 明 ,如 果 x 的 特征 根 不 全 相等 , 则 在 定理 的 假设 
下 , XC(x) 二 0。 在 这 种 情形 下 ，X% 的 阶 是 m，Xi 二 X(x) 一 
w" 十 .… 十 wm 而且 1X?| 二 wn, 因为 wr: 并非 全 部 相同 。 这 
时 
是 代数 整数 , 而 且 因 为 (hi,n) 一 1, 所 以 存在 整数 > 和 s, 使 
得 fh, 十 sn 二 1， 因此 


(人 二 Ma 一 乞 


是 代数 整数 .于 是 
| 一 1， 


7 


而 且 
一生 一 全 一 十 Oe 
把 吧 换 成 它 的 共 斩 数 wi, 我 们 得 到 多 项 式 .: 


[I [z 一 wi], 


(1 192)=1 
它 的 系数 是 共 轿 根 的 对 称 浮 数 , 因此 是 有 理 数 。 于 是 上 的 共 
力 数 出 现在 下 列 形式 的 数 中 : 

wi orn 


3 
1 


因而 对 于 点 的 每 个 共 罗 数 名 ,我 们 有 “18”| 二 1， 而 且 每 个 
共 斩 数 都 是 代数 整数 。 因为 151 二 |#?| 过 1, 所 以 15*…… 
5 中 | 二 1, 这 里 59,… ,5 是 5 的 所 有 共 轿 数 。 乘积 二 
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和 


HH rl 


5 必定 征 有 理 整 数 , 因 而 必定 是 0. 因此 有 一 0. 于 
证 至 少 有 一 个 共 < 负 玫 0. 但 是 0 是 它 自己 的 唯一 到 
所 以 上 一 sb 二 0, 即 

YY 


5 一 人 一 0 


丽 而 好 一 0, 这 束 古 我 们 所 权证 明 的 ， 
定理 16.8.7.′ (1) 如 果 G 的 共 力 类 C; 的 元 素数 h 古 系 
全 和 个 2 的 玫 。 哺 切 地 说 企 硅 6 的 同 杰 像 ， 已 


证 明 CD 刘 7 一 1，12 “Ny 不 G 的 绝对 不 可 约 表 
示 的 阶 。 设 刀 三 p' 是 C; 中 的 元 容 数 。 对 于 G 的 正则 表示 ， 
我 们 有 有 X(x) 二 0 对 于 x€ Ci;( 因 为 x 关 1); 又 根据 正则 表示 
的 分 解 式 : 


rr 


X(x) 一 之 ， naXi, 


=1 


这 里 niXi 一 1. 对 于 其 余 的 项 ,如 果 plns, 则 根据 定理 16.8.6 ， 
或 省 Xi 二 0, 或 者 6 的 像 属 于 同 态 像 po(G) 的 中 心 。 但 是 
如 果 在 zf 时 有 竣 一 0， 则 
91+ DD) m1 + pa, 

这 里 4 是 代数 整数 ， 这 将 使 一 (1/p) 成 为 代数 整数 而 出 现 矛 
盾 。 因 此 对 于 某 个 ps, C; 的 像 属 于 p,《(G) 的 中 心 ， 

(2) 设 G 是 prg” 阶 的 群 。 我 们 对 这 种 群 的 阶 施 行 归纳 
法 。 ?群生 可 解 的 ， 属 于 西 罗 4 子 群 的 中 心 的 元 素 或 者 属于 
G 的 中 心 , 或 者 它 的 共 簿 元 系数 是 少 的 方 守 。 不 论 那 种 情形 


1) 参看 W. Burnside [2j， 第 322 一 323 页 ， 
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G 都 有 正规 真子 群 妃 , 而 且 根据 归纳 假设 互 和 G/H 都 古 可 
解 的 ,所 以 G 是 可 解 的 . 

定理 16.8.8 ( 弗 格 贝 尼 ). 如 果 G 是 传递 的 # 次 置换 
各 宇和 不 是 单位 下 浊 娄 最 季 保 挤 一 个 文字 不 字 ， 则 G 的 


吕 


证 明 . 放量 换 1 2 i 和 让 二 pg 的 子 群 
那么 根据 假设 , H;NH; 一 1 对 于 i j. 如 果 卫 = 二 本 具有 阶 
h， 则 所 有 已; 都 有 阶 4, 因而 属于 所 有 8H; 的 元 素 + 关 1 的 总 
数 是 (4 一 1)z。 因为 [G:8] 二 4, 所 以 G 的 阶 是 hp。 因此 
在 G 中 恰好 留 下 2 个 其 他 元 素 ， 包 括 单位 元 素 和 一 1 个 变 
动 全 体 文字 的 元 素 . / 

设 风 是 五 的 绝对 不 可 约 特征 标 ， 风 是 它 所 导出 的 G 的 特 
征 标 . 群 G 可 以 看 作 自 己 的 表示 ,而 且 这 时 它 有 特征 标 6 一 
,这 里 由 是 五 的 恒 同 特征 标 ， 根 据 定 理 16.6.15, 91 是 G 的 
恒 同 特征 标 和 另 一 个 特征 标的 和 . 设 ro 是 G 的 正则 表示 的 特 
征 标 ， 令 w = rc 一 旭 ， 我 们 的 定理 将 取决 于 证 明 w 是 G 的 
特征 标 ， 在 下 面 关于 特征 标的 表 中 设 *+ 关 1 是 互 的 典型 元 
素 ,Y 是 变动 全 体 文字 的 典型 元 素 . 


dima, wx), 0 
Gin—1,0,— | 
Fr nb, 0 ， 0 


这 里 mw 是 的 阶 , ,9, rs 都 是 已 知 特征 标 ， 如 果 名 是 特征 
标 ， 则 因为 (1) 一 4%, 所 以 它 是 h 阶 表示 的 特征 标 。 因为 
wly) 二 h, w(x) 一 0， 所 以 每 个 7 都 由 单位 元 素 表 示 ， 血 每 
个 x 都 不 如 此 。 因此 w 是 群 G 的 这 样 的 表示 , 它 的 核 由 1 和 


* 335。 


变动 全 体 文字 的 元 素 y 组 成 。 作为 同 态 的 核 ,单位 元 素 和 访 
动 全 体 文字 的 ”一 工 个 元 素 组 成 G 的 正 讽 子 群 

我 们 再 来 证 明 w 是 特征 标 。 设 * 是 到 中 的 共 固 类 的 个 
数 ， 而且 d 0 一 上， 是 肪 的 Mo 阶 绝 对 不 司 约 特征 标 . 
第 么 


7 站 一 > maps, 
但 是 zo = 二 (ry) 而 且 # 一 > mi， 因 此 
w= Ym[(y) — m0]. 


因此 只 要 证 明 一 m6 对 于 任意 出 二 和 m 二 ms 都 十 G 
的 特征 标 . 
我 们 来 计算 纯 量 积 
(VO— m0, 4 — m0) 
= (4 ,J)— 2m(y ,0) + m0,0). 
因为 8 一 06, 所 以 根据 前 面 天 于 特 企 标的 表 ， 
(¥ ,4 ) 一 和 十 一 2 px) px) 


Mn, 1 Wy) Trey 
2 be) pl). 


Tt 


x1 
但 是 
> x) pe) 一 hh, 
AEH 
因而 


(yb) = mn 十 (一 和)] /7 
辣 理 ,根据 上 田 的 表 ，( ,909) 二 mln 一 1)/h4， 而 是 
(9,6) 一 [一 1 十 (人 7 一直 [pp 一 (2 一 上 7 
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因此 
(9 — m0, 4 — m0)= 1, 
然而 一 m9 在 任何 情况 下 都 是 特征 标的 整 系数 的 线性 组 
合 : 出 一 m0 = 二 2coX', 这 给 出 

(4 — m0, 4 — m0) = Bc, 
因而 cz 一 1， 所 以 恰好 存在 一 个 cs 一 土 1 而 且 其 余 的 是 
零 。 因 此 邮 一 m0 一 土 W， 然而 (一 m0) (1) 一 mm 之 0， 
因而 4 一 m9 二 Jr 是 G 的 特征 标 ” 这 证 明了 yw 一 m8 是 特 
征 标 ,因此 ww 是 特征 标 ,定理 也 就 证 有 明了， 


16.9。 四 表示 和 正 交 表示 


对 于 任 旧 >””X 2 证 阵 4: 
A = (a;;), 1, 1 一 ]， “ (16.9.1) 
可 以 对 应 一 个 双 线 性 齐 式 B(y, +*): 


B(y, +) 一 2) dyitis f91™= 上 1， (16.9.2) 
而 且 反 之 ,对 于 任意 双 线 性 齐 式 也 可 以 对 应 一 个 矩阵 4. 我 


们 关心 的 是 双 线 性 齐 式 中 y; 和 zi 的 线性 变换 如 何 作用 于 对 
应 的 矩阵 ， 设 


ri Dy crxks 1 一 1 ,nn; (16.9.3) 


yi 2, diy 1 ) $ = 一 1 ， “” ”3577。 
那么 


Bl(y, x*) = Bl(y,r)= >, disaiCitysthk。 (16.9.4) 


olsk of 
因而 B (y ,x ) 对 应 于 矩阵 
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A = DiIdC,D= (0),C = (0). (16.9.5) 
我 们 不 预备 在 这 里 讨论 最 广 的 双 线 性 齐 式 ， 而 只 讨论 茶 
些 特 珠 类 型 的 双 线 性 齐 式 ， 在 整个 这 节 中 的 系数 都 属于 复数 
ai 一 0 77 一 1，: 7， (16.9.6 ) 
这 里 | | a; 1 的 共 饮 复数 ， Ns 4 征 克 未 兴 各 定 十 ， 


| 
二 量 和 


H(x, x) 一 5 MXiXiy Aji dij, 1],..*.,n. (16.9.7) 


Wh 
vp 
Mh, 网 


往昔 在 埃 尔 米 特 齐 式 或 埃 尔 米 特 矩阵 中 ， 系 数 ar 一 4 是 实 
效 。 实 埃 尔 米 特定 阵 是 实 对 称 窃 阵 ， 它 对 应 于 实 二 次 齐 式 
O(x): 

O(x) 一 之 ， CT 0 1 1 一 9。 (16.9.8) 
保持 奖 尔 米 特 齐 式 (或 二 次 齐 式 ) 不 变 的 非 奇 异 线性 变换 显然 
组 成 一 个 群 。 这 时 认为 共生 数 雹 经 变换 后 变 成 的 数 共 斩 于 
Xi 经 变 扬 后 变 成 的 数 ， 


”定义 .满足 
UIU =: 1 (16.9.9) 
的 矩阵 上 叫做 西 矩 阵 . 
定义 .满足 
P77P = 1 (16.9.10) 


晶 


计算 库 和 主 天 估量 和 而且 它们 组 成 群 . 
西 忠 阵 对 应 于 保持 ri 十 十 Xoxa 不 变 的 线性 变换 , 正 交 
证 际 对 应 于 保持 嫩 十 … :十 避 不 变 的 线性 变换 。 实数 西 矩 
阵 契 正 交 起 阵 ， 全 是 严格 地 说 也 存在 不 是 实数 的 下 区 丰 阵 , 例 
如 
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i, V2 
T ( 2 2) (16.9.11) 
不 过 在 这 里 当 我 们 说 到 正 交 赴 阵 时 , 指 的 总 是 实数 滤 阵 . 
如 果 和 矩阵 pC(g), g& G 部 是 西 矩 阵 ， 则 群 G 的 表示 plg) 
hu 做 西 表示 ,又 如 果 和 矩阵 o(g) ,ge G 都 是 正 交 矩阵, 则 p(g) 
叫做 正 交 表示 . 
定理 16.9.1。 有 限 群 G 在 复数 (实数 ) 域 上 的 每 个 表示 等 
价 于 一 个 丁 ( 正 交 ) 表 二 . 
证 明 : 如 果 在 埃 尔 米 特 齐 式 
H(%, x*) 一 了 ait di = Qi; (16.9.12) 
中 ,变数 x; 给 定 复数 值 , 则 玉 十 实数 ， 因为 我 们 可 以 把 各 项 本 
对 : 
QjXiXi + aiXiX = ayKiXi 十 CiMKiYi (16.9.13) 
每 一 对 都 是 一 个 复数 和 它 的 共 琵 复数 的 和 。 对 角 项 ai;x;x; 当 
然 是 实数 。 姐 果 五 (xz xz) 只 在 所 有 变数 都 取 雪 值 时 才 等 村 
零 ,而 在 其 他 情形 都 是 正 数 , 则 它 叫做 正定 的 。 明显 地 , 正定 
性 在 变数 经 过 非 奇 寞 线性 变换 时 不 变 。 7# 个 变数 的 一 个 特殊 
的 正定 齐 式 是 
I(x, X) = XX 十“'' 十 XnXny (16.9.14) 
这 个 齐 式 对 应 于 单位 矩阵 。I(#*, x) 是 正定 的 ,因为 除非 x; 二 
0 对 于 7 了 二 1,，……:,#, 每 一 项 *jxj 都 古 正 的 ， 
5| 理 16.9.1. >” 入 H(x, *) 


| 


可 也 变换 成 XIX1 士 … 十 XnXn, 


我 们 注意 到 ,对 于 正定 的 H(x, x): 
H(x, x ) 一 之 ， A iiXiXj, Qj 一 ij 
每 个 对 角 有 系数 ar 都 是 正 的 ， 因为 否则 , 当 4rr < 0， 令 zr 一 i， 
tj 二 0 对 于 了 天 +， 就 有 日 (x*，x) 二 41 二 0 而 与 正定 性 矛 


ea 3390 9 


re ep Cp en = = “ 


盾 . 现在 在 
H'= > QT Ojs lj 19] 一 | 7 (16.9.15) 
i 


中 , 令 


x Van( nt + + (16.9.16) 
1 


411 A1 
ti rf = 2,.*…, 1， 
这 是 许可 的 变换 ,大 为 en 是 正 的 实数 。 我 们 容易 算出 
H=xrit Borx;y, 1 一 2 22， (16.9.17) 
这 里 包含，… ,4a 的 项 是 这 些 变 数 的 正定 齐 式 ， 继续 下 
去 ,我 们 最 终 把 吾 变 换 成 


已 一 MX 十， … 十 和 Xp (16.9.18 ) 
这 就 证 明了 引 理 ， 我 们 注意 到 ， 各 果 最 初 从 瑟 是 实 二 次 齐 式 
0 开始 , 则 同样 的 论证 将 把 0 变换 成 说 十 … 十 x 


现在 没 p(g), ge G 是 有 限 群 C 的 = 阶 的 复数 表示 ,再 设 
G 的 元 杂 定 gi 二 1, 8 8 那么 
M =1+p(g) lp(g) t+ +p(g)’ lp(g) (16.9.19) 
是 对 应 于 一 个 正定 埃 尔 米 特 齐 式 的 和 矩阵， 因为 每 一 加 项 各 别 
地 对 应 于 一 个 正定 齐 式 ， 其 次 ,对 于 任何 ge G， 


p(g)' Mp(g) = 2 pl(g)'p(g;) 'p(gi)p(g) 
一 之 ， 0(8i8) TO (gi8) 


一 2) olgi) rpo(8) — M. (16.9.20) 

因此 M 所 对 应 的 正定 埃 尔 米 特 齐 式 瓦 在 p(g)，g €《 G 下 不 
变 . 如 果 当 变数 变换 时 : 

ti = > Cink 1 二 1,"…*,1， (16.9.21) 


k=1 
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tc CN th 


电 变 换 成 zi 十 十 xs 一 1， x ), 则 对 应 地 ， 
p(8) = Cp(EC, C= (cn) (16.9.22) 
是 等 价 于 o(g) 的 西 表示 ,这 就 是 我 们 要 求证 明 的 . 
我 们 也 可 以 以 矩阵 的 方式 来 证 明 这 一 点 。 我 们 有 


CITMc 一 1，M 一 CC-L (16.9.23) 
而 且 对 于 每 个 g€ C， 
p(g)' Mp(g)=M, (16.9.24) 
或 
p(g)TC-IEC-ip(g) 一 CTC-1， (16.9.25 
因而 
(Cip(g)C)TCTip(g)C 一 了 ， (16.9.26) 


所 以 p(g) 一 C7!ip(g)C 是 西 类 阵 . 
16.10. 群 表示 的 几 个 例子 


我 们 先 提出 物理 学 家 关心 的 一 个 例子 ， 把 无 限 的 矩阵 群 
表示 成 男 一 个 矩阵 群 。 二 维 的 么 模 酉 乱 阵 有 形状 

(3 “ oad + BB = 1, (16.10.1) 

这 里 a。 和 8 是 满足 条 件 aa 十 B86 二 1 的 任意 复数 .这 种 窍 阵 


的 群 V0, 是 下 列 线性 变换 的 群 : 


Up = olf 十 Bo ， 
oa + BB = 1,， (16.10.2) 
v= 一 pu 十 cz ， 
它们 保持 zw 十 vv 不 变 。 我们 可 以 用 复 变 数 « 和 vz 定义 三 个 
实 变数 
XY1 = HY 十 VU, 


r= (Hy — Du), (16.10.3) 
£ 
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™ “ 和 Te 


我 们 注意 到 
x 十 2 十 好 一 (ztd 十 vv) (16.10.4 
把 线性 变换 (16.10.2) 代 入 《16.10.3) 时 导出 x; 的 实 线性 变换 ， 


它 根据 (16.10.4) 属于 实 正 交 群 0;。 由 (16.10.2) 导出 的 x 


的 线性 变换 是 


X1 一 > (二 一) 
十 了 (一 @ 十 一 所 十 记 )x; 十 (一 of — ap)x;, 


(oo— px (16.10.5) 


= 


i 
2 
二 二 (二 世 二 本 二 本) 十 i(BB 一 ap)x 


Xs= (wa 十 pz)xi 十 Tapg 一 65)xri 十 (az 一 BB)x’, 
因而 群 U0, 在 实 三 维 正 交 群 0; 中 有 了 由 (16.10.5) 给 定 的 表示 


1 ， 0 
2。 这 个 表示 不 征 一 一 的 ,但 定 是 二 对 一 的 , 0; 中 的 0 |) 
一 上 ， 0 3 
和 人 0， 一 都 由 0; 的 单位 元 素 表示 . 7: 由 整个 本 义 旋 


转 (它们 的 行列 式 等 于 + 1) 的 群 表示 ， 由 本 义 旋转 组 成 的 任 
何群 G 在 U; 内 的 逆 象 叫做 二 重 群 26。 群 2G 是 属于 它 的 中 
心 的 2 阶 子 群 借助 于 与 6 同 构 的 商 群 的 扩张 ， 

保 黎 (Pauli[1]) 发 现 , 如 果 物 理 体系 5 对 应 于 群 0; 的 蘑 
个 子 群 KK, 则 s 的 电子 自 旋 的 波 函 数 对 应 于 二 重 群 2K. 

除 (16.10.5) 外 ,还 有 另 一 个 公式 给 出 U; 和 它 在 0; 内 的 
表示 之 间 的 明白 的 联系 .给 了 欧 几 里 得 三 维 空间 的 一 个 本 义 
旋转 ( 即 0; 的 一 个 元 素 ), 设 OT 是 坐标 平面 XOY 与 它 的 
像 X'0Y’ 的 交 线 ， 那 么 (参看 图 7) 如 果 由 是 角 X'0O7， 几 是 
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图 7 ”三维 旋转 
角 XO7，6 是 角 Z02 ，, 则 可 以 在 (16.10.1) 中 令 
中 十 由 


0 = 一 cos expi ( )， 
2 2 


9 一 | (16.10.6 ) 
2 


b= ‘sn expt ( 
而 找 出 U; 的 对 应 元 素 。 当 XOY 和 XOY 重合 时 ( 即 对 于 统 
Z 轴 的 旋转 ) 这 也 成 立 , 这 时 只 要 令 68 一 0, 史 一 0 和 而且 取 y 
为 绕 Z 轴 的 旋转 角 . | 
正四 面体 的 本 义 旋 转 的 群 可 以 确切 地 表示 成 它 的 站 个 顶 
点 的 置换 群 。 对 于 每 个 顶点 , 存在 子 群 不 变 这 个 顶点 而 旋转 
对 面 的 三 个 顶点 ,这 是 3 阶 群 ,不 变 两 个 顶点 而 交换 为 两 个 项 
点 的 对 称 变换 是 对 平面 的 反射 , 它 改 变 定向 ,因而 不 征 本 义 旗 
转 ， 因 此 四 面体 的 本 义 旋转 的 群 是 12 阶 的 ,而 且 它 同 构 于 四 
个 文字 的 交替 群 44。 我 们 按 共 斩 类 列 出 元 篆 : 
C1 一 (1), 
C; = (12)(34), (13)(24), (14)(23), 
Cs; = (123), (142), (134), (243), 
C= (132), (124), (143), (234). 


共 郝 类 的 乘法 表 是 


(16.10.7) 


CiCi= CC= Ci, 1= 1,2,3,4, 
C ; 一 一 3C 十 2CL 
(2C3 = CC, 一 3C 3。 


CC 一 CC = 3C,. (16.10.8) 
C! = 4C,. 

CC 一 CC 一 4C + 4C,, 
C? = 4C,. 


我 们 现在 在 群 环 的 中 心 Z 办 来 找 出 组 成 Z 的 正 交 基底 的 
笑 竺 元素。 使 eZ 成 为 Z 内 的 极 小 理想 的 曙 等 元 素 。 是 这 种 
元 素 中 的 一 个 , 反之 亦 然 因此 可 以 通过 把 Z 分 解 成 《 双 侧 ) 
理想 的 直 和 来 找 。 特别 地 说 , 任何 竹 因 了 于 产生 作为 Z 的 真 于 
集 的 理想 。 因而 通过 寻求 双 侧 理想 中 的 委 因 了 于, 我 们 可 以 找 
出 较 小 的 双 侧 理想 ,最 终 得 出 极 小 理想 ,于 十 可 以 由 此 得 出 正 
交 的 医 等 元 杀 。 一 般 地 说 ， 设 大 是 Z 内 的 晕 等 元 素 ， 如 二 
fC ;一 4 坟 对 于 每 个 共 罗 类 痢 成 立 ， 则 | fe 是 Z 内 风 极 小 理想 ， 
因而 了 是 正 交 的 峰 等 元 系 中 的 一 个 。 如 果 对 于 荣 个 共 氟 类 
CTfC 与 后 线性 巨 关 ， 则 设 : 是 最 小 整数 ， 使 得 1C 7 一 0， 

…, 5 一 1 线性 无 天 ,但 是 1C7 与 它们 线性 相关 , 于 征 我 们 有 
关系 1(C 十 ia 十 十 da) 一 0 必要 时 把 入 十 aax 和 1 十 
二 一 0 的 根 汇 加 到 系数 域 。 如 果 * 是 这 样 的 根 ， 则 
1(C 一 ww) 是 理想 2 中 的 零 因 了 于 ， 因 而 它 导 出 较 小 的 双 侧 理 
想 . 这 可 一 般 的 论证 将 在 研 窒 四 面体 和 群 中 使 用 ， 

对 于 任何 & 阶 群 G, 元素 之 和 除 以 8 得 出 一 个 医 等 元 素 
ce ， 它 有 所 对 应 的 是 Z 的 极 小 理想 ， 这 个 需 等 元 索 对 应 于 CG 的 
恒 同 表示 . 现在 这 十 《1 一 (Ci 二 C32 十 C3 十 CO/ 12. 我 们 
述 注 意 到 ,从 (16.10.8) 得 出 关系 式 

Ci— 2C;— 3C1= (C;~ 3C1)(C; + C1) = 0,. (16.10.9) 
因而 C1 一 3C1 和 C2 十 Ci 者 十 委 因 于 。 事实 上 我 们 发 现 
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(C,— 3CUZ 是 极 小 理想 而 且 e: = (3 C1 一 C1,)/4 是 生成 这 
个 极 小 理想 的 过 等 元 素 ， 又 ees 一 ezei 二 0。 然后 我 们 造 出 
才 等 元 索 上 一 1 一 ec 一 ce 它 必定 是 Z 中 剩 下 部 分 的 单位 元 
索 ， 当 然 12 必定 是 2 维 的 而 且 j7 一 es 十 ce 这 里 es 和 ec 是 
Z 的 一 个 正 交 基底 中 的 另外 两 个 容 等 元 素 ， 这 时 我 们 发 现 
f= (2C1+ 2C;— C;— C,)/12, 

fC1 = 

1C, = 31, (16.10.10) 

1C; 一 《一 4C 一 4C + 8C;— 4C,)/12, 

fC1= (—4C)— 4C;— 4C;+ 8C1)/12. 
理想 1Z 应 该 是 2 维 的 ,而 且 我 们 注意 到 ,线性 相关 式 


fC4 士 fC3 十 41 一 0 (16.10.11 ) 
成 立 , 这 说 明 12 的 维 数 确 实 是 2， 我 们 还 有 下 列 关 系 . 
f(CCz 二 4C 十 16) 一 0. (16.10.12) 


如 果 把 复数 立方 单位 根 wo 一 (一 1 十 V 3 站 /2 添加 到 有 理 数 
域 , 则 (16.10.12) 可 以 改 与 成 
f(Cs 一 4m)(C;— 4oo2) = 0. (16.10.13) 

因而 由 每 个 元 素 f(C; 一 4o) 和 fC; 一 4w?) 生成 的 主 理 想 
都 小 于 主 理想 f 志 ， 元 素 fC; 一 4o) 入 C; 一 4”) 分别 与 
下 面 (16.10.14) 中 的 寡 等 元 索 es 和 e4 相 闫 一 个 纯 量 因子 ， 

el = (Ci C+ C+ Cl2, 

e121 = (3C1— C2/4, 

e;= (Cit+ C+ wC;+ wiC)/12, (16.10.14) 

— (C+ C; + wC, + wC)/12, 

1 
根据 极 小 正 交 才 等 元 素 以 共 罗 类 表 出 的 式 子 ， 我 们 立即 可 以 
写 出 关于 特征 标的 表 , 反之 亦 然 。 紧 接 着 定理 16.6.10 之 前 ， 
我 们 曾经 建立 一 个 关系 式 , 它 可 以 写成 


CU 一 SS 人 (16.10.15) 
ni 


三 


乘 上 人 必 而 且 对 & 求 和 ， 我 们 得 出 


> XC 一 > badk Xk ea (16.10.16) 
如 果 在 上 让 右边 先 对 R 求 科 ]， 而 且 和 和 用 正 交 关系 
> MT XK = bpg, (16.10.17) 


则 当 我 们 对 < 求 和 时 ， 除 z 王 5 外 的 各 项 都 古 零 ， 因 市 

《16.10.16) 成 为 
> RC = ges/ns. (16.10.18) 

我 们 亿 它 改写 成 
= 机 > Ci. (16.10.19) 

人 
轩 为 单位 元 素 的 共 轿 类 的 特征 标 等 于 阶 数 : 和 一 wn，， 所 以 关 
于 es 的 (16.10.19) 式 H C1 的 系数 是 zt/ 8. 这 决定 了 zs， 然 
后 我 们 可 以 刊 用 《16.10.197) 找 出 其 余 的 特征 标 . 

权 用 一 般 的 公式 《16.10.19) 和 关于 四 面体 群 的 表 


(16.10.14), 找 们 可 以 号 出 关于 它 的 特征 标的 表 : 
C1 Ci C3; Ca 


Di 1 l | 1 
co; 3 一 1 0 0 (16.10.20) 
03 l 1 ww ww 
oo 1 1 ww ww 


反之 ， 根 据 关 于 特征 标的 表 (16.10.20), 我 们 可 以 利用 
(16.10.19) 写 出 (16.10.14 ) 中 的 极 小 正 交 朝 等 元 素 . 

二 个 一 阶 的 不 可 约 表 示 Dls 3 和 D4 可 以 直接 根据 关于 特 
下 Ri 的 改写 出 ， 
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根据 定理 16.6.15, 把 四 面体 群 表 成 44 的 表示 是 恒 同 表 
示 和 一 个 不 可 约 表 示 的 和 ,这 个 不 可 约 表示 是 3 阶 的 ,因而 必 
定 是 pz. 变数 xi za xz 和 x 的 属于 44 的 置换 不 变 线 性 齐 式 
+1 十 十 十 x | 用 有 是 把 由 y1—X1 Xa 1 42 4 = y= 
xz 一 x4 生成 的 补 空间 变 成 自己 ， 这 时 置换 (12) (34) 是 线性 
变换 


X11 一 12， 
X12 11， 
Y= x (16.10.21) 
X4 = X3 3 
而 对 于 yi 这 十 
y= 入 一 》a， 
= 一 y;, (16.10.22) 
y3 一 y3。 
因此 
0，1， 一 1】 
ee 0， 一 | (16.10.23) 
0, 0,， 一 1 
同 理 
0， 1, 0 
p[(123)] 一 区 0， 1 | (16.10.24) 
l, 0, 0, 


因为 元 系 (12) (34) 和 (123) 生成 整个 群 44， 所 以 这 个 群 的 
表示 ps 完全 确定 了 。 这 不 是 ps 的 正 交 形式 ,但 是 这 可 以 从 下 
一 个 例子 得 出 ,因为 四 面体 群 是 八 面体 群 的 于 群 . 

在 第 一 章 的 例 2 中 曾经 讨论 过 立方 体 的 对 称 变换 的 群 . 
立方 体 的 本 义 旋转 组 成 24 阶 群 G4, 它 由 下 列 两 个 元 素 生 
成 ， 
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‘1,2,3,4,5,6,7,8. 

4 = yy ;4 1678; ) = (1234)(5678) 
不 1 

加 全 2,3,4,5,6,7, 7 

1,4,83,5,2,3,7,6 

= (1)(245) (7) (386). 
群 G4 也 十 正八 面体 的 对 称 变换 有 的 群 ， 
可 以 取 立 方 体 各 面 中 心 作 为 顶点 而 得 
出 内 接 于 了 立方体 的 正八 面体 ， 因 此 

图 8 立方体 科 必 称 ”6G,, 可 以 表示 成 立方 体 的 六 个 面 (对 应 
于 由 搂 八 面 未 的 六 个 顶点 ) 上 的 置换 群 . 设 八 而 休 的 六 个 顶点 
用 三 维 坐 标 给 出 ,我 们 用 六 个 变数 来 表 出 这 些 大 点。 我 们 记 : 
变数 立方体 的 面 “ 八 面体 的 项 点 


X1 面 1234 (0,0,1) 
X) i 12356 (0,1,0) 
3 [向 1458 (—1,0,0) 
x4 HH 5678 (0,0,—1) 
Xs [EE 3478 (0,—1,0) 
Xs i 2367 (1,0,0) 


于 是 4 一 (x1) (x4) xy, ro, Xs; Xa), b 一 《xl TY3y x2) (xz4， 
xe9X5)。 Ga 的 24 个 元 系 旭 下 : 我 们 把 每 个 元 烷 既 写成 x; 上 
的 度 换 ,又 写成 产生 八 面体 顶点 的 对 应 电 换 的 坐标 x+, y,z 的 
捍 硕 线性 变换 ， 


共 力 兴 . g: 置换 +， y， 2 
Cl g1 (x1) X 4 2 
g2 KO) (x xs) rsxe) —x, CO—y, z 

C) £3 Cris TI) CX Xs) Xs, Ye) “x, ys 人 


84 (XxX)CX2s Xs) (Xa) (Xe) zz 一》 一 ;5 
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C; 


B24 


Cx I Cx) xy, res Xs Xs) 
(x1) x4) x2, Xs Xs Xe) 
CX) (Xs) (X13, X4, x6) 
(xy) Crs) (x1, tes X4s Xa) 
Cx3) xe) x1s X2s X4, x5) 
Cx3) xe) x1s Xs, X42) 
xi,x2) CX, Xe) CX4s Xs5) 
(x1,X3) (X25) (x4, te) 
CxisX4) x2, xe) (x3, Xs) 
(x1s X41) CX X3) (Xs Xe) 
(xisXs) (x3, Xa) Cx, Xe) 
(x1, Xe) (Xx2, Xs) (x3,X4) 
(ris XIsX3) X45, Xe) 
(x1 Xs x6)(X3,X4, X53) 
(x1s X32) CX4, Xe s Xs) 
(xl X35 X5) CT2sX4, Xe) 
(xX1s X55 X3) (X27, Xe s XA) 
(X11 X53 X6) X23 X4) 
(X11 Kes X2) xX3s Ys, X4) 


(x1, Xss Xs) (X24 Xs) 


y》， *， 
yy， +, 
4 3 > 
2 y， 
,CO—%， 
xX， 2， 
XX， ~ 
>， yy， 
5 飞 ? 
四 
全 
,yy， 
一“ YX 
3 XX, 
一 必 ， 
3 2) 
-人 3 光 
2 XX， 
> 4 
Ys,™ %), 


党 


我 们 可 以 把 Gw 的 这 个 表示 中 的 便 置 换 〈 共 斩 类 C1, C，， 

Cs 中 的 置换 ) 肌 成 十 1 而 且 把 吞 得 换 〈 共 斩 类 C3, C6, 中 的 置 
换 ) 映 成 一 1， 这 给 出 恒 同 表示 以 外 的 另 一 个 一 阶 表示 .不 可 
约 表示 的 阶 #; 祷 足 天 系 
121 十 1 十 9 邮 十 1 十 7 24. 

3 n= 1, n= | 时 ,我 们 得 出 好 3 和》 Wha, 05 征 “2，3，3。 上 人 面 表 
中 给 出 的 三 阶 表示 有 下 列 特征 标 : 
Xi 3, N= XK(g) = CO—1, X= XCgs) = 1, (16.10.26) 


(16.10.25) 
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Spe AEE Ee wr ME Ar ra T 
2 ph 


== XC gn) 一 一] ,XX; 一 XC g17) 0, 
一 般 地 说 ;如果 


o 一 > cp, (16.10.27) 


是 表示 2 的 展开 成 不 可 约 才 示 ps 的 和 的 式 子 , 则 对 于 第 i 个 
共 轴 类 ,我 们 有 有 


Xi 一 > caX’, (16.10.28) 
人 且 根 据 正 交 关系 
之 fh.XX, = so (16.10.29) 
因为 对 于 我 们 的 3 阶 表示 ,从 C16.10.26) 得 出 
> h,X,k, -= 24， (16.10.30 ) 


所 以 > c 一 1， 因 而 这 个 表示 (我 们 把 它 记 做 o,) 是 不 可 约 


的 。 我 们 注意 到 o4 是 正 交 的 ， 而 且 因 为 倍 置 搞 《 共 辆 类 Ci， 
Ci;, Cs 的 元 素 ) 组 成 同 构 于 四 面体 群 的 子 群 , 所 以 我 们 得 介 3 
阶 的 正 交 表示 ,这 征 我 们 在 讨论 四 面体 群 时 所 期 记得 出 的 . 
现在 我 们 有 了 关于 特征 标的 :一 部 分 表 : 
加 一 3 局 一 6 有 二 6 二 8 


Ci C oF C, C; 
O1 1 1 1 1 1 
D7 1 1 -- 1 一 ] 1 《16.10.31 ) 
03 2 }2 y3 y4 ys 
04 3 一 1 1 一 1 0 
Os 3 27 3 4 Zs 


从 第 二 列 对 于 第 一 列 和 对 于 它 自 己 的 正 交 条 件 ， 我 们 得 
出 
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1 十 1 十 272 一 3 十 3zz 一 10， 
1 十 1 十 十 1 十 2 一 8， 
这 两 个 方程 有 和 解 y, 一 2 相 %2 王 一 1 或 yj 二 一 22/13 和 2 一 
19/13。 因 为 yj 古 1 的 岗 个 平方 根 的 和 , 所 以 yw 一 土 1 土 1， 
因而 第 一 组 解 和 2 一 2 和 2 一 一 丰年 所 要 的 值 。 
在 第 三 列 和 前 两 列 之 间 的 正 交 关系 给 出 
1 一 上 十 29 十 3 十 3 一 0， 
1 一 上 上 十 2 和 一 下 一 5 一 0. 
因此 y; == 0 和 zx; 二 一 1. 用 同样 的 方法 可 以 找 出 其 余 各 列 的 
未 知 什 。 总 之 ,关于 特征 标的 完全 的 表 十 : 
hj 一 j=3 太一 6 0 一 0 65 一 


(16.10.32 ) 


(16.10.33) 


Ci C) C3 (4 Cs 
Oo1 1 1 1 1 1 
O02 1 1 — 1 — 1 1 (16.10.34) 
D3 2 2 0 0 -一 】 
O04 3 一 ] 1 一 ] 0 
ps 3 一 ] 一 | 1 0 


Gz 作为 立方 体 顶 点 上 的 置换 群 的 8 阶 表示 ?具有 下 列 
特征 标 : 


CI C, C; C, Cs 


(16.10.35) 
pd 8 0 0 0 2 
从 这 些 特征 标 可 以 找 出 2 的 分 解 式 ,因为 如 果 
0 一 > COs, (16.10.36) 


: 和 >, CeXi, 
则 根据 正 交 性 有 : 
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人 > 六 X,X2 = > CohiX Ne 一 g > cu6 = gcr. (16.10.37) 
这 给 出 每 个 不 可 约 表 示 ps 在 2 中 出 现 的 次 数 cs*。 我 们 用 这 
种 方法 从 (16.10.35 ) 得 出 
pp 一 pl 十 pz 十 p4 十 05， (16.10.38) 
利用 这 个 等 式 , 可 以 从 P 求 出 psp。 利用 (16.10.19) 和 关于 特 
征 标 筷 表 (16.10.34), 我 们 得 出 
cj 一 《3C1 一 Cy— C3 + CI)/4. (16.10.39) 
G4 的 表示 也 十 群 环 Re 的 表示 ,因而 我 们 得 出 es 的 表示 是 
3， 一 1， 一 1， 一 1， 一 1， 一 1， 3， 一 1: 
一 1， 一 3， 一 1， 一 1， 一 1， 一 1， 一 1， 3 
一 1， 一 1， 3， 一 1， 3， 一 1， 一 1， 一 1 
一 1， 一 1， 一 1， 3， 一 1， 3 一 1， 一 1 


(16.10.40) 
取 关 一 (0 1 10) 一 1 ,8 作为 2 的 表 
不 柑 M 的 基底 ,那么 矩阵 (es) 的 各 行 生成 子 模 M es, 它 当 然 
和 十 3 维 的 ,我 们 可 以 取 前 三 行 ri, r+2, 7; 作为 基底 . 但 是 更 方 
便 的 是 取 与 m 十 ray ri 十 rz 和 7 十 7 成 比例 的 向 量 作为 基 
压 。 这 个 基 上 友 是 
Yi 二 Xs re + Yy CO— Xs, 


y2 ” Xl 十 4 rR Xs Xe 十 7 十 二 8 (16.10.41 ) 


- y3 rts 二 x wy Ys, 
在 这 个 基底 下 我 们 有 
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一 1， 0， 0 
om 一 | 0，0， 一 1 -( 2 ”) 
Ys 人 人 yy YY3 


0 1, ,0 
(16.10.42) 
0，1， 0 
ps(2)=|10, 0, 1 =- 人 2 ”)， 
1，0， 0 2 


它们 生成 整个 表示 ps, 因而 ps 是 G4 的 由 (16.10.42) 给 出 的 
音质 正 交 表示 但 是 这 不 是 本 义 旋转 的 群 , 因为 我 们 看 到 
os(4) 的 行列 式 是 一 1。 从 pi 而 且 把 对 应 于 C, 和 C4 的 元 素 
的 定 阵 乘 上 一 1 可 以 得 到 等 价 于 ps 的 表示 ， 因 此 2 等 价 于 
2 和 pz 的 殉 朗 耐克 乘积 ， 

表示 ps 不 是 一 一 的 ， 而 具有 由 单位 元 素 和 C: 的 元 素 组 


成 的 4 阶 核 。 我 们 可 以 取 下 列 生 成 元 素 
0， 1 0 ， 1 
oo) ,); oO 一 (1 016.10.43) 


在 Gu 作为 本 义 旋 转 群 的 表示 ps 中 ,我 们 有 


0， 一 1， 0 0 ， 一 |， 0 
pa a) 一 | 】， 0，0 |j， p26) 一 4 ， 0,， 1 |. 
0 ， 0U， 工 一 1 ， 0, 0 


(16.10.44) 
因而 o 是 0; 的 子 群 。 利用 给 出 从 U0; 到 0; 的 映射 的 
(16.10.5) 式 , 我 们 得 出 
二 1 /1 一 +， 0 
7( 0， 一 ea)， 


士 1 (一 er) 
2 1 十 7， 1 十 3 


(16.10.45) 


整个 二 重 群 刀 一 2Gy 有 八 个 共 斩 类 。 一般 地 说 ,在 二 重 群 “ 
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2G 内 ，G 大 的 共 轿 类 C, 的 逆 象 或 咨 是 2G 的 共 饭 类 但 兢 克 
过 个 数 两 倍 于 G 的 共 轿 类 C,, 或 者 是 两 个 共 斩 类 Ci 和 C 一 
一 C;， 每 个 共生 类 的 元 素 个 数 都 与 G 的 共 弧 类 C; 相同 ， 

按照 风 特 (Bethe[ 1]) 所 说 ,我们 可 以 用 下 列 四 个 矩阵 表 
出 忆 史 元 杂 : 


i 人 (16.10.46) 
一 人 EF :—( 
按 共 思 类 列 出 的 D 的 元 素 是 : 
一 [1]， 
R= [一 1], 
C; = 土 [ 一 1 一 to 一 10>]: 
c= |! 1 | (16.10.47) 
V2 V2 V2 
Cs = 一 C3， 
C= + | EE), i 9), Hore 
A/ 2 V2 A 2 


{1 士 os 十 ay 十 ax)j， 


-11 士 芒 一 0 十 0， — 0o,)}, 


aa 


] +i(—0o, 一 0， -+ ay) 


bb | 一 SS 5 | 一 ti | 一 


1 士 x(Ccy 一 ,~ o:)} | 


cf 一 一 C 
因为 Gu 是 万 的 同 态 像 ，Gx 的 每 个 不 可 约 表示 也 是 书 的 
不 可 约 表示 ， 而 D 还 有 其 他 的 三 个 不 可 约 表示 , 它们 事实 上 


° 33 和 


基 万 的 一 一 表示 .这些 表示 的 特征 标 是 : 
E R Cc, CC Cs C, CC Cs 


0 2 一 2 0 V2 一 2 0 1 一 1 

py 2 一 2 0 V2 V2? 0 1 一 ! 

ps 4 一 4 0 0 0 0 一 1 ] 
(16.10.48 
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第 十 七 章 ”自由 乘积 和 共 合 乘积 


17.1. 自由 乘积 的 定义 


设 6; 是 具有 指标 1e 7 的 群 组 ,这 里 假定 工 是 有 序 的 . 我 
们 将 用 类 似 于 定义 具有 已 知 生成 者 的 方式 来 定义 群 G， 的 白 


由 来 积 ]T e 

芳 虑 字 ( 或 串 ) 

2102 * "ds, (17.1.1) 
它们 或 契 空 的 ( 记 做 1), 或 党 每 个 41， 1 = 1,'…,t 是 某 个 G; 
的 元 素 。 对 于 这 种 字 我 们 定义 初等 等 价 : 

(El) qa qdaiti "ar 等 价 于 ci 
假如 ai 征 某 个 群 G; 的 早 位 元 素 . / 

(E2) 41G2 M444j 4 等 价 于 aja Aaa. 
ar 假如 a; 和 al 属于 问 一 个 群 Gj; 而且 在 Gj; 内 ajain== aF， 

我 们 目 然 认为 初等 等 价 怎 对 称 的 ， 我 们 说 两 个 字 * 和 7 
是 等 价 的 ,假如 存在 有 限 序列 x 二 x， rs mm 一 彤 使 
得 xi 和 xipn 对 于 7 二 1，2, ,一 1 者 是 初等 等 价 的 .所 
有 等 价 的 字 组 成 一 类 . 

字 am 册 做 简化 的 ， 假 如 它 是 空 的 , 或 者 假如 (1) 
没有 2 是 它 凡 属 的 群 G; 的 单位 元 妈 币 且 (2) a; 和 w+ 对 于 
:一 1 一 上 总 属于 不 同 的 群 . 像 在 $7.1 中 一 样 我 们 可 
以 定义 字 了 一 aa ae 的 灰 过 程 , 令 : 

Wo=1. 


" 56 


W, 一 1, 当 a 是 它 所 属 的 群 的 单位 元 素 时 ， 

WV 二 a1, 其 他 情形 ， 

当 W, 具有 简化 形式 bib2* “ob, 时 , 令 

1) Win 二 bbsaiti， 假 如 ain 不 是 它 所 属 的 群 的 时 
位 元 素 和 而 且 与 5 不 属于 同一 个 群 . 

2) Win 二 bb,， 假如 qin 是 它 所 属 的 群 的 单位 元 

率 ， 

3) 如 果 65 和 as 属于 同一 个 群 而 且 baits 一 1， 则 令 
WW; = by:* :bb,. 

4) 如 果 5, 和 ak 属于 同一 个 群 而 且 bsain 一 br 闫 1， 
则 令 Wi = bb bs. / 

于 是 像 在 $7.1 中 一 样 ,可 以 证 明 丈 ( 力 一 克 , 是 简化 的 ， 
而 且 可 以 证 明 ,对 于 初等 等 价 的 字 , W 过 程 给 出 同样 的 结 朱 ， 
因而 对 于 整个 等 价 字 类 都 是 如 此 ， 因 此 在 每 一 类 中 存在 唯一 
的 简化 字 . 如 果 f 一 a.……a, 是 简化 的 , 则 :叫做 f 的 长度. 

我 们 可 以 定义 字 类 的 乘积 , 令 

[fi1lfs] = [ff;]， (17.1.2) 

按照 定理 7.1.1 的 证 明 , 我 们 可 以 证 明 这 个 乘积 不 依赖 于 代表 
的 选取 。 这 个 乘法 是 可 结合 的 而 且 组 成 以 空 字 作为 单位 元 素 


的 人 群 ,这 个 群 电 做 群 G; 的 自由 乘积 【| Gi. 根据 (81), 我 们 


看 到 每 个 群 G; 的 单位 元 素 都 等 价 于 空 字 1。 我 们 以 后 可 以 
不 区 别 这 些 单位 元 素 ， 不 同 的 群 的 关 1 的 元 素 是 不 同 的 简化 
字 , 因 而 是 不 同 的 ， 

定理 17.1.1. 设 群 G 是 子 群 BH;, i 《了 的 并 ， 这 里 Hi 与 群 
G; 同 构 ， 那 么 G 是 自由 乘积 9 一 【| G; 的 司 态 像 . 


二 和 和 


中 


证 明 ， 像 在 定理 /7.1 .< 中 一 样 ， 考虑 0 的 元 素 2102 "dr, 
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人 


如 果 a; 是 6; 的 元 素 , 则 用 b&b 表示 8; 的 对 应 元 素 而 建立 到 上 
的 对 应 ae 一 人 20 于 是 2 的 等 价 的 字 酉 成 G 的 同 
一 个 元 么 . 从 8 到 G 上 的 这 个 映射 保持 来 积 ， 因 而 它 是 从 2 
到 号 的 并 G 上 的 同 态 . 


17.2. 共 合 乘积 


议 Gis1&€1 古 以 I 为 指标 集 的 群 组 ， 设 每 个 G; 包含 一 
个 子 群 D :而且 所 有 世 部 同 构 于 已 知 群 UV. 必须 强调 的 是 ， 
在 每 个 U; 和 UU 之 间 存 在 着 已 知 的 特殊 同 构 。 我 们 希望 讨论 
出 6G; 生成 的 最 一 般 的 群 ,在 其 中 所 有 UV; 彼此 等 同 起 来 ,因而 
成 为 同 构 于 忆 的 同一 个 群 如 .明白 地 ,这 是 G6; 的 自由 乘积 的 
这 柱 的 同 态 像 ; 如 有 果 在 0;, 5; 和 UU 之 | 同 的 已 知 同 构 下 ,wj€ UU， 
和 wi € Uj; 对 应 于 同一 个 元 亲 EU, 则 把 a 和 ww 等同 起 来 ， 
国 然 这 种 群 一 定 存在 ， 但 是 完全 不 清楚 在 这 些 基本 的 等 同 的 
基 码 上 将 会 引 起 自由 末 积 中 的 怎样 的 等 同 。 特别 地 , 也 可 能 
出 现 使 所 有 元 系 都 与 单位 元 素 等 同 的 结果 ， 这 种 情形 不 会 出 
现 , 因 为 这 和 和 等同 实质 上 只 作用 于 局 的 元 素 . 

我 们 来 造 出 由 具有 彼此 等 同 的 子 群 U0, 的 群 G 所 生成 的 
群 , 敌 们 把 它 电 做 G; 的 共 合 乘积 。 考虑 字 a1e，*'…as, 这 里 每 
个 2 属于 其 个 Ci 我 们 定义 初等 等 人 

CE1) 如 果 4a; 一 1， 则 
寺 价 村 djad2* dsl dy, 


A 一 ar 则 
和 


等 价 干 Ud 隔 ‘a. 只 “A 
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等 价 于 0 DC 

我 们 现在 说 字 * 和 ?是 等 价 的 ,假如 存在 有 限 序列 
+ 一 Xt y 使 得 x; 和 xin 对 于 i 一 1,…, 1 一 1 
部 古 彻 等 等 价 的 。 等 价 字 类 成 为 一 个 群 的 元 素 ,只 要 定义 [1 
和 1[【g] 的 乘积 为 [fe]。. 像 在 定理 7.1.1 中 一 样 ,这 个 乘积 对 于 
等 价 字 类 有 意义 ,而 且 对 于 这 个 乘积 而 说 ,这 些 类 组 成 群 了， 
它 古 具有 共 合 子 群 U 的 G; 的 目 由 乘积 。 以 后 把 了 简单 叫做 
C; 的 夫人 台 乘 积 。 但 是 我 们 还 不 知道 工 的 本 质 . 为 此 需要 提出 
TT 的 元 素 的 标准 形式 ， 

我 们 将 定义 对 应 于 字 1 一 aaa ai€ Gi 的 标准 形式 . 
然后 必须 证 朋 这 个 标准 形式 对 于 等 价 的 字 是 相同 的 ， 于 是 就 
证 明了 它 是 工 的 元 素 的 标准 形式 . 

对 于 每 个 G1, ie 7, 设 zx 是 U; 的 左 傍 系 的 代表 , 这 时 
取 G; 的 单位 元 条 作为 0; 的 代表 ,其 余 的 代表 是 任意 选取 的 ， 

Ci 一 LU 十 Lixa 十 十 Uixin 1ET,. (17.2.1) 
根据 初等 等 价 (E1), 空 字 是 7 的 单位 元 素 也 是 所 有 G6; 的 单 
位 元 素 。 又 根据 (E3), 我们 可 以 认为 所 有 U0;, i€ 了 都 与 U 
等 同 。 于 是 可 以 把 (17.2.1) 改写 成 
Gi:= UF Ur Ur, ieT。 (17.2.2) 
因此 元 友 gi € G; 可 以 记 做 
gi 一 WU 或 gi 二 Wz,u€U,z 一 Xi 也 1. (17.2.3) 
在 共 合 乘积 中 适宜 于 把 字 的 长 度 的 通 和 定义 改变 一 下 .我们 
定义 上 aoc ai 一 上 如 条 aokD， 又 oa 一 :如果 
AgU，、 因 而 当 第 一 个 字母 是 口 的 元 素 时 我 们 不 计 这 个 字母 . 
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我 们 说 字 f 具有 标准 形式 ,假如 
1 = HE12 :2,, (17.2.4) 
这 得“ U6，j 一 1，.…st 是 (17.22) 中 的 傍 系 代表 ws 1， 
而 且 > 和 z 对 于 7 一 1 :一 1 属于 不 同 的 C,，. 
定 于 17.2.1. “人 人 C， 合生 


z,. 这 时 U, gsi = 1, 是 在 G 和 U 的 
信和 代表 wi 汪 二 而且 和 wns i 一 1 :一 1 属于 不 
则 的 Ci。 

这 个 定理 的 证 明 很 像 $7.1 中 的 引 理 的 证 明 . 为 了 倘 省 
侮 幅 我 们 略 去 了 细节 。 关 于 这 方面 的 更 进一步 的 探讨 可 以 人 参 
看 诺 伊 受 的 论文 4H.， Neumann [1, 2])。 


17.3， 库 多 什 定理 


库 罗 什 2 证 明了 自由 乘积 的 每 个 子 群 本 身 是 目 由 乘积 .这 
个 结论 将 在 下 面 证 明 .。 具有 共 合 子 群 的 自由 乘积 的 子 群 本 号 

不 一 定 是 这 种 美 型 的 如 果品 是 共 合 子 群 , 则 当 在 和 目 由 乘积 
中 存在 两 个 以 上 的 群 G; 时 ， 我 们 可 以 在 G; 中 了 到 与 避 有 不 同 
交集 的 子 群 昌 ;. 于 是 不 同 的 妃 ; 将 以 不 同 的 方式 等 同 起 有 因 
向 我 们 握 甬 代 所 谓 广义 的 共 合 乘积 。 这 时 产生 了 一 系列 风 复 
杂 性 .这 个 理论 耳 到 现在 还 不 完备 . 

定理 17.3.1 ( 库 洛 什 定理 ). 上 彼 由 乘积 


1 ) 参看 A. Kurosch (Kypoin) [1]., 下 这 的 证 明 是 由 作者 (M. HL [7]) 
提出 的 ， 
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的 子 群 互 和 关 1 本 身 是 自由 乘积 : 


只 烛 要 


证 明 . G 的 所 有 自由 因子 的 元 素 可 以 排 成 良 序 : 先是 
单位 元 素 , 然 后 取 自 由 因子 的 一 个 顺序 而且 在 每 个 自由 因子 
内 取 关 1 的 元 素 的 一 个 顺序 。 在 这 个 顺序 的 基础 上 来 定义 G 
的 元 素 的 字典 顺序 。 写 下 G 的 元 素 8 的 简化 形式 : 

gm G1 1 di. 
空 的 乘积 是 单位 元 系 ; 而 对 于 g 关 1, 每 个 a; 是 其 个 自由 因子 
4 的 关 1 的 元 素 , 而 且 没 有 相继 的 两 项 a, ea 人 一 1，……， 
t 一 1) 属于 同一 个 自由 因子 4,。 元 素 g 的 长 度 1i(g) 定 义 
为 : 当 g 二 1 时 是 零 ， 而 当 g 关 1 时 是 它 的 简化 形式 中 的 字 
母 数 1。 我 们 用 下 列 方法 定义 元 素 的 字典 顺序 ”: 

1 ) 较 短 的 字 在 较 长 的 字 之 前 . 

2) 长 度 相 等 的 字 比 较 字 母 . 在 第 一 个 字母 不 同时 按 第 
一 个 字母 的 顺序 来 定 字 的 顺序 ， 在 第 一 个 字母 相同 而 第 二 个 
字母 不 同时 按 第 二 个 字母 的 顺序 来 定 字 的 舌 序 , 依 此 下 去 . 

这 显然 是 G 的 元 未 的 一 个 民 序 . 

现在 来 定义 G 的 元 素 的 第 二 个 顺序 一 一 半 字 典 顺 序 . 为 
此 我 们 把 偶数 长 度 1 二 2r 的 元 素 & 记 做 g 一 oa6"!, 这 里 
lo) 一 人 8) 一 7， 而 且 把 奇数 长 度 :一 2 十 1 的 元 素 记 做 
g 一 4smp ,这 里 1(0) 一 18) 一 和 元素 8& 的 半 字 典 顺 序 是 
这 样 定义 的 2: 

1) 先 比 较 & 的 长 度 ; 


1)，2) 这 里 的 定义 参照 俄 译本 改写 ， 一 一 译 者 
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2) 对 于 县 有 相等 的 偶数 长 度 的 元 素 8 一 a6 比较 字 9 
的 子 绒 顺序 ,在 “相间 时 比较 字 8 的 字典 顺序 ， 

3) 对 才 有 其 有 相等 的 机 数 长 度 的 元 素 8 一 asmi6”, 像 上 
包 [ 一 样 , 先 比较 & 的 字典 顺序 , 后 比较 8 的 字典 顺序 , 而 在 人 
和 i 8 者 析 同 时 则 比较 or 果子 典 须 序 . 

G 的 子 群 有 是 县 遇 乘积 的 证 明 将 要 这 样 进行 ， 使 用 兴 字 
典 顺序 来 选取 肪 的 一 个 于 集 K , 而且 证 明 : (1) K 的 元 系 生 
成 召 , 然后 十 (2) 人 的 元 素 生成 自由 来 积 

F* [| riU,x;, (17.3.1) 


这 里 是 有 利 由 和 群 向 且 每 个 Uj; 是 某 个 自由 因子 4 的 子 群 . 

集合 尺 由 所 有 这 样 的 元 素 《 1 组成: (1) 4< 互 , 而且 
(2)& 不 属于 由 五 由 按 半 字典 顺序 说 在 & 之 末 的 元 索 生 成 的 
群 . 

因为 妃 关 1 妃 中 的 第 一 个 4 兰 1 属 本 集合 K， 所 以 K 
不 是 空 的 。 考虑 由 集合 天 生成 的 群 |K|。 显然 |K| SSH， 如 
果 j 开 | 关 晶 , 则 必定 存在 第 一 个 hE 日 使 得 RX¢ |Ki， 这 种 
不 属 十 防 ， 因而 它 是 互 中 在 4 之 前 的 某 些 元 素 记 的 乘积 
但 是 这 些 六 属于 |KK|, 因而 作为 这 些 4 的 乘积 的 * 也 属于 
IKj， 因此 |k| 一 五 , 这 完成 了 证 明 的 第 一 部 分 . 

我 们 将 使 用 数值 不 等 号 二 同时 表示 字典 峰 序 和 半 字 典 顺 
序 . 从 文 91 可 以 清楚 理解 它 的 意义 : 半 字 典 顺 序 用 于 整个 的 
字 , 而 字典 顺序 则 用 于 字 的 前 半 或 后 半 . 把 ww 关 1 记 做 w= 
op 一 或 2 一 aoc 对 于 偶数 长 度 的 字 不 会 有 8 一 ac, 因为 
ao 二 1.。 对 于 奇数 长 度 的 字 , 8 二 a 是 可 能 的 ; 当 c 是 固定 
的 字 , 而且 a 属于 某 个 固定 的 4, 时, 恕 中 形状 为 aeerl 的 元 
色 5 单位 元 素 共 同 组 成 子 妊 aBe"™', 它 共 红 于 BE4 .我 们 把 
元 素 aaa”， 也 做 变形 .我 们 把 集合 玉 扩 大 成 绞 大 的 集合 7， 


+ 362 4 


除开 的 元 素 外 ,对 于 每 个 c 和 4, 工 还 包含 由 属于 天 的 变形 
aac (ecd4o) 生成 的 变形 wwe 《4 因此 了 由 及 中 这 
样 的 元 素 组 成 : 它 不 被 在 它 之 前 的 元 索 和 由 网 一 类 型 在 挤 的 
变形 生成 的 变形 ceo- 等 生成 

元 素 h EH 可 以 写成 

hp = Wu Ws, (17.3.2) 
这 里 w;€ 了 或 7T7' (由 7 了 中 的 元 素 的 逆 组 成 )， 其 次 ,可 以 取 
(17.3.2 ) 使 得 (a) wunit 关 1G 一 1, .1 一 1) 和 (任何 
两 个 相继 的 和 和 wi 都 不 属于 同一 个 共 斩 群 cBo ,BES4，. 
如 汪 这 两 个 条 件 满足 , 则 说 wo 十 半 简 化 的 ， 

要 是 能 证 明 任 何 非 空 的 半 简 化 的 字 不 可 能 是 单位 元 罕 ， 
定理 就 能 立刻 得 出 . 因为 由 此 得 出 天 中 不 是 变形 的 元 素 生 成 
自由 群 R, 而 且 瑟 是 F 和 共 斩 群 wBor ，BS4 的 自由 来 积 ， 

如 果 x 是 玉 的 元 素 , 而 且 w7™ 尖 4, 则 ww 二 ww ,因为 w= 
(六 ) 和 而且 ww 不 能 在 # 之 县 。 又 如 果 x 关 > 是 天 的 元 窗 ， 
则 w == wv?(《e,n 一 土 1) 将 在 x 和 vw 之后， 因为,v，,w 中 
的 任何 两 个 生成 第 三 个 ， 而 且 根 据 天 的 取 东 上 和 >” 都 不 能 被 
在 扩 的 元 素 生 成 。 这 两 个 结果 是 研究 集合 工 和 7” 的 元 系 相 
乘 的 基础 . 在 简化 6G 中 的 乘积 a *……am 时 ,这 里 每 个 a; 属于 
某 个 朋 由 因子 ， 如 果 ws 和 air 属于 同一 个 目 由 因子 4, 而且 
aiaitl 一 和 天 1 则 说 a; 和 和 aiq 合并 成 a;, 又 如 果 aiain 二 1， 
则 说 它们 消去 了 . 

引 理 17.3.1.。 如 果 u 一 ap 或 ap ET 而 且 8 关 w， 
则 a 二 8 

证 明 . 因为 B 关 oa, 我们 有 wE 玉 ， 又 如 果 8 二 a， 则 
“” 二 4。 因而 7 的 元 窒 有 三 种 : 

1 ) i(w) 是 偶数 ,w= 二 o8!,o 天 BE 天 ， 

2 ) i(w) 是 奇数 ,xx 一 aap ac 一 8,z6E 天 ， 
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3) 1(w) 是 奇数 ,x 一 aaorl, 它 由 天 中 同类 的 变形 生成 ， 
引 理 17.3.2， 如 果 * 去 v 属于 了 工 而 且 不 属于 同 -二 个 共 贺 


天 cBPor。 双双 十 wz ?或 vu (8 一 土 1) 中 的 一 个 ， Rw 
于 二 yi 证 坟 和 vw 之 后 。 这 导出 在 沫 积 志 中 作 消去 或 


DD > 办- 一 o8"'， 则 8 不 消去 ,又 如 果 。 消 去， 则 8 
的 邻近 的 字母 不 全 

2) 如 果 一 gap1， <8 则 < 和 a 不消 示 ,又 如 果 8 

3) 如 术 w 二 gao™ 《aBa™， 则 a 和 和 a 不消 去， 又 如 果 
”7 一 a0, 这 里 zy € A,, 出 al 是 傍 系 Bal! 的 最 囊 的 元 系 . 

证 明 . 在 属于 工 多 两 个 不 同 元 索 。 和 ”中 ， 设 2 是 较 遇 
的 ， 旭 & <y>， 如 果 二 不 在 xz 和 v 之后， 则 w 二 v， 这 时 不 
会 出 现 w 王 v 的 情形 。 因为 这 将 导出 w 一 1] (这 不 可 能 成 
立 ), 或 者 一 上 或 小 .然而 变形 v 的 平方 是 1 或 同类 的 变 
形 ， 而 如 果 ”不 是 变形 ， 则 攻 2 二 区 下, 在 这 两 种 情况 下 ， 
u 一 VV 成 v ?都 是 不 可 能 的 . 

因为 xy。 w 中 的 任何 两 个 生成 第 三 个 ， 所 以 当 v 属于 
玉 时 ， 妈 必定 征 最 后 一 个 。 因此 我 们 只 需要 考虑 v 一 caorl 
E oaBor1 生变 区 的 介 形 ， 因为 x 二 v 而 县 zkcBo， 所 以 
x 过 vw ,这 里 v* 是 aBa™ 中 的 任何 变形 ， 因此 , 如 果 在 zx 
和 vv 之 四 的 消去 内 及 水 到 @ (或 1), 则 在 x 和 某 个 过 一 
ca aE 之 国 也 将 如 此 , 这 将 产生 乘积 w* 一 wrv* 或 v*n'， 
这 里 w* 过 v*, 而 与 vw* EK 矛 重 ,因此 , 在 x 和 v 之 间 不 仅 消 
去 a, 而 且 柠 消去 或 合并 中 心 项 a， 总 之 一 ago 这 里 人 
与 4 合并 或 消去 .因为 二 v 二 aaa 1， 所 以 或 者 ?1 (0) 一 
人 (ac) , 或 者 1(0) 一 (Kec) 而 且 n 一 040 wo!, 这 里 o 二 wa， 在 
每 一 种 情况 下 都 有 w 和 o(a” ae*4”)o-! 生 成 or* 一 aa*a-l€E KK 
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而 且 在 它 之 前 ,这 是 一 个 矛盾 . 总 之 当 w < ”时 在 所 有 的 情 
爷 下 都 导出 巴 盾 , 因 册 在 x# 和 v 之 后， 

由 于 所 有 八 小 乘积 wv? 和 vm"w' 都 在 x 和 vw 之后, 所 以 有 
列举 在 定理 中 的 关于 消去 和 合并 的 限制 ， 这 些 限制 明日 地 说 
就 是 : 不 论 定 zx 或 ”都 不 能 消去 一 半 以 上 ， 而 且 在 把 一 个 元 
素 的 首 外 (或 末 必 ) 与 另 一 个 元 索 的 同样 长 度 的 一 眉 进 行 消去 
和 合共 站 人生 让 站 站 个 各 

引 理 17.3.3. 对 于 乘积 pt 这 里 w;€ TU T-!(i= 
1l, ,1t), uu 1 (i = 1,.…,t— 1), Mi iw; 和 8 十] 
不 展 二 同一 个 倍 Ber B84,)， 简化 形式 的 末尾 各 下 ， 

1) 8 , 如 果 和 一 of 

2) 6*or', 如 果 = (op 

3) a*p-i, 如 末 ti 0008 < 8 

4 ) a™ ,如 所 us 一 (op «< hp. 

5 ) ”orl， 如 果 x 一 aa. 

这 里 (2) 中 的 姑 和 (5) 中 的 汪 或 者 是 办 中 紧 接 在 or 之 前 
的 字母 或 者 是 它 与 Ws 中 的 同类 项 合并 的 未 在 《3) 中 ， 


各 和 


三 明 . 这 个 引 理 可 以 用 对 施行 归纳 法 来 证 明 ， 当 
上 一 工时 引 理 显然 成 立 ， 当 z 上 一 2 时 ,直接 从 引 理 17.3.2, 而 
且 考 虑 到 对 于 w 一 op-! 或 gap"', 在 好 中 作 消 去 时 不 会 完全 
消去 和 B88, 怀 能 得 出 结果 ， 在 证 明 从 z 到 上 十 1 的 归纳 步 
踪 时 ,我 们 只 需要 把 引 理 17.3.2 应 用 到 上 列 各 种 情形 里 ,而 且 
还 应 用 到 wr 的 五 种 可 能 情形 里 ,这 时 还 要 用 到 从 引 理 17.3.2 
不 能 立即 得 出 的 一 个 外 有 加 的 性 质 。 这 性 质 是 这 样 的 : 可 能 发 
生 uw, 一 wao"!, 使 得 消去 < 和 合并 a 能 够 同时 对 w= 二 04 01 
和 wh 二 aa 4 进行。 于 是 根据 引 理 17.3.2,a 和 2 都 是 它 
们 的 傍 系 Be 和 Bae” 中 的 最 先 的 元 素 。 如 果 a “1aa” 二 1, 则 
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2 利 a ”属于 同 一 个 偿 系 ,因而 一 4 ,4 二 1, 机 一 1, 这 
是 一 个 矛盾 . 因此 a aa 关 ] 5) 而且 4-iwiwin 的 何 化 形式 十 
cla aa )14。 这 是 在 半 简 化 形式 的 乘积 zt um 中 可 以 把 
多 到 相继 的 三 项 作 合并 的 玲 一 方 云 . 

在 确定 了 半 简 化 形式 4 = zz …' 的 简化 形 芭 的 结尾 
以 后 ， 我 们 当然 也 就 证 明 4 羡 1， 因 而 五 是 由 元 系 a6” 和 
galp"!(& 过 8) 生成 的 无 限 循环 群 和 目 由 办 了 于 4， 的 于 群 如 
的 共 轿 村 Baw 的 日 由 滋 积 ， 
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第 十 八 章 ” 伯 思 赛 德 问题 


18.1. 问题 的 表 偿 


在 1902 年 伯 思 赛 德 《Burnside [1]) 写 了 “离散 群 理论 的 
一 个 未 解决 的 问题 : 是 否 可 以 有 无 限 阶 群 ， 它 的 元 素 都 是 有 
限 阶 的 >。 他 讨论 的 是 有 限 生成 群 。 这 个 问题 还 没有 解决 2、 
一 般 意义 下 的 这 个 问题 并 未 真正 被 讨论 过 ， 他 讨论 了 这 个 问 
题 的 较 特殊 的 形式 ;假定 已 知 群 是 有 限 生 成 的 而 且 它 的 元 素 
的 阶 是 有 界 的 。 

如 果 G 由 7 个 元 素 生 成 而 且 ” 是 G 的 元 素 的 阶 的 最 小 公 
倍数 ， 则 问题 是 : G 是 有 限 群 吗 ? 这 个 问题 是 熟知 的 伯 恩 赛 
德 问题 。 如 果 %，"…, x 生成 群 30 ;)， 而 且 对 于 每 个 


的 从 人 四 守信 交 0 明 吕 地 具有， 个 生成 上 来 市 未 
阶 整 除 + 的 每 个 群 都 是 这 个 特殊 的 群 的 同 态 像 ， 于 是 伯 轧 赛 
德 问题 成 为 这 样 : 群 B(x, +) 中 那些 是 有 限 群 ? 

如 果 F, 是 由 4,…, *; 生成 的 自由 群 ,而 且 N 是 由 所 有 


z"(z € FF,) 生 成 的 完全 不 变 子 群 , 则 BC(n,r) 一 F,/N. 
18.2.， n=2 和 n=3 时 的 伯 思 赛 德 问题 


如 果 群 G 的 除 单位 元 素 外 的 元 素 都 是 2 阶 的 。 则 从 x?= 


1) 诺 维 可 夫 《II. CHosHkoB) 在 1959 年 得 到 了 伯 恩 赛 德 问题 的 否定 解 
答 (参看 HAH CCCP, 127(1959),，749--752). 一 一 俄 译本 编者 注 

2) 诺 维 可 夫 证 明 , 对 于 w 安 72， 存 在 着 巨 限 的 有 限 生 成 群 , 它 的 每 个 元 素 的 
阶 都 是 2 的 约 数 ， 一 一 俄 译本 编者 注 
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1],y 一 1 (zy 一 工 得 出 xyxzy 二 1, xy 二 yz- 一 yz， 因而 
G 十 阿 由 尔 媳 因此 由 x1,……, x; 生成 而 且 每 个 元 素 的 平方 
等 寺 单位 元 素 的 伯 恩 赛 德 群 8(2， +) 是 以 mm。.….，xr 作为 基 
撒 隐 过 阶 的 阿 克 尔 群 。 这 解决 了 4 二 2 的 情形 . 

当 一 3 时 ;容易 证 明 B(3, 7) 是 有 限 群 .我 们 对 + 施行 
归纳 法 .。 8(3, 1) 是 3 阶 循环 群 .假设 8 二 8(3, 有 有 ) 的 阶 
是 3". 我 们 利用 关系 

yxy = Xly-lr-!, (18.2.1) 
这 是 (xy》 二 1 的 结果 .Bri 从 把 新 生成 元 素 z 添加 到 BA 
而 得 人 到。 因此 Bsr 的 元 条 有 形状 
g = Migtlgg tl gtlyy,, (18.2.2) 
这 里 wk Bj;。 我 们 证 明 & 可 以 最 多 用 两 个 z 而 表 出 . 恕 果 在 
(18,2.2) 中 有 相继 的 两 需 上 其 有 同样 的 方 次 数 ， 我 们 利用 
《18.2.1) 令 zwiz 一 ozti 或 Taig1 一 txzz 因而 xz 的 
个 数 减 去 一 个 ， 于 是 & 可 以 表 成 具有 z 的 方 次 数 正 负 相间 的 
形 闫 (18.2.2)。 这 时 如 果 g 共有 三 个 以 上 的 z, 则 当 g 一 
Wzuz M3g' "时, 我 们 itg 二 sdU22 * gt32 二 UM 2 My Uy 2 
,这 束 合 z 的 个 数 碱 去 一 个 。 当 gg 一 wz" istz 时 
以 作 同 样 的 论证 .因此 8 可 以 最 多 用 两 个 z 币 表 出 ， 我 们 
站 oi ue weu = Hz M2 一 WU 因此 
Bs 和 每 个 元 系 可 以 其 人 行 下 列 形 状 中 的 一 个 : 
Ki, 
1 (18.2.3) 
因此 Bsyi 最 多 有 3” 十 23” 十 3w 之 33 个 元 素 ， 所 以 
mn( 有 十 1) 安 3m(h)， 藉 向 一 般 地 2) 委 3 而且 8(3,?) 的 
阶 肥 多 是 3 .但 奶 赛 人 德 在 他 原来 的 文章 中 用 相当 复杂 的 方 
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法 得 到 更 好 的 限制 mw(r) 过 2° 一 1， 但 是 我 们 要 进一步 得 出 


确切 的 结果 
"0 (+ ) + 


这 是 由 勒 维和 和 范 : 德 * 瓦尔 登 (Levi and van der Waerden[ 1]) 
得 到 的 . 
我 们 从 三 次 应 用 (18.2.1) 的 一 个 公式 开始 : 
x lyxzx™! = (x-lyx™!)(x- zx™!) 
一 y-l(xy-le- lr) l= y lzyx ly. 
(18.2.4) 

作为 (18.2.4) 的 特殊 情形 , 当 一》 时 有 zyxyxz 一 ?xz 7y， 
因而 

(x-lyx)y 一 y(x™ ly*). (18.2.5) 
所 以 元 素 ”与 它 的 任何 共 斩 元 素 可 交换 因此 》 也 与 
y-'x-1lyx 可 交换 , 即 用 换 位 子 的 记号 是 


(y,x,y) = 1, (18.2.6) 
这 还 导出 
xy) = (xly ry) = yx yx 
rlyry-! = (x, y ). (18.2.7) 
从 这 些 还 得 出 


(zy) = (sx) = (yx) = (x,y), 
(ysx,x) = ((x,9) sx) = (x,y,+) =1. 
现在 考虑 (a， cp) 于 一 criarlceperic )ac 而 且 在 括号 中 
取 x 一 c,y 二 4 1!,z 一 aba™ 肌 应 用 (18.2.4)， 这 导出 
(a,c,6) = 6 (a abala lc laba la lab a™ )ac 
一 blalbac-laba bc = (a, b,c). 
我 们 还 有 (a, c， 2) 二 一 ((a ce) 0) 一 (ca 2)。 这 些 顷 
果 共 同 给 出 : 


(18.2.8) 
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(a,b.c)=(c,a,b)= (b,c, a), 
(a,.c,.0) = (a,b,c). 
我 们 现在 可 以 来 证 明 权 为 4 的 任何 换 位 子 都 是 单位 元 
系 . 先 考虑 复合 的 换 位 子 (a，5;c,4)。 利 用 (18.2.9) 我们 有 
(a,b; c,d)=((c,d),a,6)= ((c,d,4a), DO) 
= (a,c,d,b)= (a,c,b, ad) 
—((a,b,c) ,4d) l= (4,6b,c,d). 
但 是 还 有 (c,d; a,6) 一 ((a,5),c,4) 一 (a,5,c,4d). 因 
此 (a,b; c,d) = (c,d; 4,6) 一 (46; cd) ,因而 
(a,b;c.d)=(a,6,c,.4d)=1. (18.2.10) 
根据 前 面 的 结果 ， 权 为 3 的 换 位 子 在 包含 重复 的 元 素 时 
征 单 位 元 条。 至 于 包含 三 个 不 同 的 生成 元 素 的 权 为 3 的 换 位 
于 : 则 根据 (18.2.9) 可 以 写成 (zs Xj:x) ,i 过 六 二名 或 这 个 形 
趟 的 逆 ， 和 根据 (18.2.10), 权 为 3 的 换 位 子 属于 中 心 , 而 且 导 
出 群 征 阿 贝尔 群 ， 因 此 8(3, 7) 的 每 个 元 素 可 以 写成 : 
i A CEC 
(18.2.11 ) 
这 里 对 于 (rj, xj) 有 i 过 7, 对 于 (xy Xx;, Xi) 有 i 二 7 之 ， 
而 县 方 次 数 是 0, 1 或 2， 这 种 表达 式 的 总 数 是 3""， 这 里 


mr 二 (二 (| 


及 从 ?个 生成 元 素 mm， ,xz 每 取 一 个 ， 两 个 或 三 全 的 组 合 
数 的 总 和 .， 因 此 伯 胃 赛 簿 群 B(3，7) 的 阶 不 超过 3”", 而 且 
只 双方 次 数 不 都 是 零 的 元 紊 (18.2.11) 中 没有 能 简化 成 单位 
元 和 有 的; 这 不 元 和 硝 切 的 阶 数 ， 然 看 如 朱 两 个 不 同 的 未 达 式 g 
和 和 g2 表 出 B《3,7) 的 同 -一 个 元 系 , 刚 在 B(3, 7) 的 任何 同 态 
人 徐 , 包 括 天 阶 的 急 等 阿 贝尔 寿 里 ,它们 也 将 如 此 , 因而 这 两 个 


“370， 


(18.2.9) 


表达 式 的 方 次 数 a;, i 一 1， ,7 都 相同 。 因 为 导出 群 是 阿 
由 尔 群 , g = 二 gg; 一 1 将 是 表 出 单位 元 素 的 元 素 ， 而 它 其 有 
某 个 bi 或 Cijk 取 模 3 时 不 为 零 . 把 g 二 1 看 作 B(3， 7 ) 的 一 
个 关系 ， 在 雁 上 关系 x; = 1,s 闫 17， 户 时 它 仍 然 成 六 因 
此 ,为 了 证 明 8B(3,+) 的 确切 的 阶 是 3”? ,只 要 证 明 B (3, 3) 
的 确切 的 阶 是 了 
我 们 利用 定理 6.5.1 和 6.5.2 中 论述 的 正规 滋 积 来 构造 
8(3, 3) 作为 一 个 3” 阶 群 。 我们 记 
Ci 一 YY C= y, C3—= 2, C= (x,y), 
Cs— (x, 2), Ce (ys, #), Cy = (x, y, 2). 
先 构 造 4 一 {C4, Cs、 Cs, Cy} 作为 3: 阶 的 初等 阿 贝 尔 群 . 然 
司 以 下 列 关 系 把 C; 深 加 到 4 : 
C3 = 1, Cs'CiCs 一 CC， Ci'CsCs 一 Cs, 
CaiCeCs3 = Co, CC7C3 一 C)， 
根据 定理 6.5.1 和 6.5.2, 群 B= 44, Cj 是 六 阶 的 ， 而 且 它 
是 4 售 助 循环 群 Cs 的 扩张 ， 只 可 我 们 验证 : 根据 关系 
(18.2.13), 由 “Cs 作 变 形 导 出 4 中 的 3 阶 的 目 同 构 。 用 同样 
的 方法 ,我们 可 以 利用 关系 
Ci= 1, Cr'CsaCy = CsCe, Ci CCs 一 
CiICsCy—= CsC7!, CriCeCs= Ce, C7 1C cm Cc 
借助 于 C; 来 扩张 B 而 得 到 纪 阶 的 瑟 = {8, C3}, 最 后 利用 
Ci 1, CiICC1 = CC1, CiICsC1 = CCs), 
Ci'CC1 = CC,, (18.2.15) 
CCC 一 0 Ci'CeC1 = CeCy, CTrLC7C1 = Cy, 
借助 于 Ci 把 互 扩 张 成 3 阶 的 G 二 {如 ,C1}。 根据 这 些 关系 ， 
G 的 只 零 类 是 3, 向 且 下 列 集 积 公式 成 立 : 
(PO = PO’ (QO,P) (OQ, P,P)(O,P, O). (18.2.16) 
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(18.2.12) 


(18.2.13) 


(18.2.14) 


取 P 忆 一 :和 9 为 4 的 任意 元 素 ,， 就 得 出 8 的 方 次 数 ? 是 3， 同 
理 可 以 证 明 玉 和 G 的 方 次 数 也 是 3。 因此 6G = 二 8(3, 3) 的 阶 
是 3 ， 我们 在 上 面 已 经 指出 过 ;由 此 就 能 得 出 一 般 的 定理 . 


者 者 市 有 二 


18.3. B(4,r) 的 有 限 性 


伯 恩 赛 德 在 他 最 初 的 论文 里 证 明了 B(4, 2) 的 阶 最 多 是 
2?, 沙 诺 厂 《Sanov [CaHos] [1]) 证 明了 8(4, +) 对 于 任何 
+ 者 是 有 限 的 . 但 是 除 已 知 8(4, 2) 的 阶 是 2 外 ，B(4,7) 
的 阶 并 不 确切 知道 . 

定理 18.3.1， 群 B(4,+) 是 有 限 群 . 

证 明 . 设 妃 十 元 系 的 阶 都 整除 4 的 有 限 群 。 我 们 希 甬 证 
明 ， 如 条 把 一 个 4 阶 元 素 上 添加 到 妃 ， 而 且 要 求 扩大 的 和 群 
G 一 已 U (2) 的 每 个 元 勾 的 四 次 方 景 都 等 于 单位 元 系 ， 则 C 
仍然 是 有 限 的 .我 们 分 两 步 来 完成 这 个 扩张 ， 先 把 弓 次 加 到 
互 而 产生 一 个 群 Hi 二 HU(2?)， 调 把 5b 浴 加 a 到 页 而 产生 
G 一 HIU (85) 二 HU(5b). 在 这 两 次 扩张 中 每 次 者 是 次 加 平 
方 属于 原先 的 群 的 元 素 。 因此 只 要 证 明 ,如 有 二 瑟 了 群 妃 涂 加 
元 素 *， 这 里 x 6 五, 而且 关 一 1 对 于 zx6 玉 U(Gs)， 则 玉 U(Yz) 
征 有 限 的 ， 

当 x € 右 时 ,如 U(x) 的 每 个 元 案 8 有 形状 

1) 指 群 B 元 素 的 阶 的 最 小 公 倍数 方 次 数 《exponent) 也 可 以 译 成 “ 指 


数 ”, 在 本 节 中 为 了 避免 与 由 iodex 译 威 的 指数 相 泥 ,一 律 把 exponen、 
译 成 方 次 数 ， 一 -一 译 痢 
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g = hxAxhar: .hxh,, hp.€EH. (18.3.1) 

从 关系 (xpi 一 1 得 出 
xhx 一 太一 Cr 

= hlrh*xh-!, (18.3.2) 
这 里 镶 属 于 互 。 因此 ， 利 用 (18.3.2),， 我们 可 以 不 增 大 
(18.3.1) 中 的 字 的 长 度 7 而 把 它 改 变 成 

hixhs “xh rh xhi lhnx “xh,. (18.3.3) 

如 果 在 (18.3.1) 中 有 任何 h (2 万 7 和 4 一 1) 是 1, 则 可 以 
用 x* 二 h EH 来 约 简 长 度 .我们 还 可 以 利用 (18.3.2) 几 次 来 
把 某 些 h; 变 成 1. 

阔 诺 夫 指 出 ， 重 复 应 用 (18.3.2)， 我 们 可 以 把 h,-! 换 成 
h-hh ,然而 把 48-; 换 成 有 -2(i-87) 一 有 -2hih4 等 等 .这 
样 我 们 可 以 把 A2 换 成 has hahs sabehs ,hahshs 3 04 
jarp2-1 “hy, hh * “hy hasr1” “ha 中 的 一 个 . 如 果 其 中 有 
一 个 是 1， 则 我 们 就 可 以 约 简 8 的 长 度 ， 而 如 果 巨 的 阶 是 M 
而 且 4 之 M 十 2， 则 或 者 这 些 表 达 式 中 有 一 个 是 1, 或 者 存 
御 重 复 的 值 ,例如 和 和 hy 有 二 hh 
hr: “hs ， 因而 hyp2 hh hr = 1 .可 是 后 者 十 Ar+3 
所 能 换 成 的 值 中 的 一 个 同 理 ,如 果 重 复 的 值 包括 了 局 如 
pp 则 hn 可 以 换 成 值 为 1 的 表达 式 ，。 总 之 当 
n 之 M 十 2 时 我 们 可 以 约 简 长 度 .。 因此 任何 8 都 可 以 用 长 度 
# 委 M 十 1 的 字 表 出 .所 以 态 U (%) 的 阶 不 大 于 MX™, 


18.4. 局 限 的 伯 思 赛 德 问题 。P. 赫 尔 和 
希 格 丰 的 定理 。、B(6, r) 的 有 限 性 


佣 恩 赛 德 的 猜想 的 较 弱 的 形式 是 以 下 的 命题 ; 大 家 把 它 
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Hk 人 和 的 但 恩 完 候 问 题 : 
， 本 人 Br， 使 得 由 ?个 元 聚 生 


吉 


党 和 


和 人 R, Bee 2 成 六 这 计 可 { 存在 具有 ”个 生成 元 款 
的 方 次 数 2 的 无 限 群 。 但 古 当 R; 成 并 时 ,就 存在 由 ?7 个 元 系 
生成 的 方 次 数 #4 的 最 大 的 有 限 群 R(x,r). 因为 由 > 个 元 素 生 
成 的 方 次 数 # 的 每 个 有 限 群 辣 构 十 商 群 F,/Ni, 这 里 F, 征 基 
有 “个 生成 元 素 的 目 由 群 ,Vi 是 包含 ,的 元 系 的 态 有 #4# 次 方 
妖 的 正规 子 群 。 如 采 R; 成 立 ， 则 只 能 存在 有 限 个 这 种 子 群 
Ni, 它们 的 交 古 有 有 有限 指数 的 正规 了 于 群 N, 而 且 Fi/N 二 R (n， 
7 ) 是 由 7 个 元 素 生 成 的 方 次 数 4 的 有 限 群 ,使 得 汀 有 其 他 的 
这 种 群 都 是 它 的 问 态 像 ， 

设 G 是 其 有 下 中 心 序 列 : 

CG = G203:* (18.4.1) 
的 群 。 假 定 等 式 G,; 一 G41 成 立 。 那么 从 下 中 心 序列 的 性 质 
和 有 Gs; 二 Gon 一 Go 一，…*。 如果 G 是 壳 夫 的, 则 有 某 个 
Ci 一 1, 因而 G, 二 1， 因为 方 次 数 为 素数 方 容 n 二 p' 的 有 
限 说 G 是 党 零 群 ,所 以 在 这 种 群 内 从 等 式 Gs 二 CH 得 出 G, 一 
1. 现在 假定 G 的 方 次 数 是 ,而 基 它 由 7 个 元 素 生 成 . 那么 
每 个 CC 都 是 有 限 的 阿 贝尔 群 . 如 果 我 们 能 证 明 , 对 于 这 
种 群 G 存在 整数 :== s(p’,， +), 使 得 C, 一 Ca， 则 就 解决 了 
方 次 数 #2 一 p!' 时 的 局 限 的 但 恩 赛 德 问题 ， 
在 应 用 到 (xy)" 的 上 案 积 过 程 (定理 12.3.1) 中 , 我 们 曾经 
得 出 
(zy ) 一 ry eu, .,, (18.4.2) 
这 里 如 时 ci 的 权 是 产 ， 则 它 的 方 次 数 ax(n) 石 形状 
wm +t 2 ( 1 十 ……， tun( ). ( 18.4.3) 


~、 


i 
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一 -人 一 一 
ci 一 《7》， Ma.”°”""y x )， (18.4.4) 
则 方 次 数 ai(n) 尽 这 样 的 指标 ji J29 ***, Js+i 的 选择 数 , 使 得 
在 


(yx xj (18.4.5) 
中 有 
站 到 放生 二 (18.4.6) 
和 而且 
| 7 和 7 


但 是 这 不 过 是 从 1，2，…， # 中 取 * 十 1 个 不 同 的 数 的 组 合 
wa (1) 
如 果 # 二 p 是 素数 , 则 权 不 大 于 p 一 1 的 换 位 子 的 方 次 数 
p、\ 
都 是 的 倍数 ,因为 当 I< i 过 p 一 1 时 的 二 项 式 系数 (，) 者 
是 靖 的 倍数 。 但 是 对 于 换 位 子 


一 工 


(7y，x，……， x)， (18.4.7) 
方 次 数 是 (,) 一 1， 因 此 在 方 次 数 p 的 群 G 内 ,我 们 有 


l= (xy)? 一 (yxyxz Xv vs (18.4.8) 
这 里 Vj,s Vs ”3 Vs 是 权 不 小 才 时 换 位 二 , 而且 在 权 为 p 的 
换 位 子 中 》 至 少 出 现 2 次 . 
由 此 得 出 在 Gp 取 模 Gp+tl 中 的 下 列 等 式 : 
《7， 光 3 “3 XV "Vs 一 1](mod Gy11), (18.4.9) 
这 里 wz 是 以 * 和 Y 表 出 的 权 为 ?的 换 位 子 ,而 且 在 其 中 
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x 出 现 的 天 数 不 小 于 工 和 不 大 于 2 一 2,， 和 根据 恒等式 (10.2.1)， 
在 住 何 持 内 -一 般 地 有 : 如 果 (xz) 的 权 是 m, 则 
(tu’', Vv ) = (u,v)" (mod G41)., (18.4.10) 
种 用 这 个 我 们 发 现 ， 当 (18.4.9) 中 的 vi; 对 x 的 权 是 7 上 肝 ,在 
(18.4.9) 中 把 x 换 成 x 将 把 vj; 换 成 过 依次 令 i = 1, 2， 
… ,一 1 笛 且 把 它们 刁 起 来 ,vj 在 冬 积 中 的 方 次 数 满足 天 
孙 
1 十 2 十 3 十 … 十 (p 一 1) 去 0 (mod 户 ) : (18.4.11 ) 


rl1 
这 里 1 受过 p 一 ?但 是 对 于 第 一 项 (y), x xz)，7 一 
p 一 1 而且 7 六 三 1(mod p)， 因 此 洁 述 乘积 成 为 


P—l1 


(y, xf， XxX) 三 1( mod Gp+1), (C18.4.12) 


内 i 
(y, x ,XxX) 三 1(mod G,41)., (18.4.13) 
这 个 关系 兽 经 是 研究 方 次 数 为 素数 的 群 的 局 限 的 但 恩 
均 优 问题 的 基础 。 从 这 个 关系 出 发 ， 柯 斯 特 里 钦 (Kostrikin 
[KocTpaxa#] [11) 解决 了 方 次 数 5 的 具有 两 个 生成 元 素 的 群 
G 的 局 限 的 伯 妨 赛 低 问题 . 他 证 明了 Ca 一 Cu 而 且 当 G 是 
有 有限 群 时 , 它 的 阶 不 大 于 5*., 
仿 多 人 人 研究 过 局 限 的 但 四 次 德 问题 ， 这 时 在 与 群 相 结 合 
的 李 环 中 进行 讨论 第 常 是 方便 的 ， 下 面 我 们 就 来 描述 这 个 . 
没 在 结合 环 尺 中 用 下 列 规则 定义 李 乘 积 [x, y]: 
[x,y] = ry — yx. (18.4.14) 
那么 相对 于 R 中 的 加 法 和 李 乘 积 , R 的 元 素 组 碱 李 环 L。 李 
还 二 满 足下 列 定 律 : 


| 


» 3/6* 


L2. jx 十 yy zj 一 [ry sz]j 十 fy zl]， 
[xz，7 十 | 一 [ri 十 | rz， zj， 

L3. [x,x+|] = 0,， 

L4. [ix,yl,z1l + [[y,z],x] + [{z,x1,y] = 0,， 

容易 验证 由 (18.4.14) 定义 的 【x, y] 满足 这 些 定律 . 

从 LL2 和 和 LL3 得 出 

0 一 fx 二 yxz 士 外 一 [xy xj 二 [rr， yj 

二 [y, x] + Ey, y] = [x, yl] + [y, x], (18.4.15) 
因 向 

[y,x] =—= —[x, yl, (18.4.16) 

如 玉 R 由 元 素 +1，*…, x; 生成 ， 则 从 xi， , x; 经 过 加 法 和 
李 乘 积 【+, y] 而 生成 的 元 系 一 般 不 包括 RR 中 由 加 法 和 原来 
的 结合 乘法 所 生成 的 全 体 元 素 。 由 李 乘 积 生 成 的 元 系 叫做 
本 元 素 ， 例 如 好 不 是 李 元 素 , 而 sm 一 2rumm 十 za 好 一 
Xi( Xir2 一 xX2X1) (xizxa 一 zaxUxi 是 李 元 累 . 当然 可 以 由 于 
R 中 的 其 他 关系 而 出 现 xi 等 于 一 个 李 元 素 的 情况 . 

我 们 可 以 取 定 律 50, L1, L2,，L3, L4 作 为 李 环 工 的 
定义 ， 勃 蛤 夫 《Birkhoft[1]) 和 维特 (Witt [21) 证 明 , 任何 李 
环 工 都 能 由 适当 的 结合 环 尺 的 李 元 素 组 成 的 环 表 出 . 但 是 这 
个 重要 结果 在 这 里 并 不 需要 . 

如 未 G 是 具有 下 中 心 序列 的 群 : 

G = G2G26D:…*2G,2:**. (18.4.17) 
对 应 于 G 的 李 环 工 以 下 列 方式 组 成 : 

1) 上 是 加 法 形式 的 商 群 G;/Gin 的 第 卡 儿 和 ,而且 工 的 
加 法 就 由 这 个 复 卡 儿 和 的 加 法 给 出 . 

2) Gi/ Giti 的 元 素 被 认为 是 次 数 i 的 齐 次 元 素 . 

3) 次 数 i 的 齐 次 元 素 4 和 次 数 1 的 齐 次 元 素 B 的 李 乘 
积 是 取 模 Gi++ 的 群 换 位 子 (4 , B). 
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4) 工 的 一 般 元 勾 的 李 有 乘积 由 (3) 和 分 配 律 决定 ， 

我 们 不 证 是 这 些 规则 定义 李 环 ， 我 们 只 指出 L2 相当 于 
欣 位 子 的 异 等 起 (10.2.1.2) 和 (12.2.1.3), 而 且 工 4 相当 二 
(12.2.1.5)， 可 以 复述 $11.2 的 结果 来 证 明 :” 对 应 于 具有 7 
个 生成 元 系 的 自由 样 的 李 坏 古 具 有 ?个 生成 元 姆 的 自由 李 
环 ， 只 是 有 些 无 限 利 是 被 允许 的 。 为 了 证 阴 这 些 规则 定义 李 
还 :可 以 和 市 稍 轩 改变 的 11.2 的 方法 . 

议 柱 他 坏 工 内 拒 [xj; x3j 记 做 xjxz, 册 且 谴 归 地 把 [x1,…， 
xsa-ixz] 记 做 xx,--1Y; .我们 有 属于 希 格 过 (Higmann [1]) 
的 下 列 定理 . 

定理 18.4.1， 在 对 应 于 系数 方 次 数 上 的 群 G 的 李 环 里 ， 
关系 yx" 一 0 成立. 

证 明 . 在 方 次 数 训 的 群 G 内 关系 (18.4.13) 成 并 ;而且 我 
们 把 它 记 做 

(y, XT, “3 +) 二 clic2' cp (18.4.18) 
这 里 cc2，9" ,C1 是 x 和 1y 的 总 权 数 ,不 小 于 p 十 1 的 换 位 
于 :和 而且 闪 中 ?7 的 权 上 自然 不 小 于 一 . 

令 Y 一 2 应 月 公 起 (010.2.1) 来 改变 (18.4.18 ) 

了 式 ， 使 得 在 左边 只 留 下 具有 不 同 的 * 的 换 位 子 。 那 么 我 们 有 


A 一 |! (y， Xlgs ““'") XCp~l)o) -= did2'* *d,), (18.4.19) 


这 里 和 遍历 1,2,…,p 一 1 的 (p 一 1) 1 个 置换 ,而 且 ai, a;， 

， Qs 是 这 样 的 换 位 子 , 它 在 > 中 的 权 是 正 数 ,和 而且 或 阁 (1) 
Ys Xl, *'**, tp—l 的 总 权 数 不 小 于 户 十 工 或 者 (2) Ys Xi ”9 
xp-1 的 总 权 效 征 p 但 是 和 某 个 疗 不 了 出现。 我 们 不 妨 假定 每 
个 丰 从 yx xp 的 每 一 个 中 的 权 都 是 正 时 ,这 可 以 用 归 
纳 法 证 明 . 事 实 上 ,假定 已 经 有 了 每 个 心 在 ye Xj-1 中 
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的 权 都 是 正 数 的 这 种 关系 .必要 时 再 导 人 一 些 换 位 子 ,我 们 显 
然 可 以 认为 ,x; 中 权 是 零 的 di 组 成 开头 的 一 段 d1…4d,, 令 xj 二 
1， 就 有 一 1， 因而 它们 可 以 略 去 ， 因此 我 们 可 以 假 
定 二 在 yz)…3xzp-i 中 的 权 都 是 正 的 而 且 全 部 权 数 是 p 十 1. 
最 初出 现 的 权 为 加 的 换 位 子 不 依赖 于 某 个 x;, 它 将 在 某 一 步 
中 排除 出 去 。 而 用 李 环 工 的 术语 说 来 ， 这 是 说 ， 如 果 y, ri， 
ti， ,xp-1 是 任何 权 的 齐 次 元 素 , 则 就 有 


> ytictaz * * :Xp-lyo = 0, (18.4.20) 


但 是 418.4.20) 征 在 工 中 对 齐 次 元 系 y, x1，'*, xzp 成 立 的 恒 
等 式 . 因 为 它 对 每 个 元 各 十 线性 的 ,所以 这 个 恒等式 对 任何 元 
都 成 并 。 因 而 当 训 三 ;一 … 一 王 xX 而 且 > 古 任 党 的 时 ， 
(18.4.20 ) 成 为 


(pO— 1)!yxr 一 0， (18.4.21) 
而 且 因 为 工 的 特征 是 p, 所 以 
yxt™ = 0， (18.4.22) 


这 就 证 明了 定理 . 

在 特征 为 5 (或 更 进一步 是 特征 与 2 和 3 互 素 ) 的 李 环 元 
中 利用 关系 yx 一 0, 希 格 曼 (Higman [1]) 证 明了 ,如 果 工 由 
r 个 元 素 生成 , 则 工 中 次 数 为 Nr 或 更 高 的 乘积 等 于 零 , 这 里 
N 是 不 依赖 于 7 的 某 个 整数 .不 难 指明 他 事实 上 已 就 N=25 
的 情形 证 明了 这 一 点 ,但 是 他 用 进一步 的 计算 指出 ,他 相信 可 
以 就 N 一 9 的 情形 证 明 这 个 结论 , 虽然 这 也 许 还 不 是 最 好 的 
结 

在 一 篇 重要 的 论文 中 ，P. 赫 尔 和 和 希 格 曼 (P. Hall and 
Higman [1]) 在 得 到 其 他 结果 的 同时 ,把 关于 一 般 方 次 数 的 限 
定 的 伯 恩 赛 德 问题 和 关于 素数 方 寒 方 次 数 的 同一 问题 联系 了 
起 来 ， 但 是 为 此 必须 限于 有 限 可 解 群 ， 这 时 较 R, 为 弱 的 狂 
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起 取 下 列 形式 : 
5.: 对 于 每 个 正 整 歼 ”存在 理 数 bor， 合 得 由 “个 元 


和 和 


站 


他 们 训 EE 富 朱 可以 夹 述 成 这 可 

定理 18.4.2. 如 下 n == piiph* :pes 而 且 Sp 对 十: 一 1 ， 

;都 成 立 , 则 5 成立. 

我 们 个 在 这 里 给 出 这 个 定理 的 证 明 ， 因 为 它 需 要 一 些 长 
入 复杂 的 预备 知识 .因为 阶 为 p'9” 的 有 限 群 是 可 解 的 (定理 
16.87). 有 i 以 当 w 最 多 被 两 个 不 问 的 素数 整除 时 ，R。 和 5， 
蕊 义 和 相同 。 而 因为 已 知 们 轧 赛 德 群 B(2,， +z)，B (3,+) 和 和 
B (4, r+) 是 有 限 的 ， 而 且 希 党 曼 证 明了 R 成立， 所 以 定理 
18.4.2 指出 本 民 ， Ra Rio， Ri Ra 以 及 Sw 和 Sw 的 真实 性 ， 
在 这 些 结果 的 帮助 下 ,作者 证 明了 8(6,r) 是 有 限 的 ,下 面 给 
出 这 个 证 明 的 要 要. 

我 们 将 在 这 里 提出 P. 赫 尔 和 希 客 曼 的 结果 的 一 小 部 分 ， 
还 指出 关于 其 余部 分 的 大 干线 索 . 

站 是 素数 ,我们 把 阶 与 p 互 娄 的 群 吊 做 py 群 ， 而 且 像 
通 条 那 梓 拒 阶 为 六 的 方才 的 群 甩 做 二 群 . 

定义 。 ”如 朵 有 限 样 G 具 有 正规 序列 


是 


我 们 从 定理 9.2.4 知道 ,有 限 可 解 群 G 对 于 任何 都 是 

可 解 群 ,对 于 ? 可 解 祥 G 我们 递归 地 年 义 上 ? 序 徊 
1 一 PCENICPCNCPC .CCPSN 一 G， (18.4.24) 
妥 求 Ni/Pk 十 G/Pr 的 取 大 正规 p 子 群 ， 而 且 RsVN4 是 
G/N 的 最 大 正规 ?于 群 。 使 和 二 G6 的 最 小 整数 7 叫做 G 的 
p 长 度 , 记 做 1 或 ip(G), 容 饭 看 出 ,iy 是 在 G 的 (18.4.23) 类 


aa 0 ， 


狸 的 任何 正规 序列 中 的 绢 商 群 的 最 小 个 数 ， 这 时 要 求 商 硒 
V ,WV ;或 是 ?了 群 , 或 是 pp 群 ， 

P. 赫 尔 和 希 格 曼 的 论文 的 目的 是 连接 Pp 可 解 群 G 的 ? 
长 度 和 CG 的 西 罗 娟 子 群 So 的 性 质 ， 特别 地 , 设 pr 是 5S(p) 
的 方 识 数 , 半 是 S(p) 的 元 系 的 最 噩 阶 .那么 G 的 方 次 数 , 则 G 


的 元 素 的 阶 的 最 小 公 倍 数 4, 就 是 一 上 | pw。 他 们 的 主要 
pp 


定理 运用 于 奇 素 数 p, 而 且 对 于 费 尔 蕊 素数 p = 2” 十 1 和 不 
是 费 尔 马 素数 的 素数 , 结果 稍 有 不 同 ， 与 伯 思 赛 德 问题 密切 
有 关 的 是 下 列 定 理 : 

定理 18.4.3， 如 有 拉 G 是 ?可 解 群 ,这 里 绢 是 奇 素数 , 则 


二 


而 


我 们 可 以 从 定理 18.4.3 导出 定理 18.4.2,. 设 2 二 piips* 
ps。 当下 是 偶数 时 可 以 取 户 王 2, 然后 对 * 施行 归纳 法 ， 假 
设 S。 对 于 六 一 plipj* ps 人 成立。 那么 根据 定理 18.4.3, 方 
次 数 有 的 有 限 可 解 群 G 的 ps 长 度 不 大 于 2e4:? 二 lp, 委 2ec .于 
是 当 G 由 7 个 元 素 生 成 时 ， 根 据 S。，C/P 的 阶 不 大 于 和 or， 
因而 (根据 引 理 7.2.2 的 推论 ) Pi 的 生成 元 素 的 个 数 是 有 限 
的 , 设 是 ”。 然后 根据 Sy, Pi/Ni-i 的 阶 有 界 和 而 且 Ni 的 生 
成 元 素 的 个 数 有 界 . 这 样 继 续 下 去 , 每 个 N;/P; 和 P/N 的 
阶 部 以 某 个 bw 或 bpy, 为 界 ， 因 此 由 于 委 2e,,， 我 们 得 出 
G 的 阶 有 弄 . 

定理 18.4.4， 在 有 限 p 可 解 群 G 的 上 ?序列 

1 一 .CPEONI=G 


如 
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推论 的 证 明 ， 如 果 * 属于 Pi 在 G 内 的 中 心 化 子 ， 则 
xNo/ No 届 了 村 Pi/ No 在 G/No 内 的 中 心 化 子 ， 因此 根据 定 理 ， 
xNo/No 屋 于 P/No, 因而 在 G 内, 傍 系 x*No 包含 在 Pi 内 ,所 以 
A 属于 FP. 

定理 的 证 明 ， 在 群 G1 二 G/No 内 不 存在 目 规 py 于 群 ， 
因为 Vo 是 G 的 最 大 的 正规 p 子 群 。 G1 的 子 群 Pi = Pi/N 
根据 它 的 构成 是 G1 的 最 大 的 正规 子 群 .。 设 Z 是 Pi 在 6 内 
的 中 心 化 子 ,而 且 假 定 与 定理 移 轮 断 相 反 , Z 乓 Pi， 因为 Z 征 
G; 的 正规 子 群 , 所 以 ZUBE 一 2Z5 是 Gi 的 正规 子 群 ， 我 们 
假定 了 ZID 五 ， 设 邓 是 币 PCWMSEZP; 的 G 的 极 小 正规 
子 群 。 那么 M/ 五 不 会 是 靖 群 ,因为 Pi 是 G, 站 航 六 正规 了 
子 群 。 于 是 因为 G 是 可 解 的 ， 所 以 M/Pi 是 于 群 ， 于 
是 五 和 M/7/ 五 的 阶 互 素 , 而 用 根据 定理 15.2.2, M 在 Pi 上 可 
烈 ,， 即 M 一 天 五 ,这 里 开门 五 一 1 对 于 M 的 同 构 于 MH/Pi 的 
子 群 及 。 因为 玉 CZ5Pi, 用 天 的 元 素 ? 作 Bi 的 变形 导出 Pi 
的 内 自 同 构 , 而 且 因 为 KK 和 Pi 的 阶 互 素 , 这 个 内 自 同 构 只 能 
是 恒 癌 自 司 构 ， 因 此 M 是 到 和 五 | 的 直 积 ，M 一 六 X Pi. 于 
是 天 作为 M 的 特征 子 群 , 它 是 G+ 的 正规 子 群 ,这 与 Gi 不 包 食 
正规 p 子 群 的 事实 矛盾 。 总 之 ,Z 守 Pi 的 假设 引出 了 矛盾 ,我 
们 的 定理 也 就 证 明了 . 

下 一 步 主 要 是 改善 朋 一 个 定理 . 

定理 18.4.5、 如 果 G 是 具有 上 序列 

1 = PENCPCNCPC:.:CPENI=6G 


要 和 


证 明了 /No 是 了 群 P/Ne 的 极 大 子 群 的 区 ， 辣 及 瑚 /下 
是 初等 阿 风 尔 了 群 ( 定 理 12.2.1)。， 因 为 F/MNs 包含 P/N 的 
导出 群 ， 所 以 用 Pi 的 任何 元 素 作 变 形 时 导出 PYF 的 但 问 目 
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同 构 ， 因此 ，G 的 导出 PV/F 的 恒 同 自 同 构 的 元 素 的 集合 定 G 
的 子 群 天 (必定 在 G 内 正规 ), 而 且 KK 志 , 我 们 来 证 有 明天 了 PP 
将 引出 了 矛盾， 因而 二 Pi1, 于 是 G/P 就 由 P/F 的 内 目 同 构 
一 一 地 表示 .。 如 果 K 必 Pi, 则 KI/Pi 不 是 tp 群 。 因为 根据 构 
成 , P/N 是 G/No 的 极 大 正规 总 子 群 。 于 是 天 包含 不 属于 书 
的 元 系 x*, 它 的 阶 与 ?五 察 , 而 且 用 它 作 变形 导出 P/F 的 和 慢 
同 自 同 构 。 但 是 根据 12.2.2, 了 群 P/M 的 自 同 构 当 在 P/F 
EF 是 恒 同 自 同 构 时 , 它 的 阶 是 2 的 方 军 。 于 是 因为 * 的 阶 与 
bp 互 素 ，x 导出 P/No 的 恒 同 自 同 构 ， 而 且 根 据 定 理 18.4.4 ， 
这 讽 朋 x € Pi, 这 与 * 的 选取 巴 古 。 总 之 天 过 疡 的 假设 引出 
予 盾 ,因而 二 = Pi, 定理 也 就 证 明了 . 

根据 定理 18.4.5, 群 G/P; 被 初等 阿 贝 尔 群 P/F 的 目 同 
构 所 一 一 表示 . 这 时 G/P 是 可 解 群 币 且 以 CPP) 一 (6G) 一 
1。 其 次 , 根据 定义 , G/P 不 包含 正规 于 群 。P. 赫 尔 和 和 着 
格 曼 的 论文 的 其 余部 分 研究 了 G/P 在 P/F 上 的 表示 的 性 
质 ， 即 事实 上 是 以 了 个 元 索 的 域 上 的 向 量 空间 的 线性 变换 来 
表示 。 G/P 是 不 包含 正规 ? 子 群 的 可 解 群 。 进一步 的 
理论 取决 于 下 列 事实 : ”关于 可 以 具有 特征 bp 的 域 上 的 一 一 
表示 的 群 能 说 些 什 么 。 得 到 这 些 结 果 还 要 利用 1,(G) 一 
1 G/P) 十 1 而 对 ?长 度 施行 归纳 法 . 

不 考虑 上 述 结 采 ， 我 们 限于 讨论 方 次 数 56 的 有 限 群 G， 
以 便 在 能 证 明 但 恩 赛 德 群 B(6, yy) 是 有 限 群 时 决定 它们 的 本 
质 . 

定理 18.4.6， 在 方 次 数 6 的 有 限 群 G 内 ,2(G) 私 1 而 县 
KG) 扫 1 

证 明 . 方 次 数 6 的 有 限 群 G 的 阶 必 定 是 2 因而 它 
让 可 解 的 ， 在 G 的 上 2 序列 中 , 户 / Vs 是 包含 着 它 在 G/N 内 
的 中 心 化 子 的 2 群 。 而 因为 G 的 方 次 数 是 6, 又 G 的 西 罗 2 
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子 群 的 方 次 数 是 2,， 因 而 它 是 急 等 阿 贝尔 群 . 因此 ，G/No 的 
西 2 子 群 包含 在 Pu Ns 的 中 心 化 子 内 ,因而 它 包含 在 PN 
内 。 于 是 PyVNo 是 G/No 的 两 罗 2 了 村 和 群 ,所 以 风 C) 一 1 而 
且 G 的 上 2 序列 有 形状 : 
| = PCNCPECN 一 G， (18.4.25) 
这 里 No/Po 是 3 群 ; P/No 是 2 群 ; NWP 是 3 群 . 
因为 (18.4.25) 是 G 的 正规 序列 ,其 中 最 多 有 两 个 商 群 是 
3 群 , 所 以 1(G) 委 2， 我 们 来 证 明 , 从 iG) = 2 将 得 出 G 
包含 9 阶 元 素 ， 这 与 G 的 方 次 数 是 6 相 矛 慎 ， 这 样 就 有 结论 
1G) 委 1 上 3 序列 有 形状 
1 = ACBCACBCACB,= G, (18.4.26) 
这 里 Bo/ 4o, Bi/ A1, B32/ A1 是 2 群 ,， A1/ Be 和 和 4/BI 定 3 和 群 . 
我 们 注意 到 
| = Bo/ BoC Ai/ BoC Bi/BoC A/ BoCG/Be (18.4.27) 
是 G/Bo 的 上 2 序列 ， 币 且 因 为 它 的 2 长 度 是 1, 所 以 4; 一 
8B, 二 G, 根据 定理 18.4.4, 2 群 By/ 41 是 它 自己 在 4;/4 内 的 
正规 化 子 , 因 此 ,对 于 在 4;/ 41 内 给 定 的 3 阶 元 案 x, 在 Bi1/Ai 
由 存在 2 阶 元 索 u, 使 得 x 和 w 不 可 交换 ,如 果 我 们 记 
4U = Hi, XY = Hy XMX = Ws, (18.4.28) 
则 因为 下 一 1 和 有 有 ax 一 MI 令 y= 一 wu 和 3 一 
WU3。， | 内 为 Wi, Ws 属 本 初等 阿 由 和 尔 2 群 , 有 以 WMi ™™ (tt2) 
"(UU3) = y1y2。， 因此 和 群 C 一 (x, y1, y2) 满足 关系 
x y= y= ,yy = yiy, (18.4.29) 
Xiyix 一 y3? Xt ly,x ™— Yiy2。 
因为 % -村 81，12 天 Ui 不 可 父 换 ， Hr 以 Yl HH? 天 |. 又 如 林 
六 二 由 x 和 1 一 yz 一 yj。 因此 y; ,于 是 根 
据 关 系 (18.4.29) 可 知 群 C 是 12 阶 的 ,而且 它 实际 上 同 构 于 四 
个 文字 上 的 交替 群 ,根据 定理 18.4.5, 如 果 F/B 是 4VB 的 
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弗 拉 梯 尼 子 群 ， 则 G/ 4 由 初等 阿 贝 尔 3 群 41/F 的 变形 一 
一 地 表示 。 特 别 地 ，C 由 41/F = W 的 变形 一 一 地 表 不 。 如 
果 斑 用 加 法 表 出 ， 则 用 G/ 4 的 元 素 z 作 政 的 变形 可 以 表 成 
取 z 作为 作用 于 右 侧 的 算 子 。 这 时 作用 于 王 的 不 仅 是 群 “《 ， 
而 且 是 群 环 C*。 容易 验证 , C* 中 把 王 的 每 个 元 素 都 映 成 过 
的 算 子 组 成 C* 的 双 侧 理想 .我 们 把 C 看 做 由 x 和 7 一 久 按 
照 下 列 关 系 生成 : 
=], y=1, (xy}=1. (18.4.30) 
那么 C* 的 包含 1 十 x 十 的 双 侧 理想 也 包含 
xy(1 十 x 十 x)yx 一 (1 十 x 十 Xx)y 
一 y(1 十 x 十 2) 十 xy(l1 十 x 十 x)yx 
一 2 一 27。 (18.4.31) 
如 果 对 于 每 个 w EW 有 w(l 十 x+ 十 x) 二 0， 则 根据 
(18.4.31), 我 们 还 将 有 w(2 一 2y) = 0, 于 是 因为 WW 的 元 系 
是 3 阶 的 , 这 说 明 对 于 每 个 w6E 栈 都 有 wy 一 w。 于 是 7 不 
能 由 W 二 4WF 的 变形 一 一 表示 ,这 就 与 定理 18.4.5 矛 盾 . 因 
此 ,对 于 基 个 w€EW 有 w(l 十 x 十 x) 关 0. 用 乘法 写 出 时 这 
是 说 ,对 于 作为 4;/ 41 的 元 素 x 的 傍 系 zx4 的 代表 x, 我 们 有 
w(xXlwx)(x wr) 1. (18.4.32) 
而 这 正 是 元 素 
(wx !)x? 1, (18.4.33) 
2 和 (wzx-1) 都 是 WW 的 元 素 。 根据 (18.4.33), 这 两 个 元 系 都 
不 能 是 单位 元 素 。 因此 xz 或 wx 有 一 个 是 9 阶 元 素 。 总 之 
1(G) 一 2 导出 9 阶 元 素 的 存在 而 与 G 的 方 次 数 是 6 相 矛 盾 . 
因此 is(G) 委 1, 定理 也 就 证 明 了， 
利用 定理 18.4.6, 我 们 可 以 找到 由 r 个 元 素 生成 的 方 次 
数 为 6 的 最 大 的 有 限 群 的 确切 的 阶 . 
定理 18.4.7. 群 R(6, >) 的 阶 是 
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73 人 Ta) (18.4.34) 
这 时 

a = + 13 =1+ (1)2. 

证 明 .。 ” 设 F, 是 具有 7 个 生成 元 素 的 自由 群 。 如 果 4 
是 由 F, 的 元 素 的 平方 生成 的 群 , 则 F,/5 是 27 阶 的 初等 阿 贝 
尔 傣 。 因 此 根据 定理 7.2.8, 5S 是 具有 65 二 1 十 (+ 一 1)2 个 
生成 元 素 的 自由 群 ， 由 8 的 元 素 的 立方 生成 的 完全 不 变 子 阁 
T 使 得 5/T 是 8(3,5), 因而 7 在 S$ 内 的 指数 是 3 (203) 
这 虹 F,/T 是 方 次 数 6 的 有 限 群 ,因为 对 于 ge 已 ，P65 而 
昌 (g* 六 ET， 同 理 , 由 FF 的 元 素 的 立方 生成 的 子 群 C 在 民 ， 
内 的 指数 是 3 ;而且 根 据 定理 7.2.8，C 有 “一 1 二 


(7 一 1D39 个 自由 生成 元 素 。 由 C 的 元 素 的 平方 生成 
的 完全 不 变 子 样 D 在 C 内 的 指数 是 3。 现在 设 X= 二 DNT. 
F,/X 古方 次 数 6 的 有 限 群 ， 因 为 对 于 每 个 xzEP， 和 7 都 
包含 着 g。 容易 得 出 F,/X 的 上 上 2 序列 是 
1] = X/XCD/XCC/XCE,/X, (18.4.35 ) 
而 且 FX 的 上 3 序列 种 
l = X/XCTCT/XCS/XCE,/X. (18.4.36) 
这 时 C/D 和 5/T 分 别 后 移 于 F/X 的 本 罗 2 子 群 和 西 罗 3 
子 群 ,因而 fF,/X 的 阶 征 418.4.34》 中 的 数 ， 
设 G 征 由 > 个 元 妈 生 成 的 方 次 数 6 的 有 限 群 ， 那 么 如 巢 
1 一 PSENIGPSENI 一 G (18.4.37) 
是 G 的 上 3 序列 , 则 wyvP 的 阶 最 多 是 2', 于 是 P1 最 多 由 46 
个 无 答 生 成 ,因而 同和 构 于 G 的 西风 3 子 群 的 P/No 的 阶 最 区 起 
3 人 的， 同 理 。G 的 阶 最 多 被 2 整除 . 
芝 完 全 证 明 关 于 方 次 数 6 的 们 有 恩 疆 德 猜想 需要 作 很 长 的 
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计算 , 这 里 不 预备 做 这 工作 了 . 这 个 证 明 并 不 用 到 前 面 的 结 
果 ,而 且 它 指出 整除 8(6, >) 的 阶 的 2 的 方 军 , 但 是 为 了 得 出 
3 的 方 军 , 必须 应 用 定理 18.4.7， 证 朋 的 内 容 是 : 指出 方 次 
数 为 6 的 有 限 生成 群 G 的 2 长 度 是 1, 因而 根据 BC(2, +) 和 
B(3, >) 的 有 限 性 ，G 是 有 限 的 、 这 就 是 要 证 明 下 列 正规 链 


的 存在 
GOMOM'D1, (18.4.38) 


这 里 G/M 是 有 限 3 群 , M/M 十 有 限 2 群 ,M 是 方 次 数 3 的 
有 限 生成 群 因而 是 有 限 群 。 困难 几乎 全 在 于 证 明 M 的 方 次 
数 征 3. 

定理 18.4.8， 由 > 个 元 素 生成 的 方 次 数 6 的 群 G 是 有 有限 
的 ， 

推论 18.4.2. 群 B(6,7) 的 阶 等 于 (18.4.34 ) 的 数 . 


引 理 18.4.1，C 的 元 素 的 立方 生成 指数 最 多 是 3"(*)(? 


各 
才 和 和 
各 才 和 雪 志 和 


浊 


素 生成， 时 2 pl, : 
引 理 18.4.3. 如果 群 下 ly st 全 克 而 且 要 的 申 


Ee 
和 和 和 和 沁 
和 和 
中 和 和 


和 和 和 


x 1,4 = 有 = 1， XaX 一 本 bs 一 pt oy [by 的 方 
这 年 最 困难 的 引 理 ， 在 证 明 时 需要 从 定义 关系 进行 一 些 
复杂 的 推导 ， 
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引 理 18.4.6， 如 果 叫 一 {x,a,6} 的 方 次 数 是 56， 而且 
C=],4 二 bb 二 1, xd 一 0 xbxr = 上， 则 {a, b! 的 方 次 
区 是 3 

引 | 理 18.4.7， 如 示 已 一 txz， 4， 2，c<} 的 方 次 数 是 6, 而 
县 一 1 人 一 多 “= ], Xxar 一 0 1 xx = bi, XCX 一 
1， 则 {a be} 的 方 次 数 是 

引 理 18.4.8. 如 未 已 一 1t，C1， ai 的 方 次 数 走 6 ， 
而 且 盖 一 l,a=1,xax= a 1 一 1， 7 ,内 | {a1,.*…， 
+ ) 的 方 次 数 是 3 

容易 看 出 这 个 引 理 从 引 理 18.4.3, 18.4.4 和 18.4.7 得 出 . 

引 理 18.4.9. 如 未 H={a,b,c} 的 方 次 数 矢 6 ， 而且 
0 一 0 一 一 1， A H 的 方 次 数 均 3 . 

引 理 18.4.10. 如 末日 二 44，,b,c,d} 的 方 次 数 是 6， 而 且 . 
d= b= 二 c= d= 1,， 则 {abab, cacal} 的 方 次 数 是 3. 

5| 理 18.4.11. 如 未 H= lIa,b,c,d, ec, f} 的 方 次 数 
EE 6， 向 且 1 一 六 之 一 一 一 1, 则 {abab, cdcd, 
jef) 的 方 次 数 是 3， 

| 理 184.12， 放 的 方 次 数 是 3， 央 而 它 是 有 限 的 ， 
内 此 群 G 古 有限 的 ， 

这 个 引 理 是 引 理 18.4.2， 18.4.3 ， 18.4.4 和 18.4 11 的 直接 
箔 未 ， 
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第 十 九 章 子 群 的 格 
19.1. 一 般 性 质 


群 G 的 于 群 在 并 和 交 的 运算 下 可 以 看 作 一 个 格 L(G) 的 
元 素 .。 素数 阶 的 循环 群 的 子 群 只 有 整个 群 和 单位 元 素 子 群 ， 
因而 所 有 这 种 群 有 相同 的 子 群 格 , 它 单 由 两 个 元 素 的 链 组 成 
我 们 曾经 证 明 过 (定理 1.5.4), 反之 ， 没 有 真子 群 的 群 是 单位 
元 素 群 或 素数 阶 的 有 限 循 环 群 我 们 还 知道 , 阶 为 pq, p 二 4， 
pg 一 工 的 非 阿 贝尔 群 和 阶 为 q? 的 初等 阿 贝 尔 群 有 相间 的 子 
群 格 , 它 由 单位 元 素 群 . 4 十 1 个 素数 阶 子 群 和 整个 群 组 成 ， 
这 时 任何 两 个 真子 群 的 交 是 单位 元 素 群 而 且 它 们 的 并 是 整 
个 群 ， 

因此 ,虽然 G 唯一 决定 L(G), 但 是 一 般 说 L(G) 不 唯一 
决定 G。 其 次 , 容易 找 出 不 是 任何 群 G 的 子 群 格 L(G) 的 格 
及。 但 是 有 很 多 群 G 却 被 L(G) 唯一 决定 , 例如 四 个 文字 上 
的 区 普 群 和 对 称 群 就 是 如 此 ,甚至 可 以 这 样 说 , 除 少数 结构 较 
为 简单 的 群 以 外 , L(G) 唯一 决定 G， 

从 格 论 术 语 说 ,， L(G) 是 完全 的 。 这 是 说 总 存在 无 限 的 
并 和 交 ,因为 一 族 子 群 中 全 体 子 群 的 公共 元 素 组 成 群 , 它 就 是 
这 族 了 于 群 的 交 , 又 从 一 族 子 群 取 的 元 素 的 有 限 乘积 组 成 群 , 它 
研 是 这 族 子 群 的 并 . 

关于 于 群 格 的 较 完 全 的 讨论 ， 请 读者 参看 铃木 通 夫 的 节 
(Suzuki[ 1] )。 
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19.2. 局 部 循环 群 和 分 配 格 


丰 格 四 加 个 分 肥 律 
D1. afi(bUc) = (afb)U (Caf ce), 
D2. 4aUC 站 cc) = (aUb)N (aUe) 
是 们 此 等 价 的 。 我 们 来 许 明 从 已 1 得 出 D2。 这 时 利用 D1， 
(aUb)fi (aUe) = (aU NalUl(aUb) fe 
= aUl(af)c)UC Ne)] 
= [aU(aflc)] UN e) 
= al,(bNN ec), 
这 束 是 D2， 辐 理 可 以 从 D? 得 出 D1. 在 格 中 分 配 律 是 航 强 
的 条 件 。 我们 闫 证 明 , 对 于 痒 G 这 ,L(G) 可 分 上 是 极 强 的 条 
件 ,向 且 由 此 得 出 G 是 局 部 人 循环 的 ， 
和 了 CG 奈 局 部 篇 坏 玫 ， 避 1 过 G 中 任何 有 限 


是 


二 和 和 


办 为 阶 大 于 1 的 有 限 阶 元 束 不 能 和 和 无 限 阶 元 素 共同 生成 
循环 群 ， 所 以 在 局 部 循环 夭 内 或 者 每 个 夫 1 的 元 素 都 是 无 限 
除 的 ,或 者 都 是 有 限 阶 的 , 有 理 数 加 法 群 Rj 是 非 周期 的 局 部 
依 环 群 , 群 R+ 取 模 工大 周期 的 局 部 循环 群 。 不 难 证 明 , 局 部 
循环 群 十 这 两 个 群 中 一 个 的 于 和 群 . 

定理 19.2.1。 格 LCG) 是 可 分 配 的 ， 必 要 而 县 只 要 G 是 
局 部 循环 于 

证 明 . 我 们 先 假定 G 是 局 部 循环 群 . 设 4, 8,C 是 G 的 
任意 一 个 于 群 。 我 们 来 证 明 D1 成立 . 但 是 一 般 地 说 

A2ANB, 
BUCOBOANB, 
因而 U= 4NM(BUC) 忆 4B， 再 有 
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AAIC, 
BUCOCOANC, 
因而 0 = 4 介 (BUC) 和 24 人 fC， 联合 这 两 个 包含 式 ， 
U = AN(BUC)S2(ANB)U(ANC). 
所 以 只 需要 证 明 包 含 式 
U= ANMN(BUC)E(ANB)U(ANMNC)=T, 
现在 学 虑 任意 元 素 gE U0 , 这 时 g 有 形状 
f=a4a= bc, a€ A, bE€B, cE€ Lt, 
这 里 因为 G 是 阿 贝 尔 群 ， 所 以 BUC = BC。 因为 G 太 局 邵 
循环 的 ,元 素 5 和 < 生成 循环 群 {wj}， 因 而 w= 5b, w 二 5， 
又 因为 对 于 某 个 和 nm，2b"”e? 一 w， 所 以 w” ”二 w。 再 有 
4 二 bc 一 wt 现在 += 二 4 二 a 一 b'T'€ ANMB mH y= 
Wt rte ANC 因此 4 = wt tt ) 
x"y* 是 (4 门 B)U(4 门 C) 的 元 素 ， 这 就 是 要 求证 明 的 。 总 
之 ,在 所 有 情形 下 ,对 于 局 部 循环 群 的 于 群 部 有 
ANMN(BUC)= (ANB)U(ANC). 
现在 来 证 明 逆 命 题 ,假定 L(G) 是 可 分 配 的 ,因而 同时 满 
足 DI1 和 D2, 设 5 和 5c 是 G6 的 两 个 元 素 而 且 iCa 一 bc 和 
A={a}, B=1{b}, C= {ci. 
那么 因为 a€ BUC, 所 以 
A=AN(BUC)= (4B)U(ANC), 
作为 循环 群 的 子 群 , 4 站 BB 和 4 作 C 都 是 循环 群 , 议 
ANMNB= {%}, AMNIC = {v}, 
这 时 对 于 适当 的 方 次 数 有 
ad” = HW dC 一 和 
这 里 x 和 vv 作为 «的 方 究 是 可 交换 的 ， 而 且 因 为 4 = {wt?U 
{v}, a€ 4, 我 们 必定 有 4a = wv’ 一 wv', 向 由 于 4 二 bc， 用 
以 br 二 w= be evibY， 于 是 bY == cwrl， 因 而 
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ce Tv = wb! Mm cv bre, 
因此 & 和 < 可 交换 , 即 G 是 阿 贝 尔 群 . 

我 们 再 来 证 明 G 不 能 同时 包含 有 限 阶 的 元 素 4 和 关 1 和 无 
限 阶 的 元 素 5. 因为 令 ec 一 ab, c 也 是 无 限 阶 的 ,而 且 {a1 二 
fenGeuUtcyy 因为 4 二 67!1c, 然而 (ajf 几 {6DU (taj 
站 {cD) 二 (1DU(D 二 1 关 {a}， 因 为 不 包含 天 1 的 有 限 阶 
元 素 的 无 限 循 环 群 {6} 和 {c} 必定 与 4a} 相交 于 单位 元 素 
群 。 因 和 而 我 们 只 第 过 讨论 两 种 情形 , 第 一 ,G 是 非 周 期 的 ， 冲 
二 , G 是 周期 的 。 个 论 哪 一 种 情形 ， 如 宋 有 了 两 个 元 厅 人 不 生成 
周期 群 , 则 很 据 关于 阿 贝尔 群 的 基本 定理 ,它们 生成 两 个 循环 
群 ( 例 如 {58} 和 {c)) 的 直 积 , 这 时 由 于 ea= 一 ac 和 4 一 {tej， 
8 一 { CC 一 {cj 我们 有 A 二 4MM(BUC) 和 (4 站 B)U 
(A4NC) = (1)U(1) = (1), 因而 Dl 不成立. 在 周期 群 的 
情形 , 如 条 4 和 “< 有 互 素 的 阶 , 则 LU{tc 一 人 cj 它们 生 
成 任 环 群 ,而 当 45) 和 tc 的 阶 有 一 个 公约 数 是 素数 了 时, 它 
们 的 直 积 将 不 具有 可 交换 的 于 群 格 ,因为 对 于 PP 阶 的 bl€ 16? 
各 ciE{cj 以 及 a 一 bic,A= {a},B={bi 和 和 C= {cl 
像 上 面 一 样 地 不 满足 分 权 律 因而 分 取 律 成 立 的 必要 条 和 件 位 
然 古 任何 两 个 元 素 生 成 一 个 循环 群 。 和 而 如 果 任 何 两 个 元 素 都 
生成 循环 群 , 则 立刻 得 册 任 何 有 限 个 元 素 生 成 循环 群 , 因 而 C 
是 局 部 循环 的 ,这 就 证 明了 定理 中 的 逆 命 题 . 


19.3. 洛 舌 定理 


在 $8.4 里 证 明 过 的 合成 序列 (或 主 序列 ) 的 一 个 性 质 是 
全 体 序列 有 相同 的 长 度 。 这 个 性 质 是 正规 子 群 格 的 模 性 和 合 
成 序列 中 模 性 的 一 个 弱 形 式 的 结果 ， 但 是 一 般 地 说 , 未 加 限 
制 的 于 群 的 极 大 链 长 度 可 以 不 同 ， 根据 定理 10.5.6， 由 此 得 


+ 302 9 


出 在 有 限 超 可 解 群 内 ,村 群 的 极 大 链 有 相同 的 长 度 。 下 列 属 
于 宕 渗 (〈Iwasawa[1]) 的 定理 证 明 逆 命题 也 成 立 ， 
定理 193, 3.1. RC 的 极 大 于 群 链 全 都 共有 相同 的 长 


二 


吉 帮 有 和 旬 


证 明 全 10.5.6 指出 ,在 超 可 解 群 G 内 ,所 
有 极 大 子 群 链 具 有 相同 的 长 度 ,这 就 是 整除 G 的 阶 的 素数 ( 重 
复 的 照 算 ) 的 总 个 数 . 

让 我 们 把 所 有 极 大 链 上 其 有 相同 的 长 度 的 性 质 昌 做 等 链条 
件 。 这 个 性 质 显然 为 于 群 和 商 群 所 继 水 。 设 G 是 具有 等 链 性 
的 有 限 群 。 因为 当 群 的 格 是 长 度 为 1 的 链 时 ,这 群 是 素数 阶 
的 循环 群 ,因而 是 超 可 解 的 ,所 以 我 们 可 以 对 极 大 链 的 长 度 作 
上 归纳 假设 : G 的 全 体 子 群 和 商 群 都 是 超 可 解 的 . 

我 们 先 来 证 明 关 于 超 可 解 群 的 一 个 引 理 ， 
5 理 19.3.1， 设 G 是 阶 为 ?一 pypx'…'pm 的 有 限 超 可 解 


群 , 这 里 所 pi 夺 .… 全 pm， 那么 6G 其 奏 主 序列 
Ko 一 1ICKICRC .CRK = G, 
这 里 Ki/Kit 的 阶 是 pn-itls i = 1 
这 是 推论 10.5.2 
证 明 的 极为 困难 的 下 一 步 是 指出 G 具 有 正规 子 群 。 为 此 
需要 一 种 选择 方法 。 引 理 19.3.2 保证 这 种 选择 对 于 任何 有 上限 
群 是 可 解 的 . 


二 
虽 和 
各 


证 明 . 我 们 知道 ,按照 定义 , 群 G 是 p 正规 的 ,假如 西 罗 
子 群 Si(p) 的 中 心 Z 是 任何 别 的 包含 它 的 西 罗 子 群 5,(p) 的 
中 心 ， 因 此 如 果 G 不 是 正规 的 , 则 某 个 5.(p) 的 中 心 Z 包含 


® 393。 


在 另 - 一 修 52( 办 内, 而 不 是 52《p) 的 中 心 。 在 这 个 情形 下 我 们 
来 证 明 第 二 种 可 能 性 成 立 ,这 时 取 P 作 为 Z 来 证 明 Z 在 $,(p) 
内 不 是 正规 的 。 假定 相反 地 , Z 在 Sb 内 是 正规 的 ， 那 么 
Si(p) 利 1 Sp) 都 包含 在 入 二 Ne(Z) 内 ,因而 它们 作为 N 的 西 
罗 子 群 在 N 内 是 共 罗 的 。 因此 对 于 菜 个 xE N，x-1S1(P) x 一 
SpP)。 因为 Z 古 $1(P) 的 中 心 ， Hiri S23(p) = x Sp)x 有 的 中 
心 是 XT1Zx 一 和， 这 征 由 于 x+€Nclz)。 这 绽 论 与 不 是 
52p) 的 中 心 的 假设 矛盾 .这 束 证 明了 引 理 . 我 们 人 往 意 到 在 弗 
二 种 情形 里 可 以 应 用 伯 恩 赛 德 定理 4.2.5. 
议 找 们 的 群 C 的 阶 十 于 一 省 卫 这 里 入 去 成 生 

… 过 p, 是 不 同 的 素数 . 我 们 对 于 整除 ”的 最 小 素数 pi 利用 
9| 理 19.3.2。 我 们 来 证 明 在 G 由 不 能 出 现 第 二 种 情形 。 这 时 
根据 定理 4.2.5， 存 在 上 关 00mnodp) 个 广 群 如，h，*'* ,有 h， 
在 它们 的 并 五 内 是 正规 的 ， 而 县 在 互 对 G 的 正规 化 子 N= 
NHH) 内 是 共 斩 的 。 如果 瑟 在 G 内 是 正规 的 ， 虽 我 们 就 有 了 
着 更 得 到 的 正规 子 群 ， 假定 N 是 G 的 真子 群 , 因而 根据 归纳 
假充 和 超 可 解 的 。 对 NN 应 用 引 理 19.3.1, 我 们 发 现 N 有 正规 

于 二 0, 它 有 NN 内 的 指数 古 记 的 整除 NN 的 阶 的 最 高 方 昭 .于 
太 0 和 吾 禾 钙 NN 的 正规 于 群 , 义 因 为 0 站 日 二 1( 召 是 pi 群 )， 
Hr 以 0UH = 二 0 Xx 五 ,因此 8 与 互 的 每 个 元 素 可 交换 ， 扩 以 
hi 的 正规 化 于 包含 90, 因 肌 不 对 布 与 名 互 角 的 指数 1t。 严格 
地 培 ， 我 们 证 明了 的 只 十 当 六 十 正 规 子 群 时 第 二 种 情形 不 能 
出 现 ,但 是 当 我 们 最 终 地 证 明了 G 是 超 可 解 群 时 ,上 面 的 论证 
对 于 NN 二 G 也 成 江 . 

现在 我 们 秀 虑 第 一 种 可 能 情形 , 即 G 是 pi 正规 的 . 设 Z 

是 西 罗 子 群 S1(p1) 的 中 心 。 设 天 一 NeGZ)。 如 二 天 一 G， 
“ 则 2 是 G 风 正规 真子 群 . 这 就 足 野 求证 明 的 。 因此 假定 玉 填 
C 的 真 于 群 ， 因 而 根据 归纳 假设 征 超 避 解 的 ， 于 是 把 引 理 


中 


i9.3.1 应 用 于 天 , K 必定 有 指数 为 请 的 正规 子 群 矿 ,而 县 央 
为 天 / 矿 是 详 阶 的 循环 群 ， 灭 二 KK， 六 有 一 个 非 显 然 的 同 态 
像 足 阿 贝 尔 pt 群 ,我 们 把 它 记 做 K/K'(p;)， 但 是 根据 定理 
14.4.5, 因为 G 是 轧 正规 的 ,所 以 G/G (pi) 辐 构 于 K/K (pi)， 
因而 G'(pi) 是 正规 的 真子 群 . 因为 在 所 有 情形 都 证 明了 G 上 只 
有 正规 的 真子 群 ,又 因为 根据 归纳 假设 ,正规 子 群 和 商 群 都 大 
超 可 解 的 ,所 以 G 是 可 解 的 . 

总 之 当 G 的 阶 是 w= ptip?… pr, Pi 过 三 < 之 Pr; 向 
且 六 一 cl 二 e 十 … 十 er 时 ， 已 经 证 明 G 是 可 解 的 ， 现 在 
我 们 知道 所 有 极 大 链 的 长 度 都 是 如， 而 且 每 个 盖 住 关系 
4 8B 都 有 [A4:B1 是 素数 ， 设 5S(pi) 是 pr 阶 的 西 罗 子 群 ， 
于 设 1C4ICL4C. Cd4d。 = 5S(p,)C BIC CB,-s 二 G 是 
极 大 链 , 它 包含 SCp,) 的 极 大 链 作 为 开头 部 分 ,我 们 项 开赴 明 
S(p,) 在 G 内 是 正规 的 . 这 时 B81/S(p,) 的 阶 是 系数 p; 二 p， 
因为 5SCp,) 在 Bi 内 的 共 斩 群 的 个 数 整 除 p; 而 且 根 握 第 三 个 
西 罗 定理 有 形状 1 十 kp,, 这 个 数 只 能 是 1, 因而 S$S(p,) 4 Bi 
同 理 , 如 果 我 们 证 明了 5(p,) 在 某 个 B; 内 是 正规 的 , 则 5(p,) 
在 B;+ 内 的 共 斩 群 的 个 数 有 形状 1 十 Rp, 而 且 也 是 [8; 十 1: 
Bi] = pj 过; 的 约 数 。 因此 SCp) 在 Bo 站 十 正 规 的 ， 继 
续 这 个 论证 , 最 后 得 出 SCp,) 44G。 因为 G 是 可 解 群 , 所 以 它 
具有 5S(p,) 的 西 罗 补 群 C ,GC 的 阶 是 pf…ppo-: “。 这 是 由 
定理 9.3.1 给 出 的 . 设 Z 是 5(pi) 的 中 心 . 作为 SCp) 的 特征 
子 群 ,Z 在 G 内 是 正规 的 。 因 此 CUZ 一 CZ 一 U。 在 口内 
C 的 极 大 链 可 以 扩大 成 志 的 极 大 链 ,而 在 这 链 内 ,对 于 使 上: 
C] 一 户 的 群 了 7 有 CCV。 根据 证 明 5 (p,) 在 G 内 正规 的 同 
样 沦 证 , 可 以 得 出 V 具 有 阶 为 p; 的 正规 子 群 R， 这 时 RR 必定 
包含 在 Z 内 ，Z 是 U 内 关于 p, 的 唯一 西 罗 子 群 。 因而 尺 属 
于 C 的 正规 化 子 ,而 且 由 于 它 属 于 5S(p1) 的 中 心 , 所 以 也 属于 
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SP 的 正规 化 下， 因此 尺 在 G 内 是 正规 的 .在 证 明了 G 其 
有 系数 阶 p; 的 正规 子 群 以 后 ， 因 为 根据 归纳 假设 G/R 是 起 
可 和 解 的 , 摧 以 G 也 是 超 可 解 的 ， 这 就 证 明了 定理 。 
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第 二 十 章 ” 群 论 和 射影 平面 


射影 平面 是 指 这 样 的 点 集 , 其 中 某 些 特 选 的 子 集 叫做 线 ， 
满足 下 列 公 理 : 
Pi. 任何 两 个 不 同 的 点 包含 在 唯一 的 一 条 线 内 . 
P2. 任何 两 条 不 同 的 线 包 含 唯一 的 一 个 公共 点 ， 
P3. 存在 四 个 点 ,其 中 没有 三 个 包含 在 一 条 线 内 。 - 
包含 两 个 不 同 的 点 4 和 B 的 唯一 的 线 久 叫做 4 和 B 的 连 
线 。 包 含 在 两 条 不 同 的 线 《和 * 内 的 唯一 的 点 了 叫做 不 和 * 
设 4i， 4a，43，44 是 四 个 点 ,没有 三 个 在 一 条 线 上 ，, 它们 
的 存在 由 P3 决定 。 那 么 就 存在 不 同 点 对 的 六 条 不 同 的 连 线 : 
Li: AiA:B. 
L): A1A,B,. 
L;: AlAB;. 
Li: A,4.B.. 
Ls: A;A,B,. 
Ls: A,ABi. 
这 里 点 Bi，B;, B; 古 这 些 线 的 交 后 ,又 由 于 位 些 线 不 同 , 容 饭 
证 明 这 些 8 与 4 不 同 而 且 彼 此 不 同 . 
引 理 20.1.1。 每 条 线 至 少 包含 三 个 点 : 
证 明 . 上 面 构造 出 的 线 L，'… ,上 6 中 每 一 条 至 少 包含 二 
个 点 ， 任 何 线 工 , 穴 是 不 包含 41, 将 与 Cl， L3,， Ls 相交 于 二 
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个 不 同 的 点 。 如 果 区 不 包含 4;, 则 工 与 1 ,上 ; 相交 于 三 
个 不 同 的 点 。 如 果 工 问 时 包含 41 和 4;, 则 工 是 二， 和 它 至 少 
包含 三 个 点 41, 4,, Bi. 

证 明 . 这 里 Ci, L;，、L;， 上 Ls 就 是 没有 三 条 相交 于 一 个 
公共 点 的 四 条 线 ， 

如 内 我 们 交换 点 和 线 的 地 位 而 且 把 “包含 ” 换 成 "包含 在 
ee 内 ”， 则 公理 Pl 和 P2 交换 而 且 公 理 P3 和 3 引 理 20.1.2 交 
换 ， 这 就 导出 对 偶 这 个 概念 。 说 得 更 清楚 些 ， 如 林 下 元 任何 
射影 平面 , 则 存在 与 对偶 的 平面 x , 它 可 以 构造 如 下 : 

设 {2} 是 7z 的 点 集 而 且 {8;} 是 z 的 线 集 。 那么 在 x 内 
存 作 与 z 的 点 {Pi} 成 一 一 对 应 的 线 {pi} 和 与 x 的 线 {成 
一 一 对 应 的 点 {KK;}。 其 次 ,如果 在 x 内 P;Eh, 则 在 内 令 
Kj€ pi, 这 里 和 二 之 Kj; 和 Pi 二 之 p;。 通 过 观察 可 以 证 明 , 如 未 
zt 满足 射影 于 面 的 公理 , 则 x* 也 是 如 此 。， 再 有 , 的 对 偶 是 
r, 即 《x*)* 二 x。 因此, 交换 点 和 线 的 地 位 而 且 改 变 包 含 关 
系 以 后 ,关于 的 每 一 个 表述 变 成 关于 它 的 对 偶 = 的 表述 .这 
就 是 对 偶 原 则 ， 特 别 舟 据 对 偶 原则 ， 如 术 东 个 藻 题 对 于 风 影 
平面 x 成 立 , 则 这 命题 的 对 偶 也 成 立 。 例如 应 用 对 偶 原 则 ,5 
理 20.1.1 变 成 : 

引 理 20.1.3， 每 个 点 至 少 在 三 条 线 十 . 

读 洒 不 难 验 证 ， 这 里 给 的 公理 等 价 于 射影 几何 中 关于 平 
面 的 公理 ， 如 同 在 韦 勃 伦 和 杨 合 著 的 《射影 儿 何 学 》(4Veblen 
“and Young [11) 第 一 卷 第 16 一 18 页 上 所 给 的 那样 . 

假定 对 影 平面 x 的 线 包含 有 限 个 点 。 把 点 的 个 数 记 
做 4 十 1, 根据 引 理 20.1.1, w 实 2， 根 据 公理 P3, 至 少 存在 
两 个 点 和 PB 不 在 上. 设 户 忆 与 相交 于 Bi, 岩 设 记 
和 PP 是 工 的 另外 册 个 后 ， 那 么 PP; 和 和 PP 相交 于 既 人 不 在 
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L; 上 也 不 在 Pi P; 上 的 点 B,, 设 P 是 不 在 Li 上 的 任意 后 , 连 
结 P 了 与 的 十 1 个 点 ， 我们 得 出 通过 PP 的 n 十 1 条 线 ,这 
是 全 部 通过 P 的 线 ， 因 为 通过 P 的 每 一 条 线 必 定 与 Li 相交 . 
特别 说 来 存在 着 通过 BB, P 和 B; 中 每 一 个 的 2 十 1 条 线 . 现 
在 设 通 过 点 P 有 +w 十 1 条 线 ， 这 些 线 与 不 通过 P 的 线 工 租 交 
于 十 1 个 点 ,这 些 点 是 LL 上 的 全 部 点 ,因为 L 上 的 每 个 点 宛 
与 P 有 连 线 .。 因此 * 的 每 条 线 工 包含 ”十 1 个 点 。 因为 PB， 
P, 和 B; 至 少 有 一 个 不 在 工 上 。 又 通过 = 的 每 个 点 P 都 有 
n 十 1 条 线 ， 它们 是 了 与 不 通过 已 的 某 条 线 工 上 的 > 十 1 个 
点 的 连 线 ,我 们 证 明了 下 列 定 理 的 主要 部 分 . 

定理 201.1， 设 > 2 是 整数 ， 在 身影 平王 上 下 列 人性 质 
是 等 价 的 . 

1) es +1 个 点 . 


色 二 和 和 二 
过 
| 
吉 和 

| 帮 当 才 埋 


证 明 , 诉 和 所 经 证 明 从 Cl) 得 册 @), (3) 和 (4)、 为 
了 证 明 (5), 设 有 是 x 的 点 而 且 ,Ls 是 通过 忆 的 
n 十 1 条 线 ， 这 些 线 包含 了 x 的 全 部 上 后， 而 且 每 一 条 剖 包 含 
PB 和 另外 # 个 点 。B 是 Li … ,Lsri 中 任何 两 条 的 唯一 的 
公共 点 ,因此 * 包 含 1 十 ( 十 Dn 一 太 十 # 十 1 个 反 . 为 了 
证 明 (6), 设 LL 是 7 的 线 而 且 P,…, Poni 证 的 n 十 1 个 
所 。 每 个 后 Pi,:*:*, Prtl 在 LL。 和 男 外 ? 条 线 上 . 这 样 我 们 
得 出 = 的 全 部 线 , 因 而 在 < 上 有 1 十 (2 十 lz 一 人 十 2 十 1 
条 线 ， 因 此 从 性 质 (1) 得 出 所 有 其 余 的 性 质 ， 根据 对 偶 性 ， 
从 (27 也 得 出 其 余 的 性 质 ， 显 然 从 (3) 得 (1), 从 (4) 得 (2)， 
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YO 
» Ht = tt Hi he ht in 人 . 


如 1 未 (5) 成 刀 面 且 有 茶 条 线 其 有 z 十 1 个 点 ,这 里 天 是 整数 ， 
则 关 有 7 十 和 十 1 一 和 十 7 十 1 个 点 ， 财 而 9 二 1， 民 ] 从 
(5) 得 (1)， 同 理 , 从 (6) 得 (2). 


20.2. 直射 和 德 沙 格 定 理 ” 


如 果 在 平面 mm 的 点 {P 和 平面 的 上 扩 1 之 闻 和 在 在 一 
一 对 应 PP 一 (Pa， 和 而且 在 区 1 的 线 (Rk1} 和 ] 72 的 线 R21? 
之 间 和 存在 一 一 对 应 多 过 如 二 (各), 使 得 在 PEh 时 有 
(Pee (41)8, 则 就 说 平面 辣 构 于 平面 明显 地 ,对 应 a 
和 有 中 的 每 一 个 完全 决定 另 一 个 ;而且 如 采 当 美的 三 个 氮 五 ， 
Ql 和 Ri 在 一 条 线 上 时 ， (Pi)a, (Oa 和 和 (Ria 距 在 一 条 线 
下 ,; 则 点 的 这 样 的 一 一 对 应 Pl 二 之 (Pe 束 决 定 一 个 同 构 。 辐 
理 , 如 果 每 三 条 共 点 的 线 对 应 于 三 条 共 后 的 线 , 则 线 的 这 样 的 
一 一 对 应 就 决定 一 个 同 构 ， 和 平面 的 同 态 征 指点 和 线 的 保持 关 
联 关 系 的 多 一 对 应 ， 但 是 对 于 平面 说 这 里 不 是 像 对 于 其 他 对 
象 那 作 有 价 伍 鸭 概念. 

平面 于 到 上 有 和 喘 的 同 构 c 叫做 直射 .平面 的 直射 组 成 一 个 

可 以 戏 和 人 三 维 空间 五 , 的 平面 本 总 有 很 大 一 族 直 射 。 这 
ra 是 已; 中 的 另 一 个 平面 ,又 工 是 到 与 的 交 线 .在 ,中 取 
不 在 苑 1 或 2 于 的 任意 两 个 点 P 和 P. 定义 以 上 为 中 心 的 从 


Tl 到 2 于 的 透视 ， 这 征 从 nl 的 任意 点 0 到 | 区 2 的 后 Kk 的 耿 射 ， 
记 做 , 
0——>R, (20.2.1) 


这 里 尺 是 线 PoO 与 zw 的 交点 。 这 时 P.OR 在 一 条 线 上 上 上， 而 是 


Es 


er .一 


1) 关于 在 这 里 用 到 为 三 维 空 间 的 性 质 ， 参 看 Veblen and Young [1], 第 
20 --25 页 ， 


。4N0 。 


Ocm, REm。 透 视 (20.2.1) 是 从 x 到 x 上 的 同 构 ,因为 好 
果 M1 是 zw 的 线 , 则 包含 M, 和 Pl 的 平面 与 x 相交 于 线 M，， 
身 且 已 知 的 透视 把 Mi 的 点 肌 成 M; 的 上 操 。 其 次 , 工 的 每 个 点 
都 映 成 自己 , 因为 是 x 和 zw 的 交 线 , 设 在 透视 (20.2.1) 之 
后 再 进行 以 为 中 心 把 zw 上 映 到 x 上 的 透视 
及 一 一 > 人。 (20.2.2) 
这 也 是 保留 工 的 全 体 点 不 变 的 从 zw 到 mm 上 的 同 构 。 这 样 两 
个 透视 的 联合 . 
D0—->R So (20.2.3) 
是 保留 工 的 全 体 点 不 变 的 a 的 直射 。 再 设 0 是 线 PP 与 zm 
的 交点 。 我 们 将 有 
0—>7 —»0, (20.2.4) 
因为 PPOT 在 一 条 线 上 ,因而 (0)a 一 0 其 次 设 & 是 通过 
0 的 任意 线 。 如果 8 是 的 点 ; 则 (20.2,3) 中 的 R 将 处 在 包含 
相交 的 线 & 和 PPO7 的 平面 上， 因而 (20.2.3) 中 的 S 也 
是 x 的 点 , 即 也 是 《的 点 。 因 此 a 把 通过 0 的 每 条 线 变 成 自 
己 。 这 样 的 直射 叫做 透视 直射 ， 有 了 时 也 叫做 透视 .全体 点 在 
% 下 都 不 变 的 线 工 则 做 直射 的 轴 ， 通 过 它 的 每 条 线 都 不 变 的 
氮 O 则 做 直射 的 中 心 .中 心 0 可 以 在 也 可 以 不 在 轴 工 上 ,如 果 
我 们 箱 望 区 分 这 两 种 情形 ， 则 把 中 心 O 在 轴 工 上 的 直射 叫做 
合身， 而 把 中 心 2 不 在 轴 工 上 的 直射 叫做 透射 ， 透 视 直 射 的 
性 质 台 以 从 附 于 德 阔 格 定 吾 的 图 上 看 到 . 
假定 “ 是 具有 中 心 0 和 轴 蕊 的 透视 直射 ,和 而且 4 是 二 的 
既 不 在 世上 也 不 是 O 的 点 。 那么 (A1)a 一 4; 必定 在 线 04， 
于。 现在 给 了 0, 工 ,41 和 4;, 这 里 0, 4A1, A 共 线 而 且 4 
和 4; 既 不 在 上, 也 不 古 0, 我 们 来 断定 具有 中 心 0 和 轴 上 L 
而 且 使 (4a 一 4; 的 直射 oe 是 完全 确定 的 。 设 Bi 是 x 的 不 
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图 9 德 阔 格 定理 

在 04 4 或 工 上 的 点 。 没 4B 与 工 伯 交 于 Cs， 那么 (Bia 
必定 在 08B 上， 但 征 因 为 4，B，C3 去 线 , 所 以 (40)a 一 4 
(Bj)eg 和 (C3)e 二 C; 也 必定 共 线 。 因此 (Bi)a 必定 同时 在 
OpB 和 CA, ,Nils (Bo 一 DO0OB 和 Cd 的 交点 . 因 
此 ,在 已 知人 4Ua 一 4; 时 ,不 在 oOd4i42 上 的 每 个 点 Bi 的 做 刺 
完全 决定 了 。 而 在 已 知 (Be 一 B, 以 后 ，0A14; 上 的 点 的 
像 也 驳 唯 一 决定 了 . 

玻 在 充 Cl 十 不 在 0414; 或 0B1B8; 上 的 点 。 再 设 BiCi 
与 工 相 区 于 43, A101 与 工 相 交 于 B;， 那 么 《Cie 一 C; 就 作 
为 42B， 和 0Ci 的 交 后 而 决定 。 但 是 因为 B:，C1，43 共 线 ， 
HT 以 (Ba 二 Bi, (Ce = Ci; 和 (As)o 一 A: 也 共 线 ， 这 就 
给 出 大 家 叫做 德 沙 阁 巧 图 的 一 种 图 形 。 这 种 七 图 的 存在 叫做 
德 沙 格 定理 ， 我 们 说 三 角形 4181Ci; 和 4;8;C; 以 2 为 中 心 而 
成 透 忆 ,假如 对 应 的 顶点 在 通过 O 的 同一 条 线 上 , 即 0414;， 
0B.B; 和 0CiC; 部 征 线 ， 又 如 有 末 对 应 的 边 相 交 于 工 的 点 ,， 则 
名 三 攻 形 以 工 为 轴 而 成 透视 . 

定理 20.2.1 ( 德 沙 格 定理 ). 如 果 两 个 三 角形 4181C， 和 


利和 


AB2C, 以 O 为 中 心 而 成 透视 ， 员 则 对 应 边 < 人 和 和 AB;, :AC 


各 ， C3, BICI 和 B,C, 的 交 操 C;3, Bs, A; 企 一 条 线 工 上 . 
德 沙 格 定理 在 平面 x 上 成立 等 价 于 = 上 所 有 可 能 的 透视 
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直射 的 存在 ,这 从 下 列 定理 得 出 ， 
定理 20.2.2。 在 平面 上 给 了 线 工 , 点 2 和 有 既 不 是 0 又 
全 人 人 A;, 并 县 0， 3 A 基线 那么 最 


利和 
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证 明 . 我 们 在 上 面 看 到 ,给 本 O Ce 
4;, 这 里 0, 441, 4A; 共 线 ,那么 透视 直射 就 完全 决定 。 因 此 最 
多 存在 = 的 一 个 这 种 直射 。 现 在 假定 xz 能 嵌入 三 维 空间 E，. 
在 ;中 取 与 * 相交 于 工 的 平面 zs, 而 且 取 8; 的 不 在 + 和 严 
上 的 后 号 。 连结 与 9 而 且 设 PO0 与 x 相交 于 T (参看 图 
10). 

如 末 A 号 12 相交 
于 0， 则 8 和 4， 同 在 由 


A2 


OP 种 0414; 决定 的 平面 0 
x 上 上, 73 碗 是 图 10 所 在 的 Pp, 
平面 . 因此 4,0 与 OP 相 
交 于 上 BB。 然而 马 不 在 汉 
X 4， O A 


上 上， 因为 否则 它 就 将 是 工 
因而 4; 将 与 0414， 和 线 矢 卫 并 视 

区 的 交点 X 重 合 , 这 与 4; 不 在 LK 上 的 假设 矛盾 ， 同 理 , 因为 
A; 不 是 0, 所 以 不 在 x 上 .现在 我 们 看 到 透视 直射 人 


以 工 为 轴 和 以 0 为 中 心 ; 我 们 还 有 41 一 >0 一 > 4,， 因 此 ， 
4; 一 (Ai)&, 这 是 我 们 所 要 求 的 ,因而 定理 中 的 直射 存在 . 
定理 20.23 各 和 于 在 平 而 上 成 立 ， 必 要 而 且 只 


过 
者 要 


| 小 刘 二 


面 = 上 成 立 . 

证 明 . 只 要 证 明了 和 定理 ,就 可 以 从 前 面 一 个 定理 得 出 上 
述 推论 ， 

先 假定 在 平面 * 上 存在 所 有 可 能 的 透视 直射 。 设 给 了 两 
个 三 角形 41B1C1 和 A,B,C; 使 得 三 条 线 414,, B1B; 和 CiC， 
相交 于 A O。， (参看 关于 德 沙 格 定理 的 图 . ) 设 41B1 和 A438， 
相交 十 点 Ci, 41C1 和 42C; 相交 于 点 B;。 把 B; 和 C; 的 连 线 
1 做 工 ， 那么 根据 假设 ， 存 在 以 o 为 中 心 和 以 工 为 轴 的 透视 
耳 财 c, 使 得 (A1)e 一 4。 于 是 根据 我 们 的 作 图 .(B\)c = B， 
和 (Coa 一 Ci 设 BiCi 与 工 相 交 于 4;， 那么 (Bi)a 一 B，， 
(CuUx 一 C 和 (di)a 一 4; 共 线 , 因而 BC 和 B;C， 的 交点 
4; 与 B; 和 Cs 共 线 . 这 就 证 明了 德 沙 格 定理 ， 

反之, 假定 德 沙 格 定理 在 平面 * 上 成 立 ， 设 给 了 线 工 和 
不 基线 特点 0， 41, A;, 而 且 41 和 4, 都 不 在 L 上 (但 是 0 可 
以 在 工 于). 我 们 定义 = 的 点 的 映射 ec, 来 证 明 它 是 直射 . (我 
们 仍然 参看 关于 德 沙 格 定理 的 图 .) 对 于 工 上 的 任何 点 XX, 令 
(Xj)a 一 X， 又 令 (0)g 二 0 以 及 (4A)a = 二 4;， 如 果 B 既 不 
在 上 也 不 在 O414; 上 , 设 418B1 与 工 相交 于 C;， 如 果 AC 
与 OB 相交 于 B,, 令 (Bi)a 一 B,. 这 对 于 除 Oddi 上 的 点 
外 的 的 全 体 点 定义 了 映射 ag， 现在 如 果 41C1 与 二 相交 于 
B;, 则 当 434; 与 OC 相交 于 C; 时 ,我 们 令 C; 二 (Ci)g， 如 
未 041,，0B! 和 0Cl 是 不 同 的 线 , 则 三 角形 418B1C, 和 41B;C， 
以 OO 为 中 心 而 成 透射 ,因而 根据 德 沙 格 定理 ,对 应 边 的 交点 共 
线 ， 但 是 C3 和 B; 在 L 上 , 因而 BC 和 BC; 相交 于 工 | 的 
4;。 但 是 楼 是 我 们 以 (B1)8 一 B, 开 始 . 我 们 可 以 把 (C1)8 
定义 为 B,4; 和 0OC 的 交点 。 而 这 个 交点 是 C,, 因此 我 们 有 
(Ca 一 (C1)8 一 人 (: 同时 作为 (ADa 一 .4 机 (Bi)8 B, [ty 
抽打 因 和 而 上 映射 «二 8 在 它们 都 有 定义 的 所 有 的 线 (例如 
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OCiC;) 上 相合 。 但 是 & 在 整个 0B18,; 上 有 定义 ，8 在 整个 
O0414; 上 有 定义 。 因 此 映射 a 对 于 的 全 体 点 都 有 定义 . 

再 根据 (Aia 一 4, 而且 & 是 不 通过 0 或 4 的 任意 线 的 
同一 个 图 , 设 & 与 世相 交 于 4; 而且 B 和 C 是 & 上 的 另 两 个 
起 ， 那 么 根据 定义 , 《5Uc 一 B;,《Ci)e 一 Ca 和 (4A;)0= A;, 
因 币 把 德 沙 格 定 理应 用 到 三 角形 41B1C! 和 A3B;C;， 就 能 得 
出 B,C; 和 A; 共 线 。 这 说 明 映 射 & 把 二 43B1 的 点 Ci 变 
成 43,B; 的 点 ， 除非 Cl 是 和， 有 与 0A14; 的 交 上 后 。 但 是 当 
Ci 二 Di 古 B14; 与 0414; 的 交点 时 ,根据 (Bi)a = (B.)p = 
B;, 可 以 定义 (DBP 一 D, 为 4;B; 与 0414; 的 交点 Di. 因此 
这 鼎 映 把 《的 全 部 点 变 成 438; 的 点 。 明 显 地 ,这 映射 把 工 变 
成 日 己 向 且 把 通过 0 的 线 变 成 自己 . 因此 “ 是 所 要 的 直射 . 

我 们 实际 上 已 经 证 明了 比 定理 20.2.3 更 详尽 的 结果 .我 
们 把 它 写 成 一 个 定理 . 

定理 20.2.4. 在 芋 面 nr 让 全 2 和 名 印 各 


和 
和 
志和 


昭和 


站 者 和 :区 人 二 维权 s 间 |， 市 且 存在 定理 20.2.4 
只 对 少数 几 个 轴 工 和 中 心 0 成 立 的 情形 . 


20.3， 坐标 的 导入 


设 在 任意 射影 平面 > 上 取 四 个 点 X,Y, 0, 1, 没有 三 个 
共 线 .把 线 XY 叫做 无 穷 远 线 Ls。 把 线 07 叫做 * 一 y 线 . 
在 线 01 上 令 O 的 坐标 为 (0, 0), 的 坐标 为 (1, 1), 又 
令 01 和 XY 的 交点 C 有 单独 的 坐标 (1)， 对 于 017 的 其 他 
的 点 给 以 从 标 (2。 5) ,不同 的 点 取 不 同 的 记号 5。 对 于 不 在 L 
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上 的 点 已 设 XP 与 01 相交 于 (6,， 65)，YP 与 O1 相交 于 
(a,4)， 那么 令 P 的 坐标 为 (a,5)， 这 个 规划 重新 给 O7 的 
点 以 同样 的 坐标 、 设 连结 (0，0)》 和 (1, m) 的 线 与 工 相 交 于 
点 M. 给 M 以 单独 的 坐标 (m), 这 我 们 可 以 直观 地 设想 为 冬 
率 ， 这 梓 我 们 就 使 了 以 外 的 每 个 点 都 上 共有 了 坐标 , 对 于 Y 我 
们 给 以 单个 的 记号 (co ) 作 为 坐标 ， 


CC1) 
(0, 5) Pa 
(1,n7) NX (Ca,a) 


rr Pr 
| 四 
(2 2 
1(1,1) 


OC0,0) - 从 
稚 11 泽 标 的 好 人 


我 们 利用 平面 上 的 线 来 定义 坐标 系 上 的 代数 运算 .这 个 
代数 体系 证 三 无 环 ， 面 用 上 除 Le 外 的 每 条 线 都 将 有 以 三 
元 玉 的 运算 彭 出 的 方程 ， 如 条 (*， yy) 是 07 的 有 限 点 ,我 们 有 
y 二 x*, 因而 我 们 取 y 一 * 作为 01 的 方程 .通过 Y 而且 不 是 
的 线 汪 有 性 质 : 它 的 全 体 有 限 点 (x, y) 都 有 相同 的 * 坐 
标 * 一 c, 因 中 可 以 把 它 取 作 线 的 方程 ， 

如 未 (x,y) 是 C 二 (1) 和 (0,5) 的 连 线 上 的 有 限 点 ， 
我 们 用 

y 二 XxX 十 4。 (20.3.1) 
定义 一 个 二 元 加 法 运算 ， 而 且 取 它 作 为 这 线 的 方程 。 如 时 
4 J 十 0 一 (0,0) 和 (m) 的 连 线 上 的 有 限 点 ,我 们 用 


y = x (20.3.2) 

定义 一 个 二 元 乘法 和 运算， 而 且 取 它 作 为 这 条 线 的 方程 .一 
地 ,不 通过 Y 的 任何 线 与 Le。 相交 于 某 个 点 (m) 并 且 与 OY 相 
交 于 其 个 点 (0, 6)。 如 果 9 一 (xy 是 这 条 线 的 点: 我 们 定 
义 一 个 三 元 运算 

y =x. mob, (20.3.3) 
而 且 取 它 作为 这 条 线 的 方程 。 因而 加 法 和 乘法 都 是 这 个 三 元 
运算 的 特例 。 即 我 们 有 

YY 十 2 一 x，1lop0， 


(20.3.4) 
xm=xr， me0, 
元 系 0 和 1 具有 熟知 的 性 质 
0 十 4 一 4 十 0 一 4， 
0m 一 m0 = 0, (20.3.5) 


lm = ml = 7m. 
平面 可 以 表 成 一 个 三 元 环 尺 , 它 的 三 元 运算 满足 某 些 性 质 ， 
而 且 芭 之 , 具有 这 些 性 质 的 三 元 环 唯一 决定 一 个 平面 。 我们 
把 这 写成 关于 三 元 环 的 主要 定理 ， 
定理 2 20.3.1。 在 平面 上 选取 没有 三 By 后 X%， 


得 和 间 归 


了 1] . ?mec = 0 
T2.1. m0=m.: 1°0= 7m. 
T3.z 给 定 a， 1I (5 恰好 存在 一 仆 zx， 使 得 a， Mmoz = CC 。 


区 * miopb a: 200,. 
75, 给 定 4 zas cs co 就 存在 叭 一 的 一 对 mb， 使 得 
a mob=e 和 和 4: mob 一 cc 


证 明 . 在 平面 < 上 取 定 没有 三 个 在 一 条 线 上 的 四 个 点 
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二 


X,Y ,0, 1, 我 们 像 上 面 那样 构造 一 个 具有 运算 x， ms2 站 
三 元 环 ， 性 质 Tl 和 72 是 定义 的 直接 结果 , 73 是 说 (m) 和 
(ay, c) 的 连 线 与 OY 相交 于 唯一 的 点 〈0,z)。 了 4 是 说 其 有 
不 同 斜率 m 和 1m; 的 两 条 线 y 三 x， Miogi 和 上 一 m200) 
相交 于 唯一 的 有 限 点 。 75 是 说 如 果 (a1, c1) 和 (cc) 年 
4a 关 4 的 刚 个 瑟 限 点 ， 则 号 存 在 唯一 的 线 yx+*mov 通过 
这 两 个 点 ， 

反之 ,假定 给 了 一 个 三 元 环 尺 满足 71, 75. 我们 构 
造 有 限 点 (a,5) 和 无 穷 点 (m) 和 (00), 这 里 4,，5,， m 通 历 
R 的 元 素 。 线 Le 包含 全 体 无 穷 点 mw，《%) 和 而 不 包含 别 的 ， 
具 丰 国定 的 < 的 全 体 点 《c,y) 以 及 (co) 是 一 条 线 x 二。 后 
点 ， 对 于 固定 的 mw 和 5, 点 (m) 和 使 y 二 x .mob 的 点 (x,y) 
是 一 条 线 y 二 +， mob 的 点 , 需要 考虑 好 多 情形 ,但 是 容易 得 
出 上述 公理 的 自然 结果 是 : 两 个 不 同 的 点 在 唯一 的 一 条 线 
上 , 央 条 不 同 的 线 相 交 于 唯一 的 点 , 又 四 个 点 (00), (0), (0， 
0) 和 (1, 1) 没有 三 个 共 线 .我 们 只 验证 一 点 ,其 他 的 是 相仿 
的 .考虑 两 条 不 同 的 线 ， 一 x， mob1 和 y 二 x， 1m29552. 它们 
有 公共 的 无 穷 点 (m), 而 没有 别 的 公共 无 穷 点 。 如 朱 它 们 还 
有 公共 的 有 限 点 (a, c), 则 就 有 a :mob 二 c= 二 a* mobi, 这 
将 与 73 矛盾 ,因为 b1 关 妈 . 


20.4. 韦 勃 伦 - 魏 德 本 体系 ， 赫 尔 体系 


我 们 要 来 研究 具有 某 些 直射 群 的 平面 的 性 质 ， 上 师 昌 把 这 
些 帐 质 与 建立 坐标 的 三 无 了 环 连 系 起 来 . 

引 理 20.4.1。 射影 平面 < 上 不 变 配 条 不 同 的 线 上 的 每 个 
点 的 直射 是 鲁 辣 直 和 对， 


证 明 . 设 直射 c 不 变 线 L, 和 上 ,上 的 每 个 点 而 且 荆 ,和 和 


。 408 。 


相交 于 点 9, 设 P 是 的 不 在 和 ZL 上 的 任意 点 . 取 工 
上 不 是 0 的 两 个 点 R 和 S$， 设 PR 与 相交 于 7,PS 与 了 
相交 于 UU, 那么 RS, 7,U 在 a 下 不 变 , 因而 线 RT 和 5U 
在 «下 也 不 变 , 因此 它们 的 交点 P 也 不 变 。 总 之 , 不 仅 L, 和 
;的 点 在 a 下 不 变 , 而 且 不 在 L, 和 LL 上 的 每 个 点 P 在 a 下 
也 不 变 ， 因 而 平面 + 的 每 个 点 都 不 变 , 所 以 c。 是 恒 同 直 
射 . 

引 理 20.4.2. 导 影 平面 不 杰 条 线 上 的 每 个 点 和 不 在 


二 


“证 明 ， 由 0 不 变 线 忆 上 的 每 个 点 和 不 在 LL 上 的 两 
个 点 P 和 PP, 设 P 是 平面 上 既 不 在 LK 上 也 不 在 线 PP 上 的 
任意 点 。 设 PRP 与 蕊 相交 于 Q1, PP 与 相交 于 2， 因为 
不 在 PP 机 工 上 , 线 PPO 和 PPO; 不 同 . 因为 P, 0, P;, 9， 
契 不 同 的 不 变 点 , 线 P.O, 和 P09; 是 o 的 不 变 线 ,因而 它们 的 
交点 了 不 变 。 因 此 不 变 L 上 的 每 个 点 和 不 在 PP, 上 的 每 个 
反 。 因此 “不 变 工 上 和 通过 忆 而 不 是 PP 的 某 条 线 (例如 
PO) 上 的 每 个 点 。 因此 根据 引 理 20.4.1，ae 是 恒 同 直 
射 . 

总 之 我 们 发 现 ， 非 恒 同 的 直射 如 果 不 变 一 条 线 上 的 每 个 
后， 节 多 只 能 不 变 不 在 这 线 上 的 一 个 点 . 

定理 20.4.1 全 人 这 全 和 工本 的 于 全 


时 
和 和 
和 
入 和 
天 


, 有 人 的 不 变 线 工 上 每 个 点 的 直射 ， 
那么 根据 引 理 20.4.2，a 最 多 还 不 变 不 在 工 上 的 一 个 点 。 先 


。409 。 


假定 不 变 不 在 世上 的 点 C。 那么 通过 C 的 一 条 线 与 蕊 相交 
于 不 征 C 的 点 0, 而 且 因 为 C 和 2 都 在 c 下 不 变 , 所 以 线 C0 
在 & 下 不 变 , 因而 通过 < 的 每 条 线 在 a 下 都 不 变 。 如 果 除 L 
和 通过 C 的 线 外 还 有 一 条 不 变 的 线 过;， 则 工 ; 上 作为 L; 与 通 
过 C 的 线 的 交点 的 每 一 个 点 都 不 变 , 因而 根据 引 理 20.4.1, a 
是 便 同 。 同 理 ,根据 引 理 20.4.2, 不 可 能 有 在 a 下 不 变 的 其 它 
的 点 ， 

现在 假定 4 没有 不 在 上 的 不 变 点 。 设 PP 是 不 在 上 的 
点 。 那 么 P 在 gc 下 的 像 Pa 与 P 不 同 而 且 不 在 LL 上 .因此 线 
M 一 PP。 与 世相 交 于 点 C 关 P 和 P,， 因而 M==PC 和 
Me 二 PeCe 二 PaC .但 是 P, Pa, C 共 线 ,因而 M = 二 Ma. 因 
此 不 在 碾 上 上 的 每 个 点 也 在 一 条 不 变 的 线 M 上. 其次, 这 样 的 
已 不 可 能 在 两 条 不 同 的 不 变 线 上 ， 因 为 这 时 它 本 身 就 要 不 变 
了 . 现在 设 M = PC 是 一 条 不 变 的 线 , 考虑 既 不 在 L 上 又 不 
企 M 上 的 点 .那么 2 也 在 唯一 的 不 变 线 XW 上 .现在 M 和 六 的 
区 氮 征 不 变 点 , 而 根据 假设 不 存在 不 在 世上 的 不 变 点 。 因此 
N 与 M 相交 于 LL 上 的 点 C， 于 是 每 条 不 变 线 都 通过 C. 而 
通过 <C 的 不 是 工 的 任意 线 总 包含 不 在 工 上 的 点 RR。R 也 在 通 
过 -< 的 一 条 不 变 的 线 上 ,因而 这 条 不 变 的 线 必须 是 RC 一 天 . 
因此 通过 的 每 条 线 是 不 变 的 线 。 这 时 如 果 除 工 和 它 的 点 以 
及 C 和 通过 它 的 线 以 外 ， 还 有 其 它 不 变 的 元 素 ， 则 根据 引 理 
20.4.1 和 20.4.2，a 仍 将 是 恒 同 . 

定理 的 其 余部 分 根据 对 偶 性 得 出 . 

因此 定理 里 的 直射 正 是 在 $20.2 里 讨论 过 的 透视 直射 . 
这 上 毕 直 射 有 有 时 岂 做 中 心 直 射 ， 当 我 们 想 要 突出 中 心 C 和 轴 工 
时 ,我 们 说 它 古 C~L 直 财 ,具有 中 心 C 和 轴 工 的 全 体 直射 显 
然 钥 成 一 个 群 。 在 $20.2 中 我 们 把 中 心 C 在 轴 工 上 的 直射 叫 
做 合 射 ， 而 把 5 不 在 工 上 的 直射 叫做 透射 。 
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引 理 20.4.3。 中 心 直 射 由 中 心 C, 轴 工 和 不 在 KL 上 的 

任何 不 是 C 的 点 了 的 陋 射 了 一 Pa 完全 决定 ，P， Pa 和 C 必定 
共 线 . 
证 明 . 如 果 存 在 两 个 具有 中 心 C 和 轴 工 的 直射 wm 和 
co 而且 Po 一 Po ,那么 oez'! 不 变 L 的 点 ,并 具有 中 心 C 而 且 
不 变 P. 于 是 根据 定理 20.4.1, ooj 一 1, 即 m 二 wy. 这 就 是 
5| 理 所 认定 的 . 


和 


证 明 及 Cl 是 具有 中 心 Ci 在 轴 L 上 的 合 射 ,， 0 是 具 有 
中 心 C: 关 Ci 在 轴 工 上 的 合 射 那么 ao: 是 不 变 工 的 全 体 点 
的 直射 .因此 根据 定理 20.4.1, ww 一 m 是 具有 轴 工 的 中 心 直 
射 。 为 了 证 明 om 是 合 射 ,我 们 必须 证 明 om 没有 不 在 上 的 不 
变 点 。 如 果 Pa 二 了 P, 则 Pa 一 Pay!。 这 时 Cis， P, Pel 共 线 而 
且 C3,P, Pu 共 线 。 因此 如 果 Pe = pu, 这 两 条 线 就 要 重 
合 ， 因 而 它们 与 工 的 交点 重合 ， 这 给 出 C C1 一 C; 出 与 假设 矛 
盾 。 因 此 w = ow; 没有 不 在 上 的 不 变 点 , 因此 它 是 具有 中 
心 Cs 在 工 上 的 合 射 . 如 水 C3 一 《1，。 则 oa 一 Ql as3 年 其 有 中 
心 Ci 的 合 射 而 与 假设 矛盾 。 因此 C; 关 C1, 同 理 C; 关 C，. 

我 们 考虑 全 体 C- 直射 的 群 6 一 G(C,L)， 如 果 P 六 
C 和 而且 已 & 工 , 则 对 于 任何 we G, C,P, Pa 共 线 。 如 果 对 于 
CP 上 的 每 个 点 0,0 夺 C, QOL, 存在 a€ G 使 得 Pe = 0， 
则 我 们 说 = 是 C- 传递 的 ， 这 是 说 每 个 可 能 的 C-L 直射 确 
实 存 在 。 < 是 C~L 传递 的 这 名 话 ， 相 当 于 对 于 通过 C 的 线 
M, M 六 上, C-L 直射 传递 地 变换 除 C 和 MM 与 蕊 的 交点 以 外 
的 .M 的 点 ， 这 对 于 通过 < 的 任意 线 M 兰 工 都 成 立 ， 

根据 定理 20.4.2, 具有 轴 工 的 全 体 合 射 组 成 一 个 群 
G(L)， 我们 把 这 个 群 GCL) 叫做 具有 轴 工 的 平移 群 
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定理 20.4.3 (日 只 ) 类 要 对 二 四 L 二 习 风 个 个 同 的 中 


| 
千 
中 和 


假定 Cece, L) 和 ow (x1) eG(C,, 
L). 设 P 是 不 在 上 的 任意 点 ， 那 么 我 们 有 以 下 的 线 : 

Li:Ci, PP, Pa: La P, Pa,. 

Lig: Ci, Pe;, Pam); Lo:C,, Pa, Pao ). 
但 是 C;，Pm 和 (Pai)w 一 Pao) 共 线 ， 而 日 C1，Po， 和 和 
(po )o 一 Raao) 共 线 . 因此 不 同 的 线 C:Po 和 Cipo: 的 交点 
征 P(gim)， 也 是 P(ezm1). 因此 Pooz) = PC ) 对 于 每 个 
PE 上 L， 因此 ow 一 oz, 因此 当 Ci 关 CC 时 ,元 素 ou G(C1, 
L) 与 任何 G(C;, 工 ) 的 每 个 元 素 o 可 交换 。 假定 抽 夺 1 是 
G(C1, 上 ) 的 男 一 个 元 素 。 那么 bio 是 具有 中 心 C3 志 Ci, Ci 
的 侣 射 ， 因 此 ww 与 Pe 可 交换 ,向 且 因 为 m 与 & 可 交换 ,所 
以 wu 与 8 也 可 交换 .因此 G(OC, L) 的 元 么 oa 天 1 与 G(L) 
的 每 个 元 素 都 可 交换 , 所 以 G(L) 是 阿 贝 尔 群 。 存在 这 样 的 
例 了 于 ， 当 其 有 C;€ 工 ,Ci 关 C1 的 每 个 其 它 的 G(Ci, 工 ) 一 1 
时 ,GCC 上 ) 可 以 不 是 阿 贝尔 群 . 

如 采 G(L) 的 每 个 元 系 都 是 无 限 阶 的 , 则 (1) 成 立 ， 如 
宁 CG(L) 包含 有 限 阶 元 系 ， 则 束 存 在 素数 阶 元 过 weE G (Ci， 
LL), of 一 1。 于 是 对 于 @ 交 1€G(C;, 工 ), Ci 关 C1, 我 们 
ogi 二 EG(C;, LL), GC WC, 这 时 (aoa))z = 
喧 一 地 是 GCC ) 和 G(C;, 工 ) 的 公共 元 素 ， 因 而 是 单位 
无 系 。 因此 of 二 1。 同 理 , 从 虽 一 1 得 出 pf? = 1 对 于 任何 
81€ G(C1, 上 ), 因此 G(L) 的 除 单位 元 素 外 的 每 个 元 素 的 阶 
部 起 p， 
”1) 参看 Bear [10] 
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定理 20.4.4. 如 果 平 面 * 对 于 工 上 的 两 个 中 心 Ci 拓 CC， 
是 Ci 传递 的 和 Cr 传递 的 ， 则 = 对 于 每 个 Ce 是 
C-L 传递 的 ， 

证 明 . 取 通 过 C 关 CC 的 线 M 关 工 :而且 让 了 和 和 台 
尽 M 上 的 不 同 于 C 的 任意 两 个 点 。 设 PC 和 2C: 相交 于 、. 
表 设 a€ G(C1, 工 ) 使 Pa 一 S$ 和 ow€ G(C;, 上 L) 使 So 二 0. 
根据 Ci-L 和 Cy-L 传递 性 ，al 和 o 存在 . 于 是 Qi0 一 o 
在 具有 和 轴 工 的 合 射 ， 而 且 P，Pes 一 和 和 C 共 线 。 因此 os€ 
G(C,L), 所 以 x 是 C-L 传递 的 . 

推论 20.4.1。 如 果 是 Ci-L 传递 的 和 Ci- 工 传递 的 ,这 
里 Ci 兰 CG; 不 上 有 的 扩 ， 则 GZ) 包含 以 工 的 点 为 中 心 的 每 个 


| 


用 使 = 具有 条 标的 三 元 环 的 性 质 说 米 ， 合 射 的 看 义 古 什 
人 么 ? 我 们 移入 虑 当 荆 对 于 世上 的 点 C 是 C~L 传递 风情 形 . 我 
们 取 轴 工作 为 L。, 而 且 取 中 心 作为 Y 二 (00). 

定理 20.4.5 平面 外 Y~L。 传 什 的 ， 必 安 而 且 只 安 在 对 
应 的 坐标 三 元 环 内 有 

1) a. mob = am + 2b, 和 和 

2) 加 法 是 群 未 等 

证 明 . 假定 x 是 Y-L。 传递 的 ， 在 图 上 取 YOV 作为 
*=0, V=(0,0), 0O=(0, 8), X= (0), T= (1), 
M 一 (m). 于 是 MO 是 y 二 x*，' mob. 在 M0 上 取 P 为 P 二 (4a， 
4a* mob)。 男 出 VM, 它 是 y= 二 xm, 和 7T0, 它 是 y= 二 x 十 b， 
以 及 YP, 它 是 x 二 a。 于 是 YP 和 VM 的 交点 U 是 U = 
(a, am)。 然后 画 出 UX, 它 是 y= 二 am UX 和 VT( 它 是 
y 一 x*) 相交 于 WW 二 (am,am)。 于 是 YW ( 它 是 x 二 am) 与 
OT ( 它 是 y 一 * 十 5) 相交 于 R 二 (am, am 十 5)， 现在 如 
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图 12 线性 定理 


扎 P, R,X 共 线 , 则 因为 RX 是 一 az 十 0 我们 根据 P= 
(oa m55) 得 出 amoopg 一 ap 十 0。 因此 我 们 需 权 证 骨 己 ， 
R_.X 共 线 ， 但 是 根据 假 没 , = 是 Y-L。 传递 的 。 设 是 不 变 
Le 于 的 全 体 点 和 通过 Y 的 全 体 线 的 直射 ,而 且 在 通过 Y 的 线 
x 二 0 上 ,V8 一 0 即 (0,0)8 二 (0,5). 那 么 8 不 变 线 YPU 
(+ 二 4) 和 YRW(x 一 am)， 其次, (VM)8 二 8M, (VT)p 
一 0T， 因此 U8 二 P, W8 一 RR， 而 且 当 然 有 X8 二 X. 但 
是 上 ,WW ,XX 在 线 y 一 am 上 .因此 U8, WB8, XB Bh P, RK, X 
在 线 y 二 xm 十 5 上 .因此 PP 是 (a, am+5) 册 且 4a，: mob 一 
am 十 5, 定理 的 第 一 部 分 证 明了 . 
由 (0, 0)8 一 (0, 5) 决定 的 直射 6 对 一 般 的 点 《ec) 的 

作用 如 何 ” 这 易于 用 少数 几 步 得 出 .由 于 

7 一 xy 一 X 十 局， 

X= CX 

(c,c)— (c, e+ 6), 

y 一 .一 y 二 Cc 十 b 


多 = 
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(a,c)— (a,c+tb) 
因此 如 有 果 (0,0)8 = 二 (0,5), 则 
(a, c)8 = (a,c + 5) 
于 十 如 果 8 是 由 
(0, 0)8 = (0, da) 
决定 的 Y~-L。 直射 , 则 一 般 地 有 (#, v)5 一 (u,v 十 人 四， 
对 于 86 有 
(0, 0)85 一 [(0,0)8]5 一 (0,， 56)6 = (0,5 + 4a). 
因此 一 般 地 , (a, c)86 一 [a, c 十 (8 十 4)]. 但 是 [(a, c)81]5 
一 (a,c 十 6)5 二 [a, (ec 十 5) 十 41, 因此 加 法 满足 结合 律 
c 十 (6 十 四 一 (ec 十 人 门 十 < 
因为 平面 上 的 加 法 总 有 零 而 且 是 络 运算 ,所 以 加 法 是 群 运算 ， 
因此 我 们 证 明了 @Q). 
反之 ,假定 的 三 元 环 尺 满足 
1) a: mob = am + 2, 和 
对 于 任何 5€ RR, 定义 上 映射 8 二 6(4), 使 得 对 于 点 有 : 
(co) 一 (co)， 
(m) — (m), 
(a,c)—> (a,c + 5), 


L»— Lew, 
ra4—>X=—= 4d, 
y=xm+i—>y= xm+t (r++t5). 
这 是 直射 ,因为 如 果 (a, ce) 在 y= 二 xm 十 :上 , 则 ec == am 十 t， 
内科 
‘+b 二 (am 十 人 +b6=am 二 (zt + 6), 
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1 oa -a wp i et -rere Fr pe t+ i 


所 以 (ac 十 人 在 ?一 sm 十 (十 为 上 ， 为 证 明 A 是 直射 
所 需要 的 其 他 验算 是 容易 的 . 而 这 还 是 招 (0, 0) 变 成 (0, 6) 
NY -Le -站 对 又 因为 6 是 任意 的 ,所 以 x 是 Y-L。 传递 的 . 
是 关于 直 移 平面 的 对 应 的 定 
gm 是 相对 四 的 平移 下 而 ， 必 时 


2) 人 0 是 络 

3) (ea bm = am bom, 

4 ) 如] 人 +r ss 了 ， 则 Xr 二 Xf 十 有 唯一 的 解 X 。 

5) za. mob=am++ ob. 

证 明 . 根据 定理 20.4.4, 如 有 果 z 既 是 Y~L。 传递 的 又 是 
X~L。 传递 的 ， 则 它 是 具有 轴 Lw 的 平移 平面 ， 从 定理 20.4.5 
可 以 得 出 (5) 而且 在 加 法 下 是 群 。 在 定理 20.4.5 的 证 时 
中 ， 我 们 指出 了 对 于 每 个 5€ R, 存在 合 射 8(2), 它 把 任意 
(a, 0) 上 映 成 (a, c 十 56)， 根 据 定 理 20.4.3， 整 个 平移 群 定 阿 
风采 群 , 因 而 

6(2)6(d) 一 Pla)B(L). 
也 风 (ec 十 +g) 一 (ecdTdZT+DO), 因 和 2+d 一 d 十 2， 
于 是 RR 内 的 加 法 古 可 交换 的 ,见证 明了 (1). 

设 2 是 尺 的 任意 元 未 , 米 考 虑 以 XX 为 中 心 而 且 把 (0, 0) 

变 成 (5,0) 的 合 射 ， 我 们 依次 有 有 
(0,.0)— (6b, 0), 
一 x 一 一 YY 一 20， 
7 一 4 人 7》 一 4， 
(a,a)—> (a 十 b. 4a), 
*=a-—>x=4 十 上 4， 


7 一 012 -> 一 am, 
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(aam) —> (a + 6 ,am). 
再 因为 《0, 0) ~> (5, 0),， 所 以 
y= XxXm—> y= Xm — bm. 
然后 因为 (a, am) 在 y==xm 上 ,所 以 (a 十 6，am) 在 
y 二 x 一 bm 上 ,因而 
am = (a 十 5)7 oO— bm, 
所 以 am 十 bm 二 (a 十 5)m。 这 证 明了 分 配 律 (3). 
平面 在 乘法 下 总 是 络 ， 而 条 件 (4) 是 说 当 > 和 5 时 ， 线 
y 二 xr 和 yy 一 xs 十 上 相交 于 唯一 的 有 限 反 . 
具有 满足 条 件 (1),〈2),， (3),《4) 的 加 法 和 先 法 运算 的 
元 素 体 系 电 做 韦 勃 伦 - 魏 德 本 体系 ,因为 这 最 先是 在 这 两 人 的 
论文 (Veblen and Wedderburn [1]) 里 提出 的 ， 
反之 , 我 们 来 证 明 , 任何 韦 勃 伦 - 魏 德 本 体系 尺 可 以 用 作 
具有 轴 工 = 的 直 移 平面 的 坐标 系 . 我 们 取 作 点 的 是 : (1) 有 
限 点 (a, 5), 这 里 ae，2 是 R 的 任意 元 素 ; (2) 无 限 点 (m)， 
这 里 mE R; 3) 点 YY 一 (co)。 取 作 线 的 是 : (1) 具有 后 
(co) 和 (my) 的 线 Lw; (2) 包含 (co) 和 全 体 点 (c,d) 的 线 
x 一 c; (3) 包含 点 (m) 和 对 于 每 个 a&€ R 的 点 (a, am 十 
的 线 y 一 *m 十 6。 现在 需要 直接 验证 : 存在 唯一 的 线 连结 
两 个 不 同 的 点 ,存在 唯一 的 点 在 两 条 不 同 的 线 上 :而 且 四 个 操 
(0, 0)、1, 1), 《co) 和 (0) 中 没有 三 个 共 线 。 这 种 验算 需 
要 考虑 几 种 情形 ， 和 而且 我 们 要 用 到 条 件 (4) 来 证 明 当 + 二 s 
时 线 y= 二 xr 十 训 和 7 一 x%r 十 cc 相交 于 唯一 的 有 限 点 . 
对 于 韦 勃 伦 - 魏 德 本 平面 ， 我 们 易于 验证 有 限 点 的 映射 
(xz yy) 一 (十 yy 十 2) 对 于 任何 > 和 := 都 是 直射 ， 它 不 变 
Le 上 的 全 体 点 而 且 对 于 有 限 线 有 x* 一 “一 xx 一 7 十 <，7 一 
Xi 十 已 一 一 xJ 一 17 玉 十 了 十 已， 如 果 s 二 +i， 则 这 个 直射 
是 具有 轴 Lm 和 中 心 (2 的 合 射 ， 因此 韦 动 伦 - 魏 德 本 平面 走 
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具有 轴 Lw 的 示 移 平面 . 

当然 ， 任 何 可 结合 交 可 除 环 旦 韦 勃 伦 - 魏 德 本 体系 ,甚至 
任何 非 弓 合 的 可 除 环 也 征 如 此 . 乘法 可 结合 的 韦 勃 伦 - 魏 德 
本 体系 叫做 准 戌 ， 这 将 在 以 后 讨论 . 值得 注意 而 且 将 在 以 后 
说 上 半 (CES$ 20.9 里 ) 的 征 , 非 辐 构 的 韦 勃 伦 - 魏 德 本 体系 可 以 成 
为 同一 个 半 面 的 坐标 系 ， 因 为 如 果 我 们 对 于 平移 平面 改变 
线 Lm 上 [的 后 和 Y 的 选取 , 则 根据 定理 20.4.6, 坐标 三 元 环 
态 书 动 伦 - 魏 德 本 体系 ,但 是 并 非 这 种 体系 都 是 同 构 的 . 

又 于 构 知 称 为 赫 尔 体 系 ' 的 一 类 韦 勃 伦 - 魏 德 本 体系 ， 假 
是 在 域 上 和 存在 不 可 约 的 二 次 多 项 式 ?一 rx 一 s， 则 我 们 
可 以 构造 己 了 的 韦 勃 伦 - 魏 德 本 体系 J. 

定理 20.4.7。 给 了 式 五 和 下 上 不 可 约 的 二 次 多 项 式 


人 人 和 二 (a; tab) = (a 二 a) + a(b + 5b,). 
2 ) 对 cEF, 令 (a tub)ec = ac t+ ulbe). 
3) 对 二 2 二 a 十 wb， 4, € 0 天 0: 和 和 纪 一 CC 十 3d， 
c,d€EF, 分 
w= die(cit dr) = ac adr 
十 ds 十 eT 十 bar). 


时 


Co 二 其 次 ,每 人 $F 下 请 中 三 


入 一 7 一 一 0 


证 明 . 加 法 有 意义 I 人; 且 在 加 法 下 显然 是 阿 贝 尔 群 。 乘 


1) 参看 M. Fall[2]， 
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法 有 意义 ， 但 是 存在 着 两 种 基本 上 不 同 的 相 乘 规则 xy: 关于 
y 一 cE 下 的 规划 (2) 和 关于 y 二 x 了 的 规则 (3)， 分 配 律 
(x 十 yz 二 xz 十 yz 成立， 因为 这 些 乘积 当 z€ FF 了 时 都 可 以 
用 规则 (2) 计算 , 当 zz 《FF 时 都 可 以 用 规则 (3) 计算 , 和 而 这 内 
个 规则 各 身 都 满足 分 配 律 ， 

注意 当 z 有 时, 规则 (3) 给 出 习 积 2? 二 rz 十 5 义 当 
c EF 有 时 规则 (3) 给 出 cz 二 zc， 显然 当 c,xEF 时 有 cx 二 
xc; 下 的 单位 元 素 1 是 J 本 的 单位 元 素 。 为 了 证 明 在 乘法 下 元 
络 ， 必 须 证 明 在 xy 一 v 内 x,y, v( 都 冯 0) 中 的 任何 两 个 唯 
一 决定 第 三 个 。 这 时 利用 ?6E 时 的 规则 《2) 和 7y 拓 下 时 间 
规则 (3) ,就 能 得 出 x 和 7 唯一 决定 xy 二 vv， 又 当 * 关 0 和 
”天 0 时 ,利用 (3) 中 5 关 0 和 ss 关 0 的 事实 ， 马 于 验证 
y 关 0. 又 给 定 y 关 0 和 ，” 关 0. 适当 应 用 规则 《27 或 (3) 束 
能 唯一 决定 满足 zy 一 "的 zx 关 0. 

在 给 定 x 天 0 和 vw 关 0 时， 情况 稍稍 有 有 坚 复 末 .iC x 二 
a 二 u,v 二 Cc 十 ud,a,b,c,d€EF， 如 果 a4d 一 bc 二 0、 则 
存在 唯一 的 1 关 0, jEF, 使 得 af 二 cc 和 wf 二 d, 因 市 xf 二 
v, 而 且 这 是 F 中 满足 这 个 关系 的 唯一 元 系 ， 现在 假定 ad 一 
bc 关 0, 如 果 存 在 yy 二 六 十 Wy2，y1y2 EF， 2 关 0， 则 我 们 
将 有 x 二 (a 一 6yy7') + y(6y7'), xy = sby7' 十 Ya 一 
byy7 十 76y7!) 和 vo 二 《cc 一 dyy7) 十 Cd， 这 时 从 
xy》 一 "得 出 关系 : 

442 一 上 人 一 了 一 7O， 
cy — Ay = so. 

因为 ad 一 bc 六 0, 这 些 方 程 有 唯一 的 解 yy 和 yi, 而 且 9 一 
(2 一 ba 一 JJ)/(ad4 一 bc), 这 里 y; 关 0, 因为 根据 x 一 
”一 ?在 F 上 不 可 约 , 当 FF 的 元 过 4 和 “都 不 是 零 时 ,我们 不 
会 有 一 rbd 一 sb? = 0， 得 到 的 yy 和 y， 的 值 导出 注 足 
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*y 一 的 元 素 y《 FR。 这 证 明了 J 的 非 零 元 素 在 乘法 下 组 成 
络 . 
为 了 证 朋 当 mw 关 7 时 ,xp 二 xn 十 v 有 唯一 的 解 ,只 需 
妥 找 出 一 个 解 ， 因 为 假如 存在 两 个 解 x 和 x;, 就 将 有 (xi 一 
x2)m 二 《x 一 #2)n 曾 与 在 乘法 下 是 络 的 性 质 矛 盾 .。 当 思 和 
2 孝 企 忆 岂 时 ， 找 一 个 解 十 容易 的 ， 因此 假定 mK， ( 当 
m€ F,n¢gF 时 ,我 们 芳 碟 xz 二 xm 一 v.) 我 们 可 以 用 mm 来 表 
出 zz 和 VV， 假定 277= cE€EF,v 二 vi 十 mvi, Vi, Yi€F， 如 果 
x 二 x1 十 mx2, 则 我 们 有 
一 Cx Tt sx, = 2， 
X11 十 (7 一 c)xa = vy;, 
它 契 可 解 的 ,因为 根据 x 一 zx 一 :的 不 可 约 性 ,行列 式 c? 一 
rc 一 不 是 堆 。， 最 后 如 果 n= 二 4 二 mb, v= 二 yi 十 mwifj 朋 
我 们 令 x 二 x 十 mxy, 则 就 有 一 ax 十 (e28r-1 一 2p-17 一 六 4 
tr — br + ar = v. 
这 时 行列 式 古 一 V7 一 ra(l 一 6) 一 s(1 一 5 六 7], 由 
于 5 关 0 和 们 且 央 一 rx 一 :是 不 可 约 的 , 它 不 会 是 零 ， 因 此 解 
仔 往 向 且 xm 一 xz 十 v 有 唯一 的 解 +。 总 之 了 是 韦 勃 伦 - 魏 


20.5. 友 方 平面 和 德 沙 格 平面 


在 上 一 末 里 我 们 证 明 过 ,一 个 平面 可 以 用 韦 勃 伦 - 魏 德 本 
体系 来 建立 坐标 系 ， 必 要 而 且 只 要 它 是 相对 于 取 作 工 。 的 线 
的 和 卫 移 平面 。 如 果 一 个 平面 是 相对 于 多 过 一 条 线 的 直 移 平 
面 ， 则 关于 它 的 坐标 又 能 说 些 什么 昵 ? 本 节 中 就 将 回答 这 个 
问题 . 

定理 20.5.1， 如 果 平面 = 是 相对 于 两 条 线 的 直 移 平面 ， 
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这 两 条 线 人 交 于 点 0， 则 它 对 于 通过 2 的 线束 中 的 每 一 条 线 
部 年 二 移 于 面 ， 
推论 20.5.1。 如 果 = 是 相对 于 不 共 点 的 三 条 线 的 平移 平 


志和 


画 ， 则 它 是 相对 于 每 一 条 线 的 平移 平面 

证 明 . 对 于 推论 我 们 要 指出 的 是 ,如 果 线 族 在 包含 了 任 
全 两 条 线 时 ,就 包含 通过 它们 交点 的 线 东 , 则 这 线 族 在 包含 了 
平面 的 三 条 不 共 点 的 线 时 ,就 必定 包含 平面 的 全 部 线 . 

假定 L, 和 工 ; 是 相交 于 点 Y 的 两 条 线 ， 而 且 是 相对 于 
L! 和 工 ; 的 平移 平面 。 设 上; 是 通过 Y 的 第 三 条 线 而 且 C 是 
Li 上 与 Y 不 同 的 任意 点 . 设 RCS 是 通过 C 而 且 与 上 ;不 同 的 
线 ， 它 与 Li 相交 于 RR 向 且 与 L; 相交 于 S$。 于 是 存在 具有 轴 
Ll! 和 中 心 R 的 合 时 a, 它 把 S 变 成 C 而 且 把 ZL; 变 成 L;。 因 
为 + 上 其 有 以 工 ; 为 轴 和 以 5 为 中 心 的 所 有 合 射 ,所 以 线性 定理 
的 图 形 对 于 以 5 为 中 心 和 以 L, 为 轴 的 所 有 情形 都 成 立 。 让 
射 c 把 所 有 这 些 图 形变 成 以 C 为 中 心 和 以 上 ;为 轴 的 所 有 线 
性 定理 的 图 形 。 因此 在 x 上 存在 以 C 为 中 心 和 以 工 ;为 轴 的 
及 有 可 能 的 合 射 . 因为 这 个 论断 对 于 工 ; 上 不 同 于 Y 的 每 个 
点 都 成 立 , 所 以 根据 定理 20.4.4 的 推论 ,= 是 具有 轴 元 ; 的 平 
移 平 面 . 

定理 20.5.2. ay 对 可 通 汪 所 ， Y 一 《coc) 人 


SS 和 帮 者 者 和 
和 
三 


和 


2.2) (a Bb)m = am 十 bm. 

2.3) a(s + ft) = as ar, 

2.4) 每 个 2 天 10 都 有 道 a™!, 使 得 daa!=1 = a la, 
2.5) a!i(ab) = 也 

证 明 ， 假定 * 对 于 通过 Y 一 (0%) 的 每 条 线 都 是 平移 
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于 面 ， 这 包括 Lw, 因而 根据 定理 20.4.6, 我 们 得 出 线性 条 件 
(1) 满足 ,而 且 坐 标 组 成 韦 勃 伦 - 魏 德 本 体系 。 这 就 给 出 定理 
中 的 条 件 (2.1) 和 (2.2)， 其 余 三 个 条 件 必须 证 明 . 
芳 虑 具有 中 心 了 二 (oc0) 和 轴 x = 0 的 合 射 , 它 把 点 (0) 
映 成 点 (m). 
这 时 全 体 点 (0, 5) 尽 不 变 的 ， 而 且 线 Le 和 yx 一 “是 不 
变 的 ,我 们 依次 得 出 
(0) 一 (2 )， 
(0, 5b) 一 (0，5)， 
y=b— yy 二 xm 二 2b， 
YY = 一 Yi 一 2， 
(ap) 一 (ea + 6b)., 
这 给 出 任意 有 限 点 的 映射 . 


特别 地 (1,1)—> (1,m+t2) 
而 且 (0,0)—> (0, 0), 
因而 》 =xt> y= x(m + 2), 
但 是 (a, at) -> (a, a + at), 


说 且 因 为 (a, a) 在 y 王 xt 上， 所 以 (a, am 十 4a) 在 y= 
x(m 十 1) 上 , 关 市 
am 二 at 二 a(m 十 了 )， 
这 就 是 分 取 律 〈2.3)， 
现在 秀 虑 其 有 中 心 (0, 0) 和 轴 * 一 4 的 合 射 ， 它 把 (0) 
变 成 (一 1 一 a, 0), 这 有 时 
(0) 一 《一 1 — a, 0)， 
(0,1 十 ea) 一 (0, 1 十 2)， 
因而 y 一 1 十 4 一 一 十 1 上 十 2a， 
(0) 一 《一 1 一 a，0)， 
(0,2++ ab)— (0,5b + ab), 
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软 而 7 一 六 十 一》 一 X8 十 忆 十 8 
yy 二] 十 4->y 二 x 十 1 十 a， 
y= x(l+a)—y=x(l + a), 


因而 (1,1 十 a) 一 (d,d 十 1 十 4) 假如 a 闫 0， 
这 里 ZI 十 4)= 二 4 二 1+ a 
又 (oo) 一 《co )， 
(1;, 1 十 aa) 一 (dd 二 1 十 cz)， 
因 而 YY 一 1 一 7X 一 Q 
现在 


y 一 xD 十 ea) 一 一 x(p2 十 2p)， 

y= b+ ab>y=—=xb+ b+ ab, 
因而 (1;2 十 4) 一 《dd[2 + a21). 
这 里 又 有 dd 十 46) = 二 db 十 5b 十 ab. 

这 时 我 们 假定 ,不 仅 a 去 0, 而且 (一 1 一 a,0) 关 (0,0)， 
外 2 去 一 1。 对 于 这 样 的 a, 存在 4, 使 得 z2(1 十 2) 一 4 十 
1 十 4a, 而 且 对 于 任何 6，4d(5 十 a6) 二 46 十 6 十 ab， 如 果 
我 们 令 4 = wu 十 1 而 且 利 用 分 配 律 ， 

则 ua 二 1， 
而 且 u(ab) 一 2 
根据 分 权 律 我 们 直接 得 出 ,即使 对 于 = 一 1, 这 些 关 系 也 成 
并 ,这 时 w 二 一 1。 因 为 当 w 关 0 时 存在 v 使 得 
vu =— 1 
而 且 v(ua) 一 a, 
所 以 ， 一 。。 因此 只 要 记 4 = a-!'， 就 有 定律 (2.4) our 一 
aie 一 1 和 (2.5)e-!(op) 一 2 

反之 ,假定 条 件 (1) 和 (2) 对 于 平面 # 的 坐标 成 立 , 根 据 定 
理 20.4.6, 我 们 知道 * 是 相对 于 工 。 的 平移 平面 。 利用 定理 
20.5,1, 从 实 证 有 明 * 具有 把 Le 了 肌 成 某 条 别 的 通过 了 Y = (oo) 
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的 线 的 直射 . 
下 列 映 射 就 是 这 样 的 直 时 : 
(co ) —> (00), 
(m) > (1,m), 
(—1,m)->(— m), 
(0, 60) -> (0, 2), 
(cd) 一 [LT 二 c (1 二 ce) cc 疡 0, 一 ]， 


Leo->XxX=— 1,， 
二 一 ] -> |w,， 
二 一 x 二， 


* 二 cc 一 + 一 (1 十 c 1) "i,c 关 10, 一 1], 
y 二 xm 二 by 二 x(m— 5b)+tv. 
为 了 证 明 这 一 点 ， 必 须 证 明 关 联 性 在 酉 射 下 保持 着 ; 特 出 地 ， 
如 站 (ce,4) 在 y 二 xm 十 565 上, 则 像 点 在 像 线 上 ， 这 可 以 倍 
化 成 证 阴 
(1 十 ch) 人 (co 十 0) 一 (] 十 ec-LP 一 0 十 2 
征 恒等式 。 这 从 定理 中 的 定律 得 出 ,因为 下 列 商 个 都 十 恒 等 
式 : 
(1 + ecm) 一 《1 十 c ) mn, 
(1 十 c- 芒 一 (1 十 crD-H 一 六 十 已 
根据 上述 定律 还 可 以 证明 向 勃 鲁 克 提 出 的 又 一 个 恒 等 
式 。 jb 
[yO— (yt2 Dilly(zy) + yl=1, 
这 里 我 们 只 排队 值 y 二 0 和 yy 二 一 x 堵 么 用 y 十 x! 去 
末 ,我 们 竺 出 
(7 十 z 7 一 (7 十 zs- [zy 十 ] 
一 人 十 sz ) (yy)) CO (y+ 2 ) yy] 
一 y(zy) 十 y 十 y 十 % 
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一 从 zy) 一 7 一 十 3 
因此 :一 1， 而 且 和 一 人 十 2 0 一 和 y(zy) 十 y 是 互 逆 
的 ， 于 是 对 于 任何 *， 
[和 一 (十 sz 一 CCsy)D)x 十 yz] 一 > 
然后 记 
[yo— (y+ a) ly(zCyx)) + yx] = w. 
我 们 发 现 
(7 十 2 w= (y+2 0D)Lz(yx) 十 zx)] 
— y[z(yx)] — yx = yx 十 zx 
一 《y 十 2 1)x., 
因此 w = x+。 现在 来 比较 w 和 x 的 表达 式 , 我 们 必须 有 
(CM) [yl(zy)]x = yLz(yx)], 
这 是 茂 方 恒等式 。 这 个 恒等式 对 于 被 排除 的 值 y = 二 0 和 y= 
一 2 显然 成 立 ,， 所 以 它 是 无 例外 地 成 立 的 ， 特别 地 , xz = 1 
时 成 芳 恒 等 式 简 化 成 左 交 替 律 . 
(LA) (yx = y(yx). 
如 有 平面 对 村 每 条 线 都 是 平移 平面 , 则 它 叫 做 茂 芳 平面 ， 
这 是 因为 瞩 芳 (Moufang[1]) 最 先 研究 它们 ， 
定理 20.5.3。 平面 是 刻 廊 平面 ， 必 要 而 且 只 要 每 个 三 元 


| 


2.2) (a + bm = am + om. 

2.3) als 十 1) 二 af 十 af 

2.4) 每 个 a 都 有 逆 2 满足 a la= 007 一 1， 
2.5) aa!'(ab) = 2b. 

2.6) (ba)aT!= Lb. 

外 加 交替 律 成 六 : 
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证 明 . 根据 定理 20.5.3, 我 们 有 (1) 以 及 (2.1) 到 
(2,5)。 我 们 必须 证 明 (2.6)， 因 为 显然 右 交替 律 (pe) a = 
bl(aa) 从 (2.6) 得 出 , 正 像 堪 交替 律 从 (2.5) 得 出 一 样 . 

著 虑 其 有 轴 》 一 0 和 中 心 (0, 0) 的 合 射 , 它 把 了 一 《co) 
了 鼎 成 (0, 一 蕊 。 我 们 依次 有 有 : 

(co) -> (0, — 1), 
(1, 0)—> (1,0), 
因而 一 1 一 )》 一 xx 一 1. 
(cc ) ->(0,— 1), 
(a, 0)-—> (a, 0), 
对 =->y=xa —1. 
+ 二 1-~->y 一 x 一 1， 
y=x(1l— ab) > y= x(l — ab). 
于 二 (1 1 一 40 一 [ob (ab)™! CO— 1]. 


又 (0) -> (0), 
因 看 7 一 1 一 40->Y 一 (0) 一 一 1 
1 一 > 一 X0 " —1, 
一 (im 一 0 一 一 xm 一 六 )， 
欠 Ii (ay 1— ab)—> (b ,0 ia! — 1). 
因为 (0) 一 (0)， 


所 以 我 们 有 yy 一 1 一 4 一 》 一 01o 一 1 
比较 yy 二 1 一 a2 的 像 : 我 们 必须 有 
(ab) 一 01 
利用 这 个 等 式 , 我 们 上 发现 ,因为 罗 二 a(a 167!)， 
一 (6 = [aa ) TT 
— (a bi) a = (ba)a. 
这 束 证 有 明了 (2.6). 
我 们 现在 证 明了 :在 皮 季 平面 上 ,坐标 满足 以 上 关于 交替 
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可 除 环 的 定律 。 反 之 , 假定 给 了 一 个 交替 可 除 环 . 构造 共有 
这 些 坐 标的 平面 ,根据 定理 20.5.2, 这 平面 对 于 通过 YY 一 (co ) 
的 每 条 线 都 是 平移 平面 . 因此 根据 定理 20.5.1 和 它 的 推论 ， 
只 要 找 出 变动 Y 一 《00) 的 直射 ， 就 能 得 出 这 平面 对 于 每 条 
线 都 是 平移 平面 ,下 列 反 射 就 是 这 样 的 直 囚 : 
(a, 6)>(b, a), 
(0) 二 = 人 (co )， 
(m)>(m !), m0， 
+ 二 cy=c,， 
y 一 X110 十 by= rm — bm 9 天 0。 

这 完成 了 定理 的 证 明 . 下 面 提出 一 点 注解 . 

比 这 里 已 证 的 更 多 的 结论 成 立 ， 但 是 证 明 要 求 比 这 里 已 
给 的 为 多 的 交替 环 的 理论 . 这 样 的 结论 成 立 : 如 采 平 面 对 于 
两 条 不 同 的 线 是 平移 平面 , 则 它 是 茂 入 平面 ,好 它 对 于 每 余 线 
都 是 平移 平面 . 在 代数 上 这 意思 是 说 : 定律 (2.6):(bea)a 一 一 2 
是 前 几 个 定律 的 结果 ， 这 个 事实 的 简单 的 证 明 十 作者 所 没有 
见 到 的 。 我 们 看 到 , 左 交 替 律 x(xy) 一 (xx)y 十 (2.5) 的 
结果 .。 克 林 佛 德 (Kleinfeld[2]) 和 斯 可 尔 涅 可 夫 (Skornyakov 
[CropHako8][ 2]) 曾 证 明 , 在 特征 不 是 2 时 ,从 这 个 定律 (在 可 
除 环 内 ) 还 得 出 右 交 替 律 《yx)x 一 y(xx)。 这 在 特征 为 2 时 
不 成 立 . 但 是 散 * 各 谢 (San Soucie[ 117 证 明了 ,利用 较 踢 的 友 
芳 定律 [y(zy)]x 一 y[z 《yx)] 《我 们 曾 证 明 它 是 (2.5) 的 统 
果 ), 即 使 在 特征 为 2 时 也 能 得 出 右 交 蔡 律 . 勃 鲁 克 和 殉 林 佛 
德 (Bruck and Kleinfold[ 1]) 研究 了 交替 可 除 环 R 而且 发 现 了 
意外 的 结果 : 这 种 环 尺 或 是 可 结合 的 ,或 是 在 它 的 中 心 ( 这 是 
一 个 域 F) 上 的 特殊 类 型 的 代数 。 尺 是 忆 上 的 凯 雷 - 狄 克 过 
代数 ,这 是 具有 八 个 基 元 素 的 代数 ,不 在 内 的 任何 一 个 元 素 
生成 FF 上 的 二 次 域 ,不 在 F 的 同一 个 二 次 扩张 内 的 ) 任何 两 
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个 元素 生成 四 元 素 代 数 ， 这 个 细节 知识 帮助 他 们 证 明 : 在 茂 
万 平面 上 ,也 每 个 三 元 环 作为 坐标 不 仅 产 生 一 个 交替 可 除 环 ， 
而 且 产 生 的 是 同一 个 交 蔡 可 除 环 . 读者 可 以 从 匹克 尔 的 书 
(Pickert[ 11) 中 ， 看 到 除 散 ' 惠 谢 的 工作 以 外 的 全 部 络 朱 的 完 
全 的 彼 太 . 

定理 20.5.4。 在 平面 * 上 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

1) zt 息 X-~OY 传递 的 , 则 x 具有 以 X 二 (0) 为 中 心 和 
人 


2.1) x :+ mob = rn + J | 
2 2) 在 科 法 下 星 攻 
证 明 . 假定 在 上 (1) 成立, 考虑 具有 轴 x 一 0 和 中 心 
X 一 (0) 的 透射 , 它 在 Lo 上 使 Co) > (1)， 我 们 有 
(0,0) — (0,0), 


(m) —> (1), 
因而 y= Xm 全 x 
从 四] y amy am, 
[中 (a, 4am) > (am, am). 
因为 (00) —> (00), 
所 以 =a4—>x = am, 
人 X 一 一) 一 
因而 (4, Cc) > (am, c). 
再 有 (0, 56) —> (0,5), 
(m) —> (1), 
因 和 而 = 一 YY 1op 一 7 一 六 十 D 


内 此 如 朱 (eyc) 在 yy 一 *， po 上 ， 则 (em ,c) 在 y= 
xX 十 5 上 因而 从 c 一 a.7jpop 得 出 cc 二 am 十 5b5， 于 是 
4*， mob 一 am 十 ,这 了 网 是 线性 条 件 (2.1)， 
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这 时 由 《m) 一 (1) 决定 的 透射 使 (a, 1) 一 (am, 1), 特 
别 地 有 (1, 1) 一 Cm, 1)。 如果 我 们 继续 施行 使 (xn) 一 《1) 的 
透射 ， 则 就 有 (1, 1) 一 (mo 1) 一 (mn, 1) 和 (a,1) 一 (am,， 
1) > ((am)n,1). 

但 是 乘积 必定 是 使 (mn) 一 (1) 的 透射 ， 因而 (a, 1) 一 

[Lalmn), 11, 所 以 (am)n 二 a(mn), 这 就 定 乘法 结合 律 . 而 
因为 在 乘 靶 下 是 络 ,由 此 得 出 在 乘法 下 是 群 . 

现在 假定 (2) 成 立 ， 那 么 对 于 固定 的 m 关 0, 我 们 得 出 

x 上 的 下 列 透 射 : 

(co ) 一 (co)， 

《0) 一 《0)， 

(7) 一 (2 oz)， 

(a, 65) —> (am, 六)， 
Lu 一 > Lo, 
y= xntb—>y=x(m !n)t+b. 

令 m 遍 历 关 0 的 所 有 的 值 , 我 们 得 出 具有 中 心 X 一 C0) 和 轴 
x 一 0 的 所 有 透射 。 因 此 从 (2) 得 (1). 

定理 20.5.5， 在 平面 * 上 ， 如 果 德 沙 闪 定 理 的 下 列 特 丈 
于 了 闻 : 


| | 


各 和 
| 
第 


| 和 


证 明 . 提 氢 全 设 。 Err 20.5.3 和 20.5.4， 
而 县 对 于 在 < 上 给 定 三 元 环 的 四 点 形 了 站,，Y, 0, 了 的 一 个 选 
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择 , 我 们 有 x，mob = xm 十 5b, 又 全 体 坐 标 组 成 结合 可 除 环 ， 
有 明显 地 , 如 朱 人 存 在 王 的 直射 把 四 点 形 X;，Y1，01， 了 的 点 依 
次 变 成 第 二 个 四 点 形 X;,,，Y;, 0;, 天 的 点 ， 则 三 元 环 是 同 构 
的 ， 我 们 先 采 证 明 , 如 打 平 面 二 由 关于 四 点 形 Xi;, Y1, 01, 7 
的 线 台 可 除 环 忆 建立 坐标 , 则 = 的 直射 是 在 四 点 形 上 传递 的 ， 
因而 每 个 四 点 形 所 产生 的 坐标 环 都 同 构 于 D. 根据 定理 
20.5.3，z 相对 于 x 上 的 每 条 线 都 是 平移 平面 给 定 三 角形 
BC 而 且 取 48 为 轴 , 束 存在 合 财 不 变 4 和 B 而 把 C 变 成 不 
人 在 4B 上 的 住 蕊 C 。 以 这 个 方式 从 任意 四 后 形 X;, Y;, 0;， 
7 开始。 适当 应 用 这 种 合 射 ， 我 们 找到 直射 映 :成 X,Y， 
成 Yi 和 和 0; 成 O41。 新风 点 了 不 能 在 三 角形 X,Y,0; 的 任何 一 
条 边 上 , 因而 在 由 Xi, ,01, 了 1 决定 的 坐标 里 , 这 是 个 有 限 
成 卫 二 (a, 5)， 这 里 4a 疡 0,b 妆 0。 下 列 直射 不 变 X,，Y， 
0 向 把 荆 喘 成 有: 
(x,y) > xa!, yo0™ ), 
(1) -> (umo™!), 
(cc ) -> (00), 
y= rims>y= x(amb !) + sb!, 
Lm 一 Low. 

因 向 所 有 三 元 坏 产生 辐 一 个 结合 可 除 环 D, 所 以 x 是 在 四 点 
形 上 传递 的 . 

只 贸 下 证 明 德 沙 格 定理 在 整个 < 上 成 立 。 如果 中 心 在 轴 
上 ,这 当然 成 立 , 因 为 < 具有 所 有 可 能 的 合 射 。 现 在 假定 中 心 
不 在 轴 上 , 取 中 心 作为 0 而 且 取 轴 作 为 Ls。 我 们 来 证 明 x 具 
和 以 OO 为 中 心 和 以 上 。 为 轴 的 所 有 透射 ， 对 于 固定 的 s 0， 
下 备 就 是 这 样 的 透射 : 

(0) 一 (co)， 
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(m) > (1m ) ， 
(c,d)—> (ac, ad), 
Lo 一 > 人 oo， 
y 一 YX712 十 0 一 》) 一 X712 ab, 
令 a 遍历 不 是 0 的 所 有 值 ， ， 束 导出 居 有 中 心 O 和 加 Le 的 所 
有 透射 . 


20.6， 魏 德 本 定理 和 阿 廷 - 左 恩 定理 


我 们 在 这 里 提出 我 们 所 需要 的 有 限 域 的 若干 性 质 。 这些 
性 质 的 证 明 可 以 参考 范 ' 德 瓦尔 登 的 《近世 代数 学 》? 《van 
der Waerden[ 1] ,第 一 卷 第 五 章 $ 37). 

1) 有 限 域 的 元 素数 是 素数 的 方 寡 。 对 于 任何 素数 方才 
Pp”, 存在 具有 "个 元 素 的 有 限 域 GF(p"), 而 且 在 同 构 下 它 是 
唯一 的 . 

2) GF(p") 的 每 个 元 素 x 都 满足 关系 x?” 一 x,，GF(p”) 
的 除 零 外 的 产 一 1 个 元 素 的 乘法 群 是 循环 群 。 这 个 循环 群 
的 生成 元 素 叫 做 本 原 根 

3) GF(p") 可 以 表 成 系数 在 Pp 个 元 素 的 域内 的 多 项 
趟 P(x) 以 Fo 上 的 一 个 > 次 不 可 约 多 项 式 f(x) 为 模 的 剩余 
兴 ，GF(p') 也 可 以 表 成 整 系数 多 项 式 以 理想 [p, f(x)] 为 模 
的 出 余 类 ， 

4) GF(p') 的 全 体 自 同 构 组 成 由 自 同 构 z 一 x(z) 一 2 
生成 的 + 阶 循环 群 . 

定理 20.6.1 ( 魏 德 本 定理 )，、 有 限 除 环 R 必定 是 可 交换 


1) 新 版 改名 < 代数 学 >, 科 学 出 版 社 ，(D 1963，(ID 1976. 一 一 译 者 
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”证明 下 面 的 证 明 是 上 8 维持 (Witt) 提出 的 。R 的 1 生 
成 RR 的 特征 了 域 , 它 必定 是 对 于 某 个 素数 ?的 有 限 域 fF,。 设 
R 在 F, 上 有 由 ?个 元 素 x 三 1, xz ty 组 成 的 基底 . 那 
么 尺 恰 好 有 p' 个 元 素 . R 的 中 心 Z 由 R 的 全 体 这 样 的 元 素 = 
组 成 ， 它 们 对 于 每 个 x+€ R 都 有 zx 一 xz.。 Z 是 R 的 交换 子 

环 ， 因 而 是 有 限 域 . 设 Z 有 9g 二 p' 个 元 素 。 我 们 希望 证 明 2 
是 入 个 RR R 在 任何 情 吕 下 都 是 Z 上 的 向 量 空间 ， 而 且 如 果 
R 和 在 Z 上 二 具有 由 :个 元 达 组 成 的 基底 ,， 则 R 一 共有 4 
p” 二 p' 个 无 素 . 当 尺 一 2Z 时 就 有 t= 1. R 的 元 未 > 的 下 
规 化 子 NA, 是 包含 Z 的 子 环 .因此 N, 包含 9? 个 元 素 , 而且 因 
为 尺 征 Nu 上 的 问 量 空间 ,我 们 必须 有 adl:， 因此 ,在 R 的 除 0 
外 的 p' 一 1 二 q' 一 1 个 元 素 的 乘法 群 R” 内, 不 在 Z 内 的 元 
系 * 上 其 有 阶 为 9 一 1 的 正规 化 子 , 这 里 4 是 :的 约 数 而 且 
4 一 上 。 计算 R” 的 元 素 ,我 们 有 

9 一 1 一 4 一 1 十 309 一 1)[0< 一 1)， (20.6.0) 
这 中 9g 一 1 钙 中 心 的 元 和 素数， 向 共 余 的 每 一 加 项 计算 的 是 一 
个 共 斩 类 的 元 素数 (9%: 一 /Ca 一 1), 这 里 dlt,d 二 1 

在 $16.8 里 证 其 过 多 项 式 f(x) 二 x' 一 1 具有 有 理 整 系 
数 因 式 (x) 一 JI(x 一 w’), 这 里 ww 是 z 次 本 原单 位 根 ,而 且 
wi，1 所 7 人 1，(j7, 7) 一 1]， 是 所 有 zt 次 本 原单 位 根 。 那么 
如 果 djz,，d 二:， 则 我 们 有 x 一 1 二 (x)(xs 一 1)r(x)， 
因为 《x) 不 包含 x“ 一 1 的 任何 因 式 . 这 里 r(x) 包含 
x' 一 的 所 有 其 余 的 因 式 ， 假 如 这 种 因 式 存在 的 话 . 因此 
(x CO 1)/(x 一 1 一 AGz)r(xz)。 对 于 x* 一 9， 

A(9) 一 I (9 一 wi), 


而 县 因为 w’ 关 1 是 复数 单位 根 , 所 以 19 一 2 盖 7 一 1. 村 


s 和 32. 


人 


此 4#4《〈9) 是 绝对 值 大 于 4 一 1 的 有 理 整数 . 因此 当 上 > 1 时 ， 
(9q) 整 除 (20.6.0) 中 除 9 一 |! 外 的 各 项 .于 是 (4q) 也 整除 4 一 
1, 由 于 |*(q)| > 了 9 一 1 这 是 不 可 能 的 . 因此 唯一 的 可 能 是 
! 一 1 , 这 就 是 说 Z 二 R, 所 以 R 是 可 交换 的 , 因而 是 有 限 域 . 

定理 20.6.2( 阿 延 -左思 )”， 有 限 交替 可 除 环 是 有 限 域 
GF(p’), 

证 明 . 我 们 先 稍 为 展开 一 点 交替 环 的 理论 。 交 埠 环 R 
是 其 有 二 元 加 甘 和 乘法 的 体系 ， 其 中 《1) 在 加 法 下 是 阿 贝尔 
群 , (2) 两 种 分 配 律 成 立 , (3) 乘法 满足 弱 绪 合 律 

(xx)y = x(xy), y(xr) 一 (yx)x。 (20.6.1) 
如 凡 尺 的 非 零 元 素 在 于 法 下 组 成 络 , 则 尺 是 可 除 环 。 我 们 在 
上 一 市 里 指出 过 , 刻 广 平面 可 以 用 交替 可 除 环 建立 坐标 ， 这 
时 代 和 (20.6.1), 我 们 有 下 列 乘法 定律 : 
a 一 一 0 a=|], (20.6.2 ) 
a l(ab) = 6 = (ba)a 
我 们 证 明 过 从 定律 (20.6.2) 可 以 得 出 定律 (20.6.1). 

在 分 配 律 成 立 的 任何 环 里 可 以 定义 结合 者 (x，y，z) 和 

换 位 子 (x,，y)。 它 们 用 下 列 规则 定义 : 
(x, ys 2) 一 (xy)z — x(yz), (20.6.3) 
(x*, y) 一 xy 一 yx. 
因而 结合 者 在 任何 结合 环 内 恒 等 于 零 ， 市 换 位 子 在 任何 交换 
环 内 恒 等 于 零 ， 结 合 者 和 换 位 子 对 它 的 每 个 元 都 是 线性 的， 
定律 (20.6.1) 可 以 改写 成 
(x, r+,y)=0, (y,x,*) = 0. (20.6.4) 
根据 结合 者 的 线性 性 质 ,我 们 有 
0 一 (x,y 二 z,y 十 2) 二 (x, y, )) 


1) 参看 Zorn[1]， 
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十 kr yz) 十 (rzyy) 十 (zzz) 
— (x,y,2) 十 (Xx, 2, y), (20.6.5) 
和 0 一 (十 ?xy 十 ?8) 一 (xx zy) 
十 (xy gl) 十 (yx 2) 十 (y, y,%) 
一 (xy，3) +T (y, *, 2). 


内 此 我 们 有 
(X,Yy,2) 一 一 (zy zy) 一 (zy xy) 
一 (2,2,+) = (y, 2, +) 
一 —(y, x, 2)., (20.6.6) 


这 是 说 (x, y，%) 在 *，y，? 的 对 称 群 的 置换 的 作用 下 是 不 被 
交替 群 有 [改变 而 馈 柯 章 换 改变 伯 写 。 就 是 这 个 性 质 使 我 们 把 
这 种 环 叫做 交替 环 ， 从 规划 (20.6.6) 立即 得 出 (x*，y,*) = 
一 (zy xy) 一 0, 因由 
(xy)x 一 xyX)。 (20.6.7) 
定律 (20.6.7) 叫做 自 反 律 
刀 未 环 内 的 图 数 44x xz) 是 (1) 对 于 它 的 每 个 元 
部 十 线性 的 , (2) 当 它 的 任何 两 个 元 相等 时 为 零 , 则 它 叫 做 反 
对 称 的 ， 我 们 看 到 从 反对 称 性 可 以 得 出 交 共 性质， 而 且 在 交 
畴 环 内 , 络 合 剖 和 换 位 子 都 是 对 称 的 . 
我 们 来 推导 在 交替 环 内 成 立 的 几 个 公式 .将 要 给 出 比 证 
明 我 们 的 定理 所 南 归 的 更 多 的 公式 ， 但 是 它们 都 是 很 值得 在 
这 里 提出 的 。 下列 伍 等 式 可 以 证 明 是 在 上 共有 分 配 律 的 任何 环 
内 部 成 立 的 : 
(wx YY 2) 一 (ww Xxy, 3) (w, x, yz) 
一 wx,y, 2) (ww xX, y)z, (20.6.8) 
我 们 用 下 列 规 则 定义 函数 f(w,， x,，y, 2): 
ftw, rs ys 2) = (Wx, yy, 8) — rw y, 2) 
— (x*, y, 2%)w. (20.6.9) 
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3f(w, 这 多 2) = (w, (x, 》, z )) 
— (Xx, (y, z*, tw)) 十 (y, (2, w, *)) 


— (2, (w,*, y)). (20.6.10) 
f\(w, rx, ys 2) = ((w, x), ys 2) 
二 ((y, 2), ws *). (20.6.11) 


证 明 . 根据 (20.6.6), 我 们 可 以 把 (20.6.8) 改写 成 
(ax yy, 2) 一 (xy，z， 了) + yz, Ww, +) 
= Wx, y, 2) + (wx, y)2. (20.6.12) 
从 (wx, y,z) 减 去 由 (20.6.9) 给 出 的 的 表达 式 中 的 各 项 ， 
而 且 对 于 (20.6,12) 左边 其 他 的 项 也 这 样 处 理 , 我 们 得 出 
f(w, x, ys 2) — fx ys, WwW) + f(y, 2, ws *) 
— F(r, y, 2z, w ), (20.6.13) 
这 里 F(x，y，3, w) 是 《20.6.10) 的 右边 , 因而 当 它 的 元 循环 
置换 时 楼 改 变 符号 ， 因 此 根据 (20.6.13)， 
0= Fl(w,x,y,2) F(x,y,2, w) 
= f(w, x,y, 2) + f(z, w, x, y), 
于 蚌 
f(w, ,yy, 2) = f(z, w+, y). (20.6.14) 
因此 f 在 它 的 元 循环 置换 时 改变 符号 , 而 根据 (20.6.9), 了 在 
它 的 后 两 个 元 交换 村 改变 符号 ， 因 此 f 在 和 它 的 任何 两 个 元 交 
换 时 改变 符 写 . 因为 作 w,x*,y, 3) 在 有 两 个 元 相等 时 等 于 
0, 所 以 f 是 反对 称 的 特别 地 ,(20.6.13) 简化 成 (20.6.10). 
从 (20.6.8) 碱 去 交换 ww 和 zx 的 结果 得 出 
((w, x),y, 2) 一 —(w, (x, y, 2)) 
十 (x, (ys 2, w)) 十 2f(w, *, y, 2). 
因而 计算 《20.6.11) 的 右边 而 且 利 用 《20.6.10) 就 能 得 出 
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(20.6.11) 的 左边 ， 
(x yy 2) = x(x, yz) = x,y, 2)r, (20.6.15) 
(x XxXy, 2) = x(x yz) 一 (rr yy, zz) (20.6.16) 
(x, yx, £2) = (x,y, rt) = x(x,y, 2), (20.6.17) 
以 及 莽 芝 人 等 
Cxy) ax) = x((yz)z) 一 Cx(ya))x. (20.6.18) 
tyKE)) 一 (xy)xz)s (er)y)r = ex(yx)). (20.6.19) 
证 明 . 我 们 从 (r,x,，y,z) 一 0 得 出 (20.6.15).， 芳 虑 
/Gy se) 一 0 和 jzssyxyy) 一 0 可 以 得 出 (20.6.16) 
的 两 部 分 ， 同 理 从 帮 y， xz x 2) 一 0 和 f(z， x， x，y) 一 0 得 
出 《20.6.17).。 为 了 证 明 (20.6.18), 我 们 注意 到 ， 根 据 
(20.6.17 )， 
(xy) (zx) = x(y(zr)) t+ (rx, y, 2x) 
— x(y(zx)) + x(y, 2, x) 
一 x((y2)x). 
(20.6.19) 的 第 一 个 等 式 可 以 根据 (20.6.16) 而 导出 
((xyI)x)z = (xy) xz) 十 《xy x, 2) 
一 xyCxsD)) 二 (x, ys xF) — (x XYy, 2) 
= x(y(xz)). 
第 二 个 等 式 可 以 同样 地 根据 (20.6.17) 导出 ， 
现在 可 以 来 证 明定 律 (20.6.2) 在 可 除 环 内 从 定律 
(20.6.1) 得 出 。 给 定 元 系 a 了 0, 则 就 存在 #* 使 au 一 1。 于 
是 4 一 (aw)a 二 a(ua), 因而 也 有 wa 一 1, 于 是 只 要 记 “一 
za ,就 有 ea 一 aa 二 1， 给 定 任何 不 是 零 的 ce, 5， 从 关系 
一 cc 决定 c. 那么 利用 《20.6.197) 的 第 一 个 等 式 
a ab) = ai(a(a 1c)) = ((aTla)a™!)e 


= (la )cS=u c= 9b, 
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同 理 ,从 (20.6.19) 的 第 二 个 等 式 得 出 (ba)c 一 4b， 
现在 我 们 有 了 足够 的 关于 交替 环 的 知识 来 证 明 阿 廷 -无 
恩 定理 了 . 设 R 是 有 限 的 交替 环 。 只 要 证 明 由 两 个 元 系 6 和 
c 生成 的 有 限 可 除 环 Ri 是 结合 的 。 因为 然后 根据 魏 德 本 定 
理 , RI 是 有 限 域 而 且 由 单独 一 个 元 素 & 生成 。 因此 , 如 未 R 
由 六 , 访 ， "sb; 生成 , 则 1, 久生 成 有 限 域 ,而 且 它 由 单个 元 
素 ci 生成 。， 于 是 RR 由 a, 563,"……, bb 生成， 继续 下 去 , 我 们 
可 以 减少 生成 元 素 的 个 数 直 到 RR 本身 由 单个 元 素 生 成 ， 因 向 
它 是 结合 的 ,因而 它 是 有 限 域 GF(p')， 
考虑 由 5 和 < 生成 的 Ri, 这 里 Ri 是 R 的 在 加 法 和 先 法 
下 闭合 的 子 体系 。Ri 是 有 限 的 而 且 没 有 零 因 于 。 议 41，*……， 
4a: 是 Ri 中 不 是 零 的 元 素 。 那么 对 于 x € Ri, xal， ,Xa 全 
不 相同 , 因为 Ri 不 包含 零 因 子 , 因而 这 些 元 素 是 以 某 个 顺序 
排列 的 a ，*… ,a, 因 此 对 于 某 个 元 素 例 如 a1, 我 们 有 xai 二 x， 
于 是 wa 一 1 是 R 的 单位 元 素 。 又 对 于 基 个 a; 有 x4; 一 1, 因 
而 qi 二 x-!。 因此 Ri 是 可 除 环 。 Ri 的 元 素 是 若干 里 项 式 
(Xl rl xs) 的 和 ,这 里 每 个 x， 是 2 或 “而且 各 项 是 
以 任意 方式 加 括 弧 的 。 因 为 两 个 分 配 律 都 成 并 ,乘法 在 Ri 中 
可 结合 , 必要 而 且 只 要 单项 式 的 乘法 可 结合 。 为 了 证 明 这 一 
点 ,我 们 用 下 列 规则 递归 地 定义 正规 (或 左 括 弧 ) 单 项 式 : 
{xvi)] = xixa (20.6.20) 
[xx = [xi xx 
如 果 能 证 明 任意 加 括 弧 的 单项 式 等 于 正规 单项 式 ， 则 结合 i 
就 成 立 了 ,因为 那 时 将 有 
([x :xl [yy 1) [Lz] 
一 [x1- “XY Ye “| 
= [zi ex] (Ey ys [21 2 ). . 
对 于 每 个 单项 式 等 于 具有 依次 相同 的 因子 的 正规 单项 式 ， 我 
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们 对 单项 式 的 长 度 施 行 归纳 法 来 证 明 . 根据 (20.6.4) 和 
《20.6.6), 对 于 5 和 < 的 长 度 为 三 的 单项 式 ,， 由 于 它们 必定 包 
含 重复 因 了 于 ,所 风 这 个 结 台 律 成 也 , 即 
‘AACHEN (20.6.21) 
我 们 调和 菇 证 助 
[To 一 和 (20.6.22) 


我 们 对 二 7 十 5s 滤 行 归纳 法 , | 入 且 对 于 固定 的 4, 还 对 于 5s 
施行 规 纳 法 , 当 s: 二 1 时， 0 a 假定 :二 1 
而 且 如 = 二 =v 二 5 或 = 二 v= 二 c。， 那么 在 (20.6.19) 的 第 二 


个 恒等式 z[x(ys)] 二 [(zx) yl]x z= [uu,], v= 
一半 和 [zol 一》 就 得 出 
[a a xo ev ix] = {Cu mlr) fv vl i}x 
= [uvva Vo, = [uviv2 "VV |, 
(20.6.23) 
这 时 用 到 了 归纳 假设 , 而 且 最 后 证 明了 wi 一 v， 时 的 
(20.6.22). 现在 假定 vi 关 v, 不 妨 假定 vi 二 5, vs 二 c, 这 时 
xz 是 5 或 c， 如 果 , 王 5, 所 
t= [wuld ob, 二 0, [vv | = y. 
那么 
f(x,b,6,y) = 0 = (xb,b,y) 
— bx, py) — (x, bb, )y. 
这 里 (x, 565,5) 二 0, In0 且 根据 关于 长 形 的 归纳 假说 ,x*，5。 和 
y 是 可 结合 的 ， 因 而 (x， 2 y) 一 0。 因此 (x6, 6, y) 二 0， 
于 是 (x6)(by) 一 【(x2b)bly 或 
[ur uo 1 bv v3 = (fo ” 0-10]2)[za: 2 
一 [uu bobllv vl = [uv], (20,6.24) 
在 最 后 一 步 用 到 了 关于 * 的 归纳 假 卜 ， 
同 理 , 如 果 ww 一“， 则 区 
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= [uu] ee, vv lesz Y=. 
现在 f(xycyzycl) 一 0 一 人 cyzyc) 一 cx zc) 一 (cy，z， 
c)x.。 这 里 〈c，z，c) 一 0 而 且 根 据 关 于 长 度 的 归纳 假设 ， 
(x,z,5) 一 0， 因而 (xc,%,c) 二 0， 这 给 出 (xc) (zc) = 
[(xc)zlc 或 
[a uc [ovec] = (ue uc lv v1])e 

一 [a “MMV vale 

一 [act vy], (20.6.25) 
等 式 (20.6.23) 至 (20.6.25) 在 所 有 情形 确立 了 (20.6.22)。 因 
此 Ri 的 结合 性 证 明了 ,这 就 证 明了 我 们 的 定理 . 


20.7. 二 重 传递 群 和 淮 域 


有 一 类 和 群 与 射影 平面 密切 有 关 ， 这 就 是 一 类 二 重 传 递 
群 , 它 只 有 单位 元 素 不 变 两 个 文字 。 我 们 需要 一 个 外 加 的 假 
设 , 它 虽然 可 能 不 是 必要 的 ,但 却 是 我 们 的 证 明 所 要 求 的 。 这 
就 是 下 列 定理 中 的 条 件 (37 或 (3 )， 

定理 20.7.1. 假定 G 是 在 文字 cs, cb ……，co-1 上 的 置 
次 群 ， 满 足 

人 


| 
| 


二 


诡 、， 如 果 对 于 ” 0 机 人 出 
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人 人 C 和 y 一 xm 十 也 作为 由 准 域 信 建立 


| 者 才 和 和 间 和 三 灿 和 


eo di， " 4 ee 

看 作 大 的 无 条 的 四 摧 ， 对 应 本 的 线 ， [iE 成 (cj,di), 1 = 
0, :7,1 | 

证 明 . 我 们 先 证 明定 理 中 的 纯 群 论 的 部 分 ,我 们 而 记 证 
明 单 位 无 么 和 6G 中 变动 全 体 文字 的 元 素 组 成 传递 的 正规 阿 册 
信子 群 。 我 们 来 证 明 几 个 引 理 ， 

引 理 20.7.1， 在 G 中 存在 唯一 的 二 阶 元 素 ， 它 交 橡 特定 
的 一 对 文字 (i 7). 

因为 G 古 二 重 传 递 的 , 这 样 有 的 元 泰 8 必定 存在 。 这 时 人 
不 变 册 个 文字 , 因而 是 1。 其 有 这 个 性 质 的 第 二 个 元 系 4 将 
使 gp 不 变 两 个 文字 ,因而 gp 一 1 8 一 

引 理 20.7.2， 2 阶 元 素 属于 同 二 个 共 短 类 

2 阶 元 系 最 多 不 变 一 个 文字 , 当 ? 一 2 时 ,只 存在 一 - 
中 二 则 2 阶 的 8 和 必定 同时 破 宝 菜 个 元 来 ; 
g 一 (i, 1)*……， hh = C2, 请)... G 中 的 x 一 0 。 ) 将 使 
zt 一 《1 万 )… 一 和 如 玉 2 阶 元 系 的 类 里 有 任何 元 每 不 
变 一 个 文字 ， 册 所 有 2 阶 元 素 都 是 如 此 。 我 们 可 以 分 成 两 种 
情形 : 

情形 1. 2 阶 元 素 改 变 所 有 的 文字 ， 

情形 2. 每 个 2 阶 元 系 都 不 变 一 个 文字 . 

引 理 20.73， 在 信 形 2 里 ， 和 不 征 唯 -的 2 阶 元 系 个 变 一 
个 给 定 的 文字 


才 省 和 和 和 


像 前 面 一 样 ; 8 一 (i, 门 … 被 x 一 (7 “ ) 变 成 4= 


1 > ss " *"" 
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(1, 六)'.….。 但 是 如 果 & 和 有 % 都 不 变 同 一 个 文字 s, 则 x 必定 
也 不 变 ;, 因 市 * 关 1 不 变 i 和 ;而 与 假设 (2) 矛盾 , 又 如 来 
8g 不 变 文字 s, 则 用 把 * 变 成 上 的 任意 元 素来 作 8 的 变形 , 融 
得 出 不 变 特 定 文字 上 的 二 阶 元 系 . 

注意 从 这 个 引 理 得 出 ,如 果 g 二 (27)(s)'…, 则 8 在 不 变 
s 的 子 群 瓦 , 的 中 心 内 . 

引 理 20.7.4。 两 个 不 同 的 2 阶 元 素 的 乘积 是 变动 所 有 文 
字 的 元 素 

设 凡 一 1, 关 一 1，g 关 8。 假定 相反 地 gh 不 变 一 个 文 
字 i. 根据 引 理 20.7.3，8 和 有 不 能 同时 不 变 六 因而 都 不 能 
不 变 i。 于 是 我 们 将 有 g 一 (2 力 … ,4 二 (7,1)'…， 向 且 
8 一 《让 (站 二 1, 因而 & 二 % 而 与 假设 矛盾 ， 因 此 如 不 
能 不 变 任 何 文 字 ， : 

引 理 20.7.5， 在 G 中 存在 唯一 的 变动 合体 文字 的 元 素 ， 
它 把 给 定 的 ; 变 成 给 定 的 j 天 

在 情形 1 里 元 素 g 一 (i, 门 '… 就 是 这 样 的 一 个 元 素 . 在 
情形 2 里 , 取 2 阶 元 素 g 一 (2?)'… 和 一 (1,7 站 )"…, 根据 引 
理 20.7.4, gh 把 i 变 成 i 而 且 变 动 所 有 的 文字 。 因此 这 种 元 
素 至 少 存 在 一 个 ， 假设 (3) 是 说 最 多 存在 一 个 这 种 元 素 。 我 
们 发 现 从 假设 (3) 得 出 引 理 20.7.5. 因为 G 是 4 个 文字 上 的 
二 重 传 递 群 ， 所 以 不 变 一 个 文字 co 的 子 群 有 指数 n, 而 且 不 
变 co 的 子 群 叫 , 是 在 其 余 2 一 1 个 文字 上 传递 的 。 于 是 因为 
只 有 单位 元 素 不 变 两 个 文字 , 所 以 村 的 阶 是 wn 一 1. 因此 G 
的 阶 是 n(n 一 1). 因此 把 i 变 成 i 的 元 素 组 成 不 变 i 的 子 群 
H, 的 左 傍 系 , 因而 这 种 元 素 恰好 有 ”一 1 个 。 对 于 给 定 的 三 
个 文字 六 1 《根据 二 重 传递 性 ,在 G 内 存在 唯一 的 元 素 


和 人 
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因为 只 有 单位 元 素 不 变 两 个 文字 . 对 于 给 定 的 i, 1, 恰好 有 
2 一 2 种 可 能 来 选取 8&， 因 而 在 把 ; 变 成 了 的 二 一 工 个 元 过 
中 恰好 存在 一 个 元 索 变 动 叫 有 的 文字 . 

引 理 20.7.6. 在 情形 1 里 变动 所 有 文字 的 每 个 元 系 惩 2 


才 


附 的 ， 而 且 它们 与 单位 元 素 共同 组 成 正规 的 阿 贝尔 子 群 
显然 一 (六 力 … 是 把 守 变 成 了 而 且 变 动 全 体 文字 的 一 
个 (因而 是 唯一 ) 元 素 ， 如果 中 一 1, 妖 一 1， 则 当 g 一 4 时 ， 
gh 一 1， 而 当 g 夺 有 时 ，gh 是 变动 全 体 文字 的 2 阶 元 素 ， 
(gh)? 二 1, 因而 hg 二 gh, 所 以 2 阶 元 素 与 单位 元 素 共同 组 
成 阿 贝 尔 群 4， 根据 引 理 20.7.2, 4 是 正规 子 群 ， 这 证 明了 
引 | 理 . 

引 理 20.7.7. 年 情 形 2 时， 裤 动 全体 文字 的 己 知 下 来 。 


假 证 w= 1, a 不 变 文字 i 而 且 g 把 i 变 戌 j 取 5=(i， 
)…; 那么 如 二 1 和 g 二 ab，, 因为 ab 变动 全 体 文字 而 且 把 
i 变 成 i。 同 理 , 假定 给 了 &g 和 6 天 一 工 而 且 2 不 变 &.， 如 
朱 & 把守 变 成 4， 则 只 要 取 a 一 人) 了 束 有 8 一 40. 

引 理 20.7.8。 在 情形 2 里 ， 三 个 2 阶 元 素 的 乘积 bc 也 
下 2 阶 的 而 且 abc = cba., 

如 林 4 一 5, 3 理 十 显然 时 。 如 果 5 关 4a, 则 a6 一 g 一 
dc ， 这 里 根据 5 引 理 20.7.7, 到 一 1， 因 此 zzpc = 二 4c: 二 4， 因 
和 XA d= dad, i abc = cb lg! = cha. 

引 理 20.74 人 2 时， 变动 全 体 文字 的 元 素 和 单位 


者 二 


设 8 和 / 和 全 人文 二 根据 引 理 20.7.4 和 20.7.7,g 一 
ab, 上 二 cd, 这 里 a,5,c,d 各 是 2 阶 的 ,i 记 h 二 ceb, ce! 二 1， 
我 们 有 gp 一 ae 因而 当 e = 二 4 有 时, gh 二 1, 而 当 4a 关 e 
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上 时, gh! 变动 全 体 文字 .因此 变动 全 体 文字 的 元 素 和 单位 元 
素 共 同 组 成 子 群 4， 利用 引 理 20.7.8， 

gj 一 (apc)d = (cba)d = c(bad) = c(dab) = hs, 
因此 群 和 是 阿 贝尔 群 . 因为 变动 全 体 文 字 的 元 素 的 共 辆 元 素 
也 变动 全 体 文字 ,所 以 4 是 正规 子 群 . 

我 们 现在 来 构造 一 个 代数 体系 $5, 它 的 元 素 征 G 所 置换 
的 文字 co a1，**…*，cn-1。 我们 任意 地 把 其 中 一 个 记 做 0, 为 
一 个 记 做 1, 例如 令 co 二 0, ci 二 1， 在 5 内 定义 加 法 


y 一 * t+， (20.7.1) 
必要 而 且 只 要 在 子 群 4 内 存在 置换 
0, -x 
A, = ， 9", 
; .sy ). (20.7.2) 
在 $ 内 定义 乘法 
yy XY, (20.7.3) 


必要 而 且 只 要 在 不 变 0 的 子 群 HH 内 存在 置换 
0,，1，..-，x，……， 
Mo ms 7， 小 
因为 在 4 内 存在 唯一 的 把 0 变 成 二 的 元 素 , 押 以 加 法 有 意义 . 
因为 在 H 内 存在 唯一 的 把 1 变 成 m 冯 0 的 元 系 ， 所 以 用 
m 天 0 作 乘 法 有 意义 。 如果 我 们 在 4 内 有 


(20.7.4) 


0 "XN 
.一 ( )， (20.7.5) 
8 2 人 9 “ 
4 人 43” 3 )， 
b， 3 《3 3 ~, 
则 
0 ， 9 9 
A,As = A = ( ” ] (20.7.6) 
C9 3243 
从 加 法 的 定义 有 
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CC = 一 4 十 7 一 7 十 ay 一 yy 十 0 一 YY 十 < (20.7.7) 


(t+ 十 a) 二 b= 二 x 十 (4 十 5)， (20.7.8) 
这 是 加 法 络 合 律 。 显然 单位 元 么 起 


5s， 
而 用 我 们 有 定律 
+ 十 0 一 0 十 YY 一 7， (20.7.9) 
0 。 “，2， mn 
其 次 ,如 果 * 使 4 一 ( ) 则 za 十 x 一 0 因而 


Ha, 再 行 , 因 为 < 是 阿 风 和 尔 群 ,抽风 如 条 A ,= AAA,= 


~ 
沁 ] 


一 0 十 0 一 二， (20.7.10} 
则 加 法 是 可 交换 的 ， 因此 在 加 法 下 是 阿 贝 尔 群 ,而且 只 去 令 
a 大 44， 加 法 下 的 和 群 S 同 构 村 4. 
以 同样 的 方式 利用 可, 的 兽 换 ,我 们 可 以 证 朋 s 的 非 委 元 
素 在 乘法 下 组 成 群 。 对 于 零 总 有 规则 0 m = 二 0, 而 且 我 们 令 
Mi0 一 0 和 00 一 0, 现在 设 8 是 G 的 任意 置换 ， 当 (0)g 二 8 
上 时, 记 和 一 8 那么 8 不 变 0 因 而 是 束 的 元 素 , 人 及 8 一 
Ma 于 2E 
5 一 AM 45 (20.7.11) 
这 时 如 果 (x)g 二 y， 则 
(x)s = y= rm 二 bm 0, (20.7.12) 
表达 式 (20.7.11) 是 唯 一 的 ， 因 为 单位 元 素 是 4 和 HH 的 唯一 
公共 元 素 ; 因而 根据 (20.7.12),，G 的 置换 必定 是 5 内 的 线性 
代 换 : 
Tim 二 0， m0， (20.7.13) 
我 们 指出 下 列 关 系 : 
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MUM ,一 人 M， (20.7.14) 
MaiAM, = Am. 
第 一 个 是 显然 的 ， 第 二 个 是 因为 Ma4IM 。 变 动 全 体 文字 而 
且 把 0 变 成 m, 因而 它 必 须 是 4。。 于 是 


Mr NM 一 4 (20.7.15) 
或 者 以 对 5 的 作用 来 表 出 是 
(x1 tm)i=x mi, (20.7.16) 
在 这 个 式 子 里 令 x 一 yi, 我们 得 出 
(y+ m= yf mt. (20.7.17) 


这 是 右 分 配 律 . 因此 在 内 ,在 加 法 下 是 阿 贝 尔 群 . 非 零 元 条 
在 乘法 下 是 群 ， 而 且 右 分 配 律 (20.7.17) 成 立 . 因此 5 是 准 
域 ,而 G 的 置换 是 5 内 的 线性 代 换 : 
z +—> xm+b, m0,， (20.7.18) 
这 里 根据 准 域 的 定律 , 如 及 a:x 一 xmi 十 刀 和 相 P:x 一 zz722 十 
b2， 则 
ap:x —> (Xm1)m2 十 bim, 十 2 (20.7.19) 
反之 ,假定 给 了 准 域 5 5 的 线性 代 换 (20.7.18) 在 
(20.7.19) 的 合成 规则 下 组 成 群 C.。 设 > 关 * 是 3 的 两 个 不 同 
的 元 素 ， 那 么 
g:x—>x(r 一 9) 十 5 (20.7.20) 
是 G 的 元 素 使 (0)g 二 ;和 (1)g 一 +。 因此 G 是 二 重 传递 
的 .。G 的 不 变 两 个 文字 的 元 素 共 罗 于 不 变 0 和 1 的 元 素 ， 但 
是 如 果 x 一 xm 十 5 不 变 0 和 1 ,我 们 依次 得 出 b= 0,m = 
1 , 因而 这 是 单位 元 素 。 因此 唯 有 单位 元 案 是 G 的 不 变 两 个 
文字 的 元 素 ， 代 换 * 一 x 十 (ec 一 5) 变动 全 体 文字 而 且 把 给 
定 的 5 变 成 给 定 的 c。 如 果 zxm 十 5 一 + 对 于 m 关 0 和 1 总 
有 人 解 , 则 变动 全 体 文字 的 置换 只 是 加 法 x 一 x 十 1t, 向 且 其 中 
只 有 z 一 x* 十 (c 一 上 5) 把 给 定 的 5 变 成 给 定 的 。， 因 此 (3) 
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Te 


成 立 ， 于 是 (xm 二 br 二 xr 或 rs 十 1 二 xr 总 有 解 ( 它 显 然 
是 唯一 的 ), 这 正好 是 这 样 的 条 件 : 看 作 韦 勃 伦 - 魏 德 本 体系 
有 的 5 十 平面 的 坐标 系 ; 这 平面 的 有 限 线 是 xx 一 < 和 初 ? 一 xz 十 
;这 职 完 成 了 定理 各 部 分 取证 明 ， 

我 们 注意 到 当 G 是 有 限 的 置换 群 时 ,条 件 (3) 月 动 成 也 ， 
因此 决定 只 有 单位 元 素 不 变 防 个 文字 的 全 体 有 限 的 二 重 传 遂 
群 , 相当 于 决定 全 体 有 限 准 域 , 蔡和森 豪 斯 (Zassenhaus[2]) 做 
了 这 样 的 工作 .我 们 现在 来 讨论 这 一 点 ， 

设 玉 是 有 限 准 域 。 如 果 基 内 的 乘法 是 可 交换 的 ,， 则 KK 浅 
足 两 个 分 配 律 ,因而 是 有 限 域 GF (p"). 这 种 可 能 性 不 再 需要 
进一步 的 讨论 .因而 在 这 时 我们 可 也 假定 玉 内 的 乘法 是 不 可 
交换 的 。 在 这 种 情形 里 左 分 配 律 不 可 能 成 立 , 因为 根据 瑶 估 
本 定理 ， 那 时 KK 将 是 有 限 的 结合 可 除 环 , 因而 是 有 限 域 
GFE(p'). 我 们 使 用 前 面 的 定理 的 记号 ， 天 是 具有 2 个 元 素 
的 有 限 准 成 ,G 是 二 次 的 二 重 传递 群 , 其 中 只 有 单位 元 素 不 变 
天 个 文字 。 G 是 线性 代 扬 的 群 : 

g:x> Xxm+b,m 0. (20.7.21) 

4 是 G 的 由 单位 元 系 和 G 中 变动 全 体 文字 的 元 素 组 成 的 阿 贝 

尔 正规 子 群 。 丁 二 M 证 不 变 文 字 0 的 子 群 。4 是 天 的 加 法 
群 ,M 是 天 的 2 一 工 个 非 零 元 紊 的 集合 天 ”的 乘法 和 群 . 

引 理 20.7.K1i。 4 是 初等 阿 贝 尔 群 而且 ww 是 案 数 的 方 虞 


4 是 阿 风 尔 群 ,而 且 和 根据 (20.7.14), A 一 M ziA1M mm. 因 
而 4 么 的 全 体 关 1 的 元 素 在 M 下 征 共 钝 的。 于 是 因为 4 必定 包 
仿 素 数 了 阶 的 其 个 元 索 ， 所 以 4 的 全 体 关 1 的 元 素 都 是 ?了 阶 
的 ,; 即 4 是 初等 阿 人 贝尔 和 群 。 因为 4 是 正则 的 而 且 有 阶 x, 所 以 
7 一方 ， 


引 理 20.7.K2。 M 的 元 素 是 4 的 自 同 构 ， 而 且 每 个 1 
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M 的 元 素 是 天 的 元 素 的 置换 a 一 am，, 而 且 其 中 每 个 冯 1 
”的 元 素 是 加 法 群 4 的 只 不 变 元 素 0 的 自 同 构 . 
引 理 20.7.K3， 如 果 4 和 :都 是 素数 ， 则 M 的 阶 为 9 或 
4 的 子 悦 必定 是 第 环 必 
拒 们 先 指出 ， 当 (4%,，…, xi) 征 以 置换 霄 出 的 M 中 的 
一 个 圈 ， 则 xim 一 xz x212 一 如 ， TRI 一 15 因而 (xi 十 
十 x) 十 十 xs 所 以 当 m 关 1 时 ,我 们 有 ri 十 
… 十 x4 二 0。 现在 假定 M 有 阶 的 子 群 WwW 不 是 循环 子 群 ， 
因而 是 两 个 9 阶 群 的 直 积 。 设 近 由 元 过 x 和》 生成 ,， 芳 感 环 
的 一 个 传递 组 , 它 必 定 具有 个 文字 ;元 索 x 和 y 将 有 形状 
x = (qi42° ag) 4971 024) (ao 4g) 
yy (a1; Ag+1l9 G2g941"" “3 gi—gt1) 
(ai, Agtis ”3 dq-gti), 
这 时 xy! 将 有 如 下 的 包含 ea 的 传递 组 : 
(ai, 42T19，23+2143 ““ "3 qqti(q-b4). 
因此 从 观 宗 各 个 圈 得 出 
ai 十 li 十 … 十 4gtitgq-Dg 二 0. (20.7.22) 
41 十 Cao 十 0 十 … .二 Car 一 0 (20.7.23) 
(20.7.22) 对 7 二 0, 1,…… ,9g 一 1 求 和 再 加 上 (20.7.23 )， 
我 们 看 到 每 个 关 41 出 现 一 次 而 a 出 现 4 十 1 次 .因此 
qa 十 《a 二 十 :十 a7) 一 0, (20.7.24) 
但 是 对 * 的 所 有 的 图 求 和 ,我 们 有 
61 十 0 十 … :十 4 一 (1， (20.7.25) 
因而 
qal = 0., (20.7.26) 
由 于 M 是 ww 一 1=p' 一 1 阶 的 ,所 以 4 与 ? 互 素 , 因 而 (20.7.26) 
将 产生 矛盾 的 结果 wa 一 0。 因此 M 不 能 包含 9 阶 的 非 循环 
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于 和 群 ， 
间 理 ,如 果 邓 包含 g 阶 的 非 循 环 子 群 赤 ,这 里 4 三:, 则 
不 由 这 样 的 元 系 上 和 ?生成 : 
一 1;,% 一 1, dj 一 |， (20.7.27 ) 
y i1xy 二 XxX， 红尘 1 (mod;s ), 
因为 M 是 正则 群 , 折 以 丈 有 包含 4 个 文字 的 传递 组 亚 包 含 
一 个 ， 阶 子 群 和 个 4 阶 子 群 。 考 虚 这 些 群 中 各 一 个 包含 已 
知 文字 a 的 网 : 
(a142° "* 4s) 
(Cap “249- -1) 
(Capa “b1,g-1) 
(aipa 7 “bs,a1) 
4 个 文字 除 a 以 外 ， 在 这 些 圈 中 只 出 现 一 次 ， 而 则 出 现 
;十 1 次. 但 是 因为 全 体 4 个 文字 是 一 个 元 素 ( 例 如 z 的 所 
有 的 圈 中 的 文字 , 它们 的 和 是 零 . 因此 我 们 得 出 yo 一 0 于 
是 因为 :lp 一 1, 我 们 将 有 a1 = 一 0, 这 是 个 矛盾 。 因此 M 不 
能 包含 4 阶 的 非 逢 不 的 于 和 


和 


我们 在 定 将 12.5.2 时 过 ， 才 二 大 娄 pp， 如 果 p 群 P 不 
包含 关 阶 的 非 循环 子 群 , 则 了 是 循环 群 。 当 p= 二 2 时 ,了 避 
者 是 循环 群 ,或 者 是 广义 的 四 元 数 群 . 

我 们 假定 M 有 循环 子 群 C 使 M/C 也 是 循环 群 。 根据 9| 
理 20.7.K4 和 定理 9.4.3，M 必定 有 这 个 性 质 ， 除 非 它 其 有 丁 
罗 2 子 群 是 广义 的 四 元 数 群 ， 而 且 当 MM 是 广义 四 元 数 子 群 和 
一 个 奇数 阶 群 的 直 积 时 它 也 有 这 个 性 质 ， 定理 20.7.2 在 M 其 
有 这 个 性 质 的 情形 给 出 全 体 有 限 准 域 K， 蔡 森 过 斯 证 上 昌 了 了 ， 
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确实 存在 七 个 其 他 的 有 限 准 域 ; 我 们 将 把 它们 列 出 。 至 于 证 
明 则 可 以 参看 殖 森 豪 斯 原来 的 文章 ， 
定理 20.72， 设 4g 一 是 素数 ?的 方 和 ,而且 "是 全 部 


和 
是 
和 和 
各 和 
| 和 | 


过 
日 


| 


和 二 


向 千 出 来 下 何人 

除 上 述 定理 中 的 有 限 准 域外 ， 禁 森 豪 斯 证 明 恰 好 存在 七 
个 其 他 的 准 域 ， 在 这 些 情 形 里 准 域 玉 的 阶 是 之 ,而且 只 安 给 
出 以 加 法 群 的 两 个 生成 元 素 的 怎 阵 变换 表 出 的 乘法 群 M 的 生 
成 元 素 。 我们 按照 蔡 森 豪 斯 那样 来 编排 次 序 . 


0, 一 1] 1 ,一 ?2 
| ),B=—( ) 
] ， 0 一 上 ,一 2 


M eM(2 ,3). 


ee ee ‘: EH Pi ee rrp re "Pt pp rp, 
pp 4 . i 


MM(2,3) X(C). 


M 6G,. 
0,— | 1， 6 
lV. n= 23:, 4 一 人 ), B=—( )， 
9 0 1 2,， — 2 
2, 0 
co 让 
0，: 
M 衬 G; Xx (C) 
0, 一] 7 ， 4 
V. 一 11’, ); ) 
" (i 0 (1 


M MM(2,5). 
0, 一 1 1], —7 
4 0 5-(_ 让 
1， 0 一 12, 一 2 
上 16， 0 
ct 
M 守 M(2,5) x (C). 
VII 六 一 597, 
4 一 ( ) » -( 9 ， 下 c=-(” 小 
] ， 0 一 10，, 一 10 0, 4 
M 衬 M(2,5) Xx (CC). 
这 里 M(2, 3) 是 I 工 中 给 出 的 24 阶 群 ; M (2,5) 是 V 中 
给 出 的 120 阶 群 ; G3 是 II 中 给 出 的 48 阶 群 ，M(2, 5) 有 ?2 
阶 的 中 心 Z , | 何 且 商 群 M(2, 5)/Z 是 60 阶 的 单纯 群 . 


kk 


20.8. 有 限 平 画 。 动 鲁 克 -过 色 尔 定理 


在 二 阶 的 有 限 平 血 上 ， 我 们 曾 证 明 下 列 性 质 成 允 : 
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i ) 存在 这 十 y 十 1 条 线 ， 

2 ) 存在 十 zz 十 1 个 点 ， 

3) 每 条 线 包含 4 士 工 个 点 . 

4) 每 个 点 在 十 1 条 线 上 . 

5) 存在 唯一 的 线 通过 两 小 不 同 的 氮 。 

6) 两 条 不 同 的 线 相交 于 唯一 的 反 ，。 

在 验证 一 个 体系 是 有 限 平 面 时 ， 较 方便 的 是 先知 道 一 下 
“点 ”和 “ 线 ” 的 体系 在 具有 上 述 性 质 的 那 一 部 分 时 就 一 定 是 
阶 的 有 限 平面 而 且 基 有 其 他 的 性 质 ， 

定理 20.8.1. op (3) 和 和 (5) 或 


证 明 假定 体系 满足 (1), (3) 和 (5). 设 点 疡 在 mi 条 
线 上 . 那么 Pi 就 与 mm; 条 线 上 各 # 个 其 他 的 点 连接 着 。 而 这 
些 就 是 全 部 其 佘 的 点 ,而 且 每 个 点 怡 好 计算 一 次 ,因此 一 共存 
在 1 十 nmi 个 点 。 因 此 m= 二 = m; 对 于 每 个 点 是 相同 的 。 考虑 
点 在 线 上 的 关联 性 ,我们 有 

(z+ D+n+1)= mt(l mn). 
因为 存在 着 各 包含 # 十 1 个 点 的 坟 十 1n 十 1 条 线 和 名 在 
条 线 上 的 1 十 mn 个 点 . 这 给 出 mw 二 wn 十 1, 因而 得 出 (2) 和 
(4). 根据 (5)， 我 们 不 能 有 两 条 不 同 的 线 相交 于 一 个 以 上 
的 点 。 为 了 证 明 (6), 我 们 只 需要 证 明 ,存在 一 个 点 是 两 条 不 
同 的 线 的 交点 。 已 知 线 工 上 的 点 PP 在 > 条 其 他 的 线 上 ，, 这 对 
于 工 的 x 十 1 个 点 中 的 每 一 个 都 成 立 . 因此 工 与 zx(> 十 1)= 
m 十 4 条 其 他 的 线 相交 ,但 是 这 是 全 部 其 余 的 线 , 所 以 (6) 成 
立 ， 这 证 明了 从 (1), (3), (5) 得 出 其 余 的 性 质 ， 用 对 偶 的 
论证 可 以 证 明 从 (2), (4), (6) 得 出 其 余 的 性 质 . 

推论 20.8.1。 在 有 限 的 考 勃 伦 - 魏 德 本 体系 向 ， 定 理 
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201.4.6 的 条 和 件 (4 ), 即 当 + 关 5 时 x 二 Xx 二 有 唯一 解 , 是 
其 余 条 件 的 结果 ， 


办 为 不 利用 条 件 (4) 下 能 证 阴性 质 (1)， (3) 和 (5) 成 


并 不 是 对 于 每 个 整数 阶 二 都 存在 有 限 平 面 。， 如 打 欧 拉 的 
一 个 猪 想 成 立 , 则 当 # 三 20nod4) nn 关 2 时 , 吏 不 存在 # 阶 
的 半 面 。 塔 雷 (Tarry [11) 在 1900 年 用 试 错 法 证 明 ,不 存在 
6 阶 的 平面 。 对 于 每 个 素数 方 早 2 一 六 存在 域 GF( p')， 
而 根据 定理 20.5.5， 存 在 六 阶 的 德 沙 格 平面 ， 存 在 着 除 4 阶 
以 外 的 p*” 阶 的 灰 乐 体系 ,这 产生 非 德 沙 格 平面 .又 准 域 也 产 
生 非 德 沙 格 平面 . 对 于 育 素 数 训 和 > 2, 阿尔 贝 特 (Albert 
[11) 构造 了 pp’' 阶 的 非 结 合 的 可 除 环 .。 根据 定理 20.4.6, 这 当 
然 束 产生 这 个 阶 的 非 德 沙 格 平面 , 对 于 育 雪 数 ? 和 奇数 + 二 
1 , 我 们 给 出 阿尔 风 特 的 一 个 简单 构造 ， 

定理 20.8.2 (阿尔 贝 特 )、 设 绢 是 奇 素 数 , ”* 是 奇数 ,> 

.那么 从 GF(p") 可 以 构造 具有 pr" 个 元 素 的 非 结合 的 可 除 

人 ~, 

证 明 . 对 于 柯 率 数 训 奇 数 ” > 工 我 们 用 下 列 规则 建立 
GF(p") 的 元 素 的 新 的 乘积 (*，y): 


(x, y) 一 了 (xy? 十 xpy ) (20.8.1) 


因为 x 一 x? 是 GF(p") 的 日 同 构 , 所 以 容易 验证 乘积 (x, y) 
满足 分 配 律 ,我 们 名 望 证 明 , 如 果 x 了 关 0,y 关 0, 则 (x,y) 关 
0. 假定 相反 地 有 xz 天 0,y 关 0 而 (rsy) 一 0. 那么 我 们 有 
ty? 一 一 X2y ， (20.8.2 ) 
因而 
yf l= x (20.8.3) 
因为 + 和 ?部 是 奇数 ，m 一 (p' 一 1D)/(p 一 1) 是 奇数 。 作 
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(20.8.3) 式 黄 边 的 zw 次 方 罕 , 我 们 得 出 

1 一 yp 一 rt ie 一 |， (20.8.4) 
因为 p 关 2, 这 是 一 个 矛盾 ;- 因此 如 果 x 关 0,y 关 0, 则 (x， 
y) 关 0.。 因为 我 们 的 体系 是 有 限 的 而 且 没 有 零 因 子 , 它 必定 
是 氢 群 。 因 而 给 定 x 去 0, 就 存在 唯一 的 x 性 0, 使 得 


x = (uy, 1) 一 = (u + wt), (20.8.5) 


因此 当 x 和 x 满足 (20.8.5) 时 , 我 们 可 以 定义 一 -一 鼎 射 c: 
# = XC, (20.8.6) 
现在 我 们 定义 以 GF(p") 的 元 素 作 为 元 素 的 体系 D,D 
中 的 加 法 就 是 GF(p") 中 的 加 法 ,但 是 D 中 的 乘积 xey 由 下 
式 给 出 : 
xoy = (Xo, yo), (20.8.7) 
这 里 用 到 (20.8.1) 的 乘积 和 (20.8.6) 的 上 映射。 GF(p”) 中 的 
蛙 位 元 案 是 马 中 的 持 位 元 素 , 因 为 我 们 可 以 验证 ， 
xol = lox = Xx, (20.8.8) 
D 中 的 乘法 是 交换 的 而 不 是 结合 的 。 阿尔 贝 特 曾 证 明 , 不 在 
Fs 由 的 一 个 元 素 的 目 乘 就 不 是 结合 的 . 
这 里 所 给 的 方法 产生 了 yr 阶 (r 之 2 而 且 ? 是 奇数 ) 和 2 
阶 (r 是 偶数 而 且 * 之 4) 的 非 德 阔 格 平面 .已 经 证 明 只 存在 
阶 为 2，3, 4, 5, 7, 8 的 德 沙 格 平面 。 还 知道 有 其 他 的 有 限 
平面 ,包括 将 在 后 面 讨论 的 修 格 斯 平面 ,但 是 已 经 构造 出 来 的 
有 限 平 面 都 是 阶 为 素数 或 素数 方 窜 的 . 
除去 塔 雷 的 不 存在 6 阶 平 面 的 孤立 结果 以 外 , 直到 1949 
年 还 不 知道 关于 平面 的 可 能 的 阶 的 任何 限制 。 在 1949 年 勃 
鲁 克 和 累 色 尔 《Bruck and Ryser[1]) 证 明了 下 列 主 要 定理 ， 
定理 20.8.3。 如 果 ”= 1，2(mod4)， 则 除非 > 可 以 表示 
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证 明 . 这 里 所 给 的 证 明 是 从 周 拉 和 累 色 尔 (Chowla and 
Ry er [11) 的 方 渗 对 原来 的 证 朋 作 一 些 修 改 科 成 ， 设 NN 二 
2 十 有 十 1 设 变 数 zy!? 二 1 NN 对 应 #2 阶 平 面 z 的 点 
Pi 一 1 ，N 设 二 的 线 是 Li 一 1 N。 我们 定 
义 关 联 数 qj;: 
: 2i = 1,， 如 水 Pi € 上 ;， 
a 二 0, 如 果 Pi&Lisiyj 二 1,.**…,N,. (20.8.9) 


然后 定义 严 的 关联 短 吐 4: 
4 一 (ai)yr 1 一 1，………)V. (20.8.10) 
这 个 关联 算 阵 满足 基本 有 的 六 系 
AAT= ATA=nl+5S, (20.8.11) 


这 里 工 征 笛 位 类 阵 和 而 症 每 个 元 素 稳 是 工 的 征 阵 . 
设 447 一 C. 那么 CC 一 (co 其 中 


二 一 > ar di, (20.8.12) 
=1 


这 里 c 必 二 nn 十 1, 因 为 PB 从 好 在 nw 十 1 条 线 上 ， 此 因 4a,;， 
1 一 1 ,NN, 恰 好 有 十 1 个 1, 其 余 都 是 0, 又 如 果 r 关 ss， 
则 我 们 有 cs 一 1, 因为 owas 一 0, 否则 就 会 同时 有 a 一 1 
袖 asj 一 上 向 a 一 0oj 一] 生 讽 线 Li 包含 PB, 和 P,。 可 是 给 
定 P, 和 P,, 恰好 存在 一 条 线 上 ; 包含 这 两 个 点 。 因此 c= 
nn 二 1 cs 一 1,f+ 了 5, Hr 以 AAT== n1 十 S$S， 用 对 偶 的 论证 
可 以 证 明 A*4A 二 nl 十 人 
关系 式 447 一 ol 十 $ 也 可 以 用 二 次 齐 式 表 出 , 线 ;可 
以 对 应 于 线性 齐 式 ， 所 也 可 以 记 伏 ;向 个 3 引起 沦 净 。 找 们 记 
Li= Pyarisf = 1, +,N. (20.8.13) 
亨 么 
2 十 十 Ly 二 n(x 十 十 坟 ) 
二 (xi 十 二 xz (20.8.14) 


为 此 我 们 注意 到 , 在 Lj(i 一 1，……，N) 内 每 个 x, 以 系数 1 
而 出 现 恰好 有 十 1 次 ,因为 每 个 点 在 n 十 1 条 线 上 .我 们 还 
注意 到 交叉 乘积 2 xxs 在 Li 十 …… 十 LN 内 恰好 出 现 一 次 ， 
因为 怡 好 存在 一 条 线 Lj 包含 把 P 和 P.。 这 就 证 有 明了 恒等式 
(20.8.14)。 现在 假定 ”三 1, 2 (mod4), 那么 NN 二 玉 十 十 
1 二 3(mod 4)。 我 们 还 看 到 (20.8.14) 可 以 改写 成 : 


| 
7 十 …. 二 及 一 2( 六 二 于) 十 …， 
4 
2 
十 (xn 寺院) 十 (x» 十 ，…*， 二 xw), (20.8.15) 
了 


考虑 到 在 (20.8.15) 的 右边 , xi 的 系数 是 (N 一 DD/z 二 2 十 1， 
就 能 得 出 这 个 等 式 ， 在 (20.8.15) 里 更 换 变 数 , 记 


Xl1 
J1 一 3X 十 ”十 xxN， 入 一 和 


yw 一 xy 十 二， (20.8.16) 


这 时 这 些 * 可 以 用 这 些 》 的 有 理 式 表 出 .我 们 把 (20.8.15) 改 
写成 
Li Ly=yi 二 ny 二 ny 二 .二 nyy. (20.8.17) 
我 们 现在 引用 每 个 正 整数 可 以 表示 成 四 个 平方 数 之 和 的 拉 格 
朗 晶 定理. 这 可 以 参考 险 代 和 睾 特 著 的 《数论 》(Hardy and 
Wriht [11]) 第 300 页 ， 总 之 我 们 有 
7 二 4 十 0 十 42 十 a1， (20.8.18) 
还 有 著名 的 拉 格 明 申 恒等式 
(ci 十 十 好 十 at) (yi 十 Yi341 十 和 542 十 yi+3) 
(a1ys 十 aayi+l 十 43yit2 十 aayit3)’ 
十 (Cayitl 一 azyi Tt asyits 一 qayi42)" 
十 Ca?yit2 一 asyi 十 aayitr 一 a2yi43) 
十 (ctyiH Aaayi 十 A2YiT2 ~ a3yi41)” 
/ “455。 
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一 21 十 2141 十 Bi42 十 ga。 (20.8.19) 
在 (20.8.19) 里 gis 2itty Zit29 Yit3 由 Vis Vitls Yi423 Yit3 的 有 
理 式 表 出 ， 回想 到 三 3(mod 4), 我 们 可 以 应 用 (20.8.18) 
和 (20.8.19) 到 《20.8.17) 而 得 出 
1 十 … 十 7 十 2 十 
十 zN-: 十 的 十 2 )、 (20.8.20) 
我 们 注意 到 每 个 LC 二 1，……, NN) 原来 就 是 这 些 * 的 有 理 
线性 齐 去 (事实 上 是 整 线性 齐 式 )， 因而 依次 是 7 的 和 = 的 有 
理 线 性 齐 式 ,这 里 1，*'……, zw 是 独立 未 知 数 . 因为 (20.8.20) 
是 关于 z 的 恒等式 ， 所 以 当 某 些 x 特别 成 为 其 余 * 的 线性 组 
全 时, 它 仍 然 成 立 。 息 定 在 《20.8.20) 里 
[一 (ps 十 … 十 2vzw)。 (20.8.21) 
当天 1 时 我 们 令 二 二 xz 当 页 一 工时 令 宇 一 41， 这 
就 可 以 用 来 使 x 特殊 成 为 mx，… ,zw 的 有 理 线性 组 全 人 而且 给 
出 L? 二 xz?。 对 于 这 个 特殊 的 z1, 我 们 有 
十 “十 [一 822 十" 十 2N-2 
十 mszz + 23). (20.8.22) 
继续 下 去 ,我 们 令 Li 二 土 z2，*…*…* ,上 Ln-1 一 土 sw-2 来 取 特 殊 
的 z;，*** ,zw-2， 最 后 得 出 
Li i 十 上 L = n(z4-1 二 + 2%), (20.8.23) 
这 里 EN 和 ZL 契 zy-i 和 zy 的 有 理 线性 齐 式 而 且 gw- 和 
SN 是 独 辽 鸣 末 知 数 ， 我 们 可 以 取 zw-1 和 gw 的 这 样 的 正 整 数 
值 ， 使 它们 部 是 Cx-: 和 Ly 的 系数 的 分 母 的 倍数 ， 于 十 
(20.8.23) 就 成 为 整数 之 问 的 一 个 关系 式 。 现在 = 古 两 个 整 
数 的 商 , 而 这 两 个 整数 又 都 是 两 个 平方 数 的 和 ,根据 从 哈代 和 和 
雷 特 的 书 (Hardy and Wright [1]) 上 定理 366 得 出 的 数论 的 
一 个 熟知 结论 , » 本 身 也 穆 两 个 平方 数 的 和 。 筷 之， 
n=g7 十 Bb (20.8,24) 
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我 们 的 定理 也 就 证 明了 .这 个 定理 有 一 个 部 分 的 逆 命 题 : 
定理 20.8.4， 如 果 ”== 0，3 (mod 4) 或 如 果 三 1,2 
(mod 4) 而 一 局 十 必 ,， 则 就 存在 ,zw 的 有 理 线 人 狂放 
式 Lsi 一 1，…，N, 满 是 
十 十 LN 二 nn( 台 十 十 坟 ) 十 (Xi 十 -十 rw) 
还 存在 NXN 矩阵 4 满足 447 一 44 一 好 十 人 
证 明 . 如 果 wn 三 0，3 (mnod4) ， 则 我 们 可 以 利用 (20.8.18 ) 
和 (20.8.19) 而 把 《20.8.17) 变 成 : 
十 十 Ly 二 2g? 十 -…: 十 xz， (20.8.25) 
当然 Li 二 zi 就 满足 定理 的 要 求 。 如果 二 1,2 (mod 4) 而 且 
2 一 4 十 和 ,我 们 可 以 利用 恒等式 
《ea 十 oT yD) = Cayi tT byir) 
十 (Yi 一 ayin) = 2 + gil (20.8.26) 
代替 (20.8.19 ) 而 使 (20.8.17) 成 为 (20.8.25) 的 形状 。 如 果 


L;™ 2 bixis 1 = 1,..….…,N (20.8.27) 


是 定理 中 的 线性 齐 式 , 则 令 4 一 (bi;)， 1 1 一] , 必 , 吏 有 

AA'=nl + 5S, (20.8.28) 
但 是 一 般 并 没有 474 二 nl 十 S，。 要 证 明 在 定理 的 假设 下 存 
在 有 理 知 阵 4 同时 满足 关系 A447 一 n1 十 $ 呈 4 "4 是 相当 
困难 的 。 但 是 赫 尔 和 累 色 尔 (Hall and Ryser[11) 证 明了 比 这 
还 多 的 结果 . 


20.9. 有 限 平面 的 直射 


如 果 平 面 * 的 直射 «不 变 两 个 点 ， 则 它 也 不 变 它们 的 连 

线 , 辐 理 , 如 果 它 不 变 两 条 线 , 则 它 也 不 变 它 们 的 交点 .因此 ， 

和 如果 a 不 变 一 个 四 点 形 , 则 a 不 变 # 的 一 个 真子 平面 ， 下 列 
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定理 给 出 关于 子平 面 的 可 能 的 阶 的 知识 ， 

定理 20.9.1( 勃 鲁 克 )， 如 朵 # 阶 平面 有 m 阶 的 子平 面 
TY , 则 7 一 VW 或 nn 之 mm 十 1， 

证 明 ， 设 工 是 子平 面 + 的 线 而 P 是 工 上 不 属于 me 的 
点 。 和 存在 x 的 在 上 的 mm 十 1 个 点 和 不 在 LK 上 的 吉 个 点 . 
连结 一 与 天 的 不 在 世上 的 叶 个 点 的 每 一 个 ， 我 们 得 到 通过 
“的 于 天线 ， 它 们 必定 邦人 相同 ， 因 为 如 末 有 二 条 村 同 的， 
则 这 样 的 线 玉 就 会 包含 一 的 两 个 不 同 的 点 ， 因 而 它 是 一 
线 ， 于 是 P 作 为 K 和 工 的 交点 就 将 是 x* 的 而 所 但 设 了 让 
因此 至 少 存 在 六 十 1 条 通过 己 的 线 ， 那 就 是 工 和 连结 己 与 
xz ”的 点 的 其 他 mw? 条 线 . 于 是 因为 存在 x 十 1 条 通过 P 的 线 ， 
所 以 z2 之 mr。 如 果 # 关 mr*， 则 束 存 在 通过 P 而 不 通过 x 的 
点 的 线 LI 考虑 与 ”的 mr 十 mw 十 1 条 线 的 交点 ， 如 果 
这 种 交点 中 有 有 任何 丙 个 十 相同 的 点 ; 则 这 个 点 将 是 x” 的 点 而 
当 假 设 巴 盾 。 因此 上 1 至少 包含 吉 十 mw 十 1 个 点 ;所 以 2 宇 
Mm: 十 1， 

稍 加 注意 哎 能 列 出 平面 的 这 种 子 集 5, 它 在 包含 两 个 点 
的 同时 还 包含 它们 的 连 线 ， 叉 在 包含 两 条 线 的 同时 还 包含 它 
们 的 交 后 . 

自 完 ,如 果 5 包含 没有 三 个 共 线 的 四 个 点 , 则 5 是 一 个 子 
平面 ， 剩 下 的 可 能 集合 我 们 叫做 退化 的 子平 面 ， 这 些 是 : 

1 ) 空 集 . 

2) 单独 一 个 点 了 , I 川 昌 可 以 带 上 通过 P 的 一 条 或 更 多 的 

3) 单独 一 条 线 二 ,而 且 可 以 带 上 在 世上 的 一 个 或 更 多 

4) 单独 一 个 点 P 和 和 通过 P 的 单独 一 条 线 工 ， 

5) 一 个 三 角形 的 三 个 顶点 和 三 条 边 ， 
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6) 线 工 和 工 上 的 点 P, 再 有 世上 的 一 个 或 更 多 的 点 羽 及 
通过 P 了 的 一 条 或 更 多 的 线 . 
7) 线 工 和 工 上 的 三 个 或 更 多 的 点 ,不 在 世上 的 把 王 风 及 
P 和 工 上 的 点 的 连 线 . 
直射 是 x 的 点 的 置换 也 是 的 线 的 置换 ， 设 王 征 氮 的 
置换 , 8 是 线 的 置换 ,我 们 可 以 把 和 2 都 记 做 N x YY 赴 阵 ， 
这 里 仍然 设 N 二 2 十 wn 十 1 
P= (p;), 0 = (qi), (20.9.1) 
这 里 pi;; = 1,， 如 果 Po 一 了 
qi; = ]， 如 来 0ia 一 VY;, 
否则 pi 一 10， di 一 0. 
于 是 我 们 有 
PA0=© 4, (20.9.2) 
这 里 4 二 (qjy) 是 x 的 关联 和 矩阵。 反之 ， 如 膝 生 在 盟 换 起 阵 
P 和 9 满足 (20.92), 则 它们 决定 的 一 个 直射 . 
定理 20.9.2 (帕克 尔 ”)， 在 草 射 下 的 点 量 染 了 和 线 四 
9 信 为 量 挫 定 相 做 且 ， 
推论 20.9.1《 白 尔 )，、 在 意 射 下 不 变 的 点 和 线 的 个 数 相 
证 明 . 我 们 注意 到 , 因为 
AAT = A'A =nl + Ss, (20.9.3) 
所 以 
(detA): = det(n1 + $) = (nt 1)n ~!, (20.9.4) 
因而 4 是 可 逆 的 ， 因此 (20.9.2) 变 成 
0 = A™iPA,， (20.9.5) 
所 以 P 和 8 作为 矩阵 是 相似 的 。 这 里 P 和 98 具 有 作为 循环 群 


1) 参看 Parker[11. 
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的 表示 的 相同 的 不 可 约 传递 组 ， 但 是 在 任何 置换 里 简化 长 度 
为 7 的 图 (xx) 时 ， 我 们 发 现 这 些 传递 组 具有 特征 标 
1,56，,《 ,6 1, 这 里 5 是 + 次 本 原单 位 根 。 而 这 说 明 有 
一 个 天 次 单位 根 是 上 共有 乘 数 a 的 置换 P 的 特征 标 ， 这 里 a 
十 了 中 长 并 为 2 的 倍数 的 圈 的 个 数 。 因为 这 些 乘 数 ea。 对 于 
P 和 QQ 是 相同 风 ， 所 以 P 了 和 8 所 具有 的 每 一 长 度 r 的 圈 约 个 
数 都 相同 ， 因此 P 了 和 0 作为 置 训 是 相似 的 。 特别 还 得 出 推 
论 , 扎 断 古 了 P 了 和 0 所 上 其 有 的 长 度 为 一 的 圈 ( 即 不 变 元 素 ) 的 个 
效 相 癌 . 
定理 20.9.3 (帕克 尔 )。 zt 的 直射 群 G 作为 点 上 的 置换 


时 


证 明 . 设 G 的 阶 是 g ,那么 根据 (20.9.5), 我 们 可 以 把 G 
表 上 成 点 上 的 置换 群 G! 和 线 上 的 置换 群 G,, | 和 中 这 两 个 表示 
是 等 价 的 .。 设 为 和 总 分 别 是 它们 的 特征 标 : 
> Xx) 一 >, Xx). : (20.9.6) 


TES 


但 是 根据 定理 16.6.13， 
2 Xi(x) = Rig, 2 Xx) = hg ， (20.9.7) 


这 里 有 1 是 G 的 传递 组 数 ， 2 是 G2 的 传递 组 数 ， [KE Ri = ks 
这 就 是 定理 的 结论 . 昌 然 从 前 面 一 个 定理 ，Gi 的 每 个 丑 换 秆 
为 置换 和 而 与 G2 的 对 应 元 素 相 似 ,但 是 一 般 说 来 Gy 和 G; 作为 
四 换 群 并 不 一 定 相 似 ， 举例 说 ,在 德 沙 格 平面 上 ,不 变 一 公所 
P 的 全 体 直射 的 群 并 不 包含 被 它 的 全 体 直射 都 不 变 的 线 ， 

定理 20.9.4， 阶 为 4 一 p" 的 德 沙 格 平面 > 具有 阶 为 
rr 二 nn 二 D+ nnn—1) 
9 站 币 习 
证 明 。 在 x 上 的 有 序 四 点 形 Pl, P,P, Pi 的 个 数量 
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(十 nn 十 1)(r 十 nn)n:(n — 1)’, 
因为 我 们 可 以 取 下 十 4 十 1 个 点 中 的 任何 一 个 作为 Pi, 取 任 
何 别 一 个 作为 PB, 取 不 在 BPP, 上 的 到 个 点 中 的 任何 一 个 作为 
P;, 取 不 在 PP,, PiP; 和 PP, 上 的 (n 1)? 个 点 中 的 任何 一 个 
作为 Ph， 根据 定理 20.5.5，zz 的 直射 群 G 在 四 点 形 上 是 传递 
的 , G 的 不 变 四 后 形 苹 ,，Y 了 ,0O0, 了 的 子 群 是 坐标 域 GF(p") 的 
自 同 构 群 , 在 $ 20.6 中 曾 指出 过 它 的 阶 是 x. 

定理 20.9.5 ( 辛 格 尔 ?)， 除 为" BO 


证 明 . 设 。 一 六 ” 那 公 。 可 以 用 GP Cy) 一 下 建立 
标 。 适宜 于 用 齐 次 坐标 来 表示 x。 点 了 可 以 记 做 
P= (hx1, Ahr, hx3), (20.9.8) 
这 里 x1, zx， 323 是 了 的 不 全 是 零 的 定 元 素 , 而 4 可 以 取 F 的 除 
0 外 的 所 有 元 素 . 同 理 , 线 元 可 以 记 做 
L = [up, wu, uk], (20.9.9) 
这 里 加, wy ww 是 的 不 全 是 零 的 定 元 素 , 而 上 可 以 取 F 的 除 
0 外 的 所 有 元 素 。Pe 工 , 必要 而 且 只 要 
xit1 十 rt 十 XUs 一 0。 (20.9.10 ) 
因为 是 域 ,所 以 关联 关系 《20.9.10) 对 于 《20.9.5) 中 的 任何 
4 和 (20.9.9) 中 的 任何 & 都 是 一 样 的 。 齐 次 坐标 可 以 用 下 列 
方式 与 非 齐 次 坐标 等 同 起 来 : 
(00) 一 (0， 1, 0)， 
(m) = (4, thm, 0), 
(a,b) = (4a, 46, 4), 
Lo= [0,0,4]. (20.9.11) 
(x =c)= [4x,0, — cn], : 


1 ) 参看 Singer[1j， 
°° 461. 


(y=xm 二 6) = Ema, — ww, bn]. 

找 们 容 多 验证 的 齐 次 表示 与 非 齐 次 表示 是 协调 的 ， 域 
GFA(p”) 二 Fi 可 以 看 做 在 下 = 二 CE 的 三 次 扩张 ， 而 有 如 
果 双 是 Fi 的 一 个 本 原 根 ， 则 Fi 的 每 个 元 案 x 有 有 唯一 的 表 不 

X= xi 十 xo 十 XW Xi€E FPF, (20.9.12) 
轩 比 ， 如 果 x 了 关 0,4E€F 有 ,4 天 0, 则 Fi 和 元 聚 NY 对 应 于 开 
《XX 4X 2。 但 十 在 有 内 ,wv 的 阶 丰 pp” 一 1 二 9 一 
1， 王 的 元 素 是 Fi 中 的 方程 


Xf = x (20.9.,13) 
x 一 | (20.9,14) 


于 是 F*(F 的 非 0 元 姑 的 集合 ) 古 阶 为 zw 一 1 的 价 坏 群 {w] 
的 唯一 的 一 1 阶地 和 群 。 因此 FY 的 元 系 厦 


wi, N=n:+n+t+l. (20.9,15) 
加 上 w* 科 j w* 表示 的 同一 个 点 ;必要 册 且 只 加 
# = v(modN )， (20.9,16) 
到 此 元 入 x € Fi 的 映射 c: 
xX -> XU (20.9.17) 


作为 的 点 的 置换 是 长 度 N 的 圈 . 如 采 疡 一 (ru ix) 和 
P 二 《yi yz， 3) 是 隐 个 不 间 的 点 ， 则 我 们 容易 蛤 证 线 PP 的 
太 可 以 表 成 
M(x +2 X3) 十 hl yi1s y23 y3) 
= (hxit 二 hyis Mrz 二 hyzys hixs FT hy3), (20.9,18) 
这 里 和 和 和 入 是 下 中 不 全 是 雪 的 任意 元 素 ， 因 此 ， 如 果 2 一 
xl 十 Xaw 十 rt Ww yw + yw WN PP, 的 成 可 以 表 成 


和 十 ao (20.9.19) 
丸 此 ,映射 x* -> rw 把 由 (20.9.19) 表 出 的 点 变 成 
Nw! 十 lw!, 《20.9.20 ) 
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这 些 都 是 ma 和 Pa 的 连 线 的 点 。 因此 «是 x 的 直射 而 且 是 
扩 上 的 长 度 为 N 的 图 容 蕊 发 现 (例如 根据 定理 20.9.2) a 也 
帮工 的 线 上 的 长 度 为 六 的 圈 . 

我 们 可 以 给 出 = 阶 平面 # 的 直射 群 G 的 阶 的 一 个 粗 烽 的 
上 和 齐 . 有 序 四 后 形 喉 , 忆 , P,P 最 多 有 MM 二 (ww 十 ww 二 1)x 
(zr 十 pz)U AZ 一 1) 个 像 。 指数 三 和 M 的 不 变 忆 ， P, P;, Ps 的 
子 群 Hi 不 变 由 这 些 点 生成 的 子平 面 x1， 如 果 坟 是 m 阶 的 ， 
则 万; 置换 冯 的 线 上 不 属 二 的 2 一 1 个 点 | 中 不 变 一 
个 这 种 点 的 指数 和 =” 一 mi 的 子 群 总, 不 变 阶 为 wz 的 较 大 
的 子平 面 x, 根 据 定理 20.9.2 , ms 之 m?. 办 而 我 们 有 子 群 的 递 
降序 列 配 刁 怠 沪 … DH 一 1, 这 里 玖 不 变 阶 为 的 子平 
面 ,这 里 wifi 写 0 而且 [Hi:Hin] 二 2。 因而 * 委 logzz ,而 
日 G 的 阶 最 多 是 nM .熟知 的 一 些 非 念 沙 格 平面 的 直射 群 没 
有 象 同 阶 的 德 阔 格 平面 的 直射 群 那么 大 ， 看 来 好 象 总 是 出 现 
这 样 的 情况 . 

直面 枫 个 定理 断定 ， 如 入 有 限 平 面 的 直射 群 在 某 种 特殊 
的 方式 下 是 充分 大 的 , 则 这 平面 是 德 阔 格 平面 ， 

定理 20.9.6〈 格 列 逊 ).， 如果 对 于 P 了 是 有 限 平面 * 的 线 


LL 上 的 点 的 每 一 对 P 了 和 工 ， 合 射 群 G(P, L) 不 是 单位 元 素 


和 


群 ， 则 = 是 德 沙 格 平面 

证 明 ， 根 据 定理 20.4.3， 如 果 对 于 工 的 不 同 的 点 Pl 和 
P, 合 射 群 G(P1,L) 和 G(P,, 工 ) 不 是 单位 元 素 群 , 风 以 工 为 轴 
的 全 体 合 射 组 成 阿 贝 尔 群 ， 其 中 每 个 关 1 的 元 素 有 相同 的 阶 
p， 根据 这 个 定理 的 对 偶 , 如 果 G(P, ZLD 和 G (P, L2) 不 是 单 
位 元 素 群 ,这 里 Li 和 上; 是 通过 P 的 不 同 的 线 , 则 以 P 为 中 心 
的 全 体 合 射 组 成 阿 贝尔 群 ， 它 的 关 1 的 元 素 有 相同 的 素数 阶 


1) 参看 Gieason [1] . 
se 403 。 
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pP。 办 此, 在 本 定理 的 假设 下 , 每 个 合 射 群 CCP, 元 ) 是 阶 为 
或 2 的 方 窜 的 初等 阿 风 尔 群 . 
5| 理 20.9.1.。 假定 五 是 有 限 集合 5 的 置换 群 ， 而 且 对 于 
某 个 和 每 个 *e $, 存在 瑟 的 ? 阶 元 素 ， 它 不 变 = 而 变动 
的 其 他 元 素 . 那么 只 售 直 和] 
证 明 ， 设 5 是 5 在 瓦 下 的 传递 组 . 对 于 x€ S91, 存在 
阶 元 系 不 变 * 而 且 以 长 寿 ? 的 圈 而 变动 全 体 其 余 的 元 素 ， 因 
此 51 中 元 系 的 个 数 与 1 同 余 (modp), 而且 在 另 一 个 传递 组 
52 《如 果 存 在 的 话 ) 中 元 夫 的 个 数 古 p 的 倍数 . 于 是 取 y& 5 
身 运 用 同样 的 论证 ,就 得 出 51 中 元 于 的 个 数 也 是 的 倍数 .这 
十 一 个 让 砷 , 因 而 只 存在 一 个 传递 组 而 且 瑟 在 S 上 是 传递 的 . 
5 理 20.9.2。 假定 对 十 有 限 平面 * 的 线 LL, 合 射 群 
G(Pi, 上 L) 对 于 所 有 已 E 世 具有 相同 的 阶 4 > 1， 那么 * 是 
相对 于 工 的 平移 平面 
证 明 .， 设 地 的 阶 十 m.。 7 十 工 个 天 阶 群 G(P， 工 ) 中 的 
任何 两 个 只 有 单位 元 素 群 是 公共 的 ， 和 而 且 它 们 的 元 素 共 同 组 
成 平移 群 T(L)， 因 此 7T(L) 的 阶 是 上 一 (人 十 1)(8 一 1) 十 
1， 因 此 只 有 7T(L) 的 单位 元 素 群 才能 不 变 不 在 世上 的 点 ， 
T(D) 以 ?个 点 为 一 组 而 症 换 那 ?个 点 ;因而 :整除 zr， 记 
一 太一 [(2 十 1)(8 一 1) 十 1， (20.9.21) 
因为 4>> 1, 我 们 有 有 mm 二 nn, 男 一 方面 , (20.9.21) 取 模 nn 十 1， 
我 们 有 
nn 三] 二 m(modw 十 1). (20.9.22) 
然 | 各 三 1(modn 十 1) 和 mm 二 ww 共同 推出 = 二 1, 1 二 p72， 
因而 T(ZL) 在 ,的 不 在 L 上 的 个 点 上 是 传递 的 , 所 以 x 是 
相对 于 工 的 平移 平面 . 
现在 可 以 米 证 朋 我 们 的 定理 了 . 取 7 的 一 条 固定 的 线 
L。 对 于 每 个 点 PE€ 工 和 通过 P 的 另 一 条 线 M 关 工 , 合 射 群 
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G(P, M) 包含 不 变 忆 的 娟 阶 元 素 , 它 把 工 变 到 自身 但 是 变动 
的 所 有 其 他 的 点 .因此 根据 引 理 20.9.1, 和 东 变 二 的 全 体 直射 
的 群 G(L) 在 工 的 点 上 是 传递 的 。 于 是 由 此 得 出 , 对 于 工 的 
2 十 1 个 点 Pi, 在 GCL) 下 共 轿 的 全 体 合 射 群 GCPi, L) 具有 
相同 的 阶 4. 根据 引 理 20.9.2, 由 此 得 出 = 是 相对 于 工 的 平移 
平面 。 但 是 工 可 以 取 x* 的 任意 的 线 ， 因 而 # 是 相对 于 每 一 条 
线 工 的 平移 平面 ,于 是 根据 定理 20.5.3 ,x 可 以 取 一 个 交替 可 
除 环 来 建立 坐标 。 根 据 定理 20.6.2, 有 限 交 替 可 除 环 是 域 , 因 
而 二 古 德 阔 格 平面 

格 列 扣 《Greason[ 11) 在 研究 有 限 的 法 诺 平 面 时 用 到 这 个 
定理 .法 诺 巧 图 是 由 七 个 点 和 七 条 线 组 成 的 图 形 , 这 使 有 限 
平面 的 阶 是 2. 平面 是 法 诺 平 面 , 假 如 每 个 四 点 形 的 对 角 点 在 
一 条 线 上 , 或 者 说 每 个 四 点 形 产 生 一 个 法 诺 巧 图 . 格 列 逊 证 
明 每 个 有 限 的 法 诺 平 面 是 德 沙 格 平面 ,而 且 它们 是 域 GF(r?7 
上 的 有 限 平面 ， 在 这 里 不 预备 证 明 这 个 十 分 有 趣 的 结果 了 . 

我 们 把 2 阶 的 直射 叫做 对 合 . 

定理 20.9.7 ( 白 尔 )， 设 4 人 ”的 向 影 半 面 的 对 使， 


数 ， 则 < 是 和 又 如 果 时 偶数 : 则 是 全 和 

证 明 ， 我 们 先 证 明 每 个 点 总 在 一 条 不 变 线 上 .如 果 忆 不 
是 不 变 点 ， 则 Pa 关 P 而 且 o 不 变动 线 PPa， 它 就 是 通过 P 
的 不 变 线 ， 如 果 P 是 不 变 点 ， 连 结 P 和男 一 个 点 8G。 可 能 
L 一 PO 是 不 变 线 . 如 果 不 这 样 ， 则 9a 关 9 而 且 QafP0. 
这 时 Le 二 POa. 于 是 如 果 R 是 LL 上 的 第 三 个 点 ， 则 
Rae La, 于 是 a 交换 线 QaR 和 Ra 因而 它们 的 交点 5 是 
与 P 不 同 的 另 一 个 不 变 点 ， 这 时 候 PS 就 是 通过 P 了 的 不 变 线 . 
根据 对 偶 的 论证 ,每 一 条 线 通 过 一 个 不 变 点 . 
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诺 关 一 对 不 变 点 的 线 是 厅 变 线 ， 两 条 不 变 线 的 交点 是 不 
恋 点 。 因此 如 果 存 在 四 个 不 变 点 ， 其 中 没有 三 个 共 线 ， 则 a 
的 不 变 元 素 灌 组 成 * 的 真子 平面 x. 假定 有 的 是 这 种 情形 而 
目 x 的 阶 是 m， 那么 根据 定理 20.9.1, 2” 之 m7, 而 且 根 据 这 
个 定理 的 证 明 , 我 们 发 现在 ”> m? 时 , 存在 z 的 线 不 通过 式 
的 任何 点 。 然 而 我 们 已 经 证 明 的 每 条 线 都 包含 不 变 点 ， 因 
比 不 能 有 ?二 ， 所 以 x 二 mr。 这 证 明了 定理 的 可 能 情形 
(1). 

现在 假定 不 存在 任何 三 个 都 不 共 线 的 四 个 不 变 点 。 那 么 
不 变 点 的 图 形 将 是 怎样 的 呢 > 我 们 先 证 明 存 在 包含 三 个 不 变 
点 的 线 。 设 线 Li 包含 不 变 点 Pl， 取 不 通过 Pi 的 线 L;。 那 么 
;包含 不 变 点 严 关 已 我们 现在 有 两 个 不 变 点 玉 和 已 , 它 
们 的 连 线 工 是 不 变 线 .。 在 LL 上 取 第 三 个 点 8。 如果 0 不 变 ， 
则 工 就 是 所 求 的 线 。 如果 Q 不 是 不 变 点 ,通过 的 线 上 ;包含 
不 在 LL 上 的 不 变 点 PB。 现 在 我 们 有 了 由 不 变 点 组 成 的 三 角形 
Pl, P;, Pp。 海 虚 不 通过 Pi, 忆 , PP 中 任何 一 个 点 的 线 14。 工 ， 
包含 不 变 点 Pi, 如 果 Pi 不 在 线 PB, PiP;, PP; 中 的 任何 一 条 
上 ， 则 局 , 己 ;, P,P; 是 四 个 不 变 点 , 没有 三 个 共 线 , 这 是 已 经 
讨论 过 的 第 一 种 情形 .因此 在 这 些 线 中 的 一 条 上 上, 因而 存 
在 包含 三 个 不 变 点 的 线 . 

现在 有 了 包含 三 个 不 变 点 PPP; 的 线 工 。 如 果 存 在 两 个 
不 在 世上 的 点 , 则 束 采 了 不 变 点 的 四 点 形 , 这 如 是 第 一 可 可 能 
青 形 ， 因 此 或 者 只 存在 一 个 不 在 工 上 的 不 变 点 ,或 者 不 存在 . 
现在 芳 虑 任何 点 已 E 工 。 存在 馆 过 P; 而 且 与 蕊 不 同 的 线 天 ， 
而 且 当 存在 不 在 世上 的 点 己 时 ,天 与 PP 也 不 同 . 天 包含 一 个 
不 变 点 。 但 是 根据 我 们 的 选取 , 没有 不 在 工 上 的 不 变 上 后 。 因 
此 ，, 在 玉 上 的 不 变 点 只 能 是 已 。 由 此 得 出 蕊 的 每 个 点 已 都 是 
不 变 点 。 因为 a 不 变 工 的 每 个 点 , 所 以 4 是 以 工 为 轴 的 中 心 
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直射 , 这 是 第 二 种 可 能 情形 的 论断 .存在 着 z 的 到 个 点 不 在 
世上 ,而 且 ca 的 阶 是 2， 因此 如 果 # 是 奇数 , 则 a 不 变 一 个 不 
在 上 的 点 ,所 以 它 是 透射 如果?# 是 偶数 , 则 a 不 变 偶 数 个 
不 在 工 上 的 点 , 因而 当 它 有 不 变 点 时 至 少 就 要 有 了 两 个 。 因此 
在 现在 这 个 情形 , o 不 能 不 变 任 何不 在 世上 的 点 ,所 以 它 是 合 
射 ， 这 就 完成 了 定理 的 各 部 分 的 证 明 . 

下 列 定理 是 奥 斯 特 朗 (Ostrom 【11) 的 一 个 定理 的 改进 ， 
此 外 他 假定 了 ”是 奇数 . 

定理 20.9.8( 奥 斯 特 朗 ). Bis 不 是 平方 数 时 阶 放 


证 明 . 设 G 是 x 的 直射 群 。 根据 假设 , G 在 * 的 N= 
?十 十 1 个 点 上 是 二 重 传 递 的 。 因为 N(N 一 孔 整 除 C 的 
阶 , G 必定 包含 2 阶 元 素 , 它 是 一 个 对 合 a， 因 为 4 不 是 平方 
数 ， 根据 定理 20.9.7 ,由 此 得 出 当 ” 是 个 数 时 a 是 合身 ,而 当 
n 是 奇数 时 < 是 透射 

引 理 20.93， 在 5 内 存在 合身 

证 明 . 如 果 有 是 偶数 , 则 对 合 & 是 合 射 。 因 此 我 们 只 需 
要 考虑 二 是 奇数 的 情形 .考虑 对 合 a, 它 古 透射 , 信 它 的 中 心 
是 P, 轴 是 区 设 4 是 工 的 点 而 且 41 关 ?是 不 在 L 上 的 点 . 
那么 在 G 内 存在 元 素 o 把 P 变 成 了 而 且 把 4 变 成 41, 于 是 
8 一 orioao 是 对 合 ， 它 的 中 心 是 了 , 它 的 轴 天 通过 A1, 因而 与 
工 不 同 。 于 是 cg 是 中 心 直 射 ,因为 它 不 变 所 有 通过 P 的 线 . 
如 果 p 二 op 不 变 不 通过 P 了 的 任何 线 T, 令 Ti 二 Ta， 那么 
6 必定 也 交换 工 和 TT;, 又 如 果 了 关 了 7， 则 2 必定 同时 不 变 
T 和 Ti, 因而 根据 定理 20.4.1; p = 二 1 而 且 a 二 6, 这 是 矛盾 ， 
因为 a 和 有 是 具有 不 同 的 轴 的 对 合 。 但 是 如 果 了 二， 则 
T 是 4 的 轴 而 且 也 是 6 的 轴 , 又 是 矛盾 ,因为 和 8 有 不 同 的 
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办， 因此 2 不 会 不 宰 不 通过 了 的 线 , 所 以 2 是 合 射 ， 这 中 证 
明了 引 理 ， 

我 们 现在 可 以 著 典 具有 中 心 忆 人 在 轴 世 于 的 合 射 p. 设 P 
是 工 的 任何 别 的 点 ， 那 么 在 G 内 存在 元 宗 09 交换 P 了 和 P;。 十 
是 0 不 变 上 。 因 此 不 变 工 的 直射 的 群 G(Z) 在 工 的 点 上 起 传 
递 的 , 因 [ 仙 对 于 工 的 全 体 点 Pi, 合 射 群 G(Pi, LL) 上 其 有 辣 一 个 
阶 4 而且 4 之 1, 因为 存在 其 有 中 心 了 在 LL 上 的 合 册 op。 根 
据 定 理 20.9.6 的 引 理 20.9.2 ,二 是 相对 于 轴 工 的 平移 平面 . 但 
是 因为 G 在 点 上 是 二 重 传 递 的 , 工 的 任何 两 个 点 可 以 被 G 的 
适当 的 元 系 有 鼎 到 任何 别 移 线 天 的 两 个 点 。 因 此 # 也 是 相对 于 
K 的 平移 平面 ,因而 它 息 成 廊 平 面 。 然而 在 证 明定 理 20.9.6 
卫 竟 经 指出 过 ,这 说 明 = 是 德 沙 格 平 面 ， 瓦格纳 (A. Wagner) 
的 一 篇 未 发 表 的 文章 证 明 , 定理 20.9.8 对 于 不 加 限制 的 = 也 
成 立 . 

修 格 斯 (D. R. Hughes[31) 提出 平面 的 关联 矩阵 的 一 种 
推广 ， 设 给 了 平面 x 和 < 的 直射 的 群 C, 这 种 抢 阵 的 元 素 是 
G 的 群 环 6” 的 元 素 ,，G” 取 整 系数 或 在 特征 不 整除 G 的 阶 的 
任何 域 里 取 系 数 。 可 以 得 到 关联 方程 (20.9.3) 的 同类 物 。 从 
定理 20.9.3,， 我 们 回忆 在 G 下 的 传递 线 组 的 个 数 是 与 传递 点 
组 的 个 数 相同 的 ， 我 们 把 这 个 数 记 做 w， 市 且 引 进 下 列 记 


写 : 
r， 扎 类 的 阶 为 二 的 射影 平面 . 
G，z 的 阶 为 号 的 直射 群 . 
Pi. i 二 1 w, 第 i 个 传递 点 组 的 固定 代表 . 
Li 一 1 w 第 1 个 传递 线 组 的 固定 代表 ， 
HH;，G 的 阶 为 h 的 不 变 P; 的 子 群 . 
T;，G 的 阶 为 7 的 不 变 工 ;的 子 群 ， 
已 ; = 1 EG, Pxre Li?, G 个] di 个 元 替 的 集 合 ， 
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0 一 ZX x €D,. (20.9.23) 
6 = Dx 1, x € 站 ii 
D = (6,,), 151 二 1,……:,i0o, G* 上 的 算 阵 ， 
一 《683)' ij 一 1,"…,w,G” 上 的 和 矩阵. 
一 x,rEH,,1=1,**:,w, 
T= Dr TET I = 1,'*'',w, 
Y= Pr, rE GG. 
S 一 每 个 元 系 孝 是 7 的 z Xx w 短 阵 . 
我 们 还 用 到 几 个 对 角 征 阵 : 
C1 一 diag(hi!, hz! **, ho!). (20.9.24) 
C2 一 diag(t1!, 17!, °° , to!), 
P= diag(p1, p1, ***, pw). 
L = diag(Ti, Ts “** , Tw), 
我 们 发 现 G 中 使 Pix € 工 ; 的 元 素 x 的 集合 D;; 的 情况 完全 决 
定 了 Tz 上 的 关联 关系 ， 因 为 * 的 每 个 点 可 以 写成 具有 某 个 
i 一 1,"…*,tw 和 菜 个 w€ G 的 Pin, 同 理 , 每 条 线 有 形状 Ljv. 
其 次 , Pu € Lv, 必要 而 且 只 要 Puvm1€ Lj 或 wv"1&€ D,;;。 因 
此 刀 的 情况 完全 决定 了 *。 如 条 G 只 包含 单位 元 宗 ， 我 们 看 
到 DD 就 是 x 的 关联 窍 阵 . 
定理 20.9.9、 给 了 阶 为 ”的 平面 和 = 的 阶 为 8 的 直射 
群 6、 直 射 矩阵 刀 满 足下 列 关系 : 
DCD = nP + 5, (20.9.25) 
DCD=nL + 5S, 
DCS = (n + 1)5, 
SCiD = (7 + 1)5. 
证 明 . 为 了 证 明 第 一 个 等 式 , 我 们 来 计算 UV = DC2D 的 
元 素 ， 先 计算 主 对 角 线 上 的 元 素 , 再 计算 主 对 角 线 外 的 元 索 . 
如 果品 一 (hy 一 1 2 则 我 们 先 有 


tr 一 2) 一 全 (20.9.26) 

1 二 1 # 

在 (20.9.26) 内 ,单独 一 个 了 的 项 是 
忆 * € Dri, y € Dri, (20.9.27) 


我 们 看 到 对 于 x € D,j, 荡 个 偿 系 ,xT; 包含 在 D，, 内 ， 我 们 
汐 赣 刁 , 在 G 内 的 左 傍 系 : 

G=H,+ Ht +t Hxv, vih, = g. (20.9.28) 
对 于 46 五 ， 有 共有 zy6D- 的 方程 xy 1 二 有 或 x 三 hy 对 于 
每 个 y&€ Dr 和 一 个 适当 的 x*€D,; 成 立 ,; 因 为 H,yGD,;, 因此 
对 于 给 息 的 hE HH,, 有 有 着 di 个 选择 xy6 D,;, 使 得 xy 一 


因此 在 (20.9.26) 中 的 系数 是 >) dz/z。 但 是 di 是 使 


Px€ Lj 或 P,E Lix ! 的 x 的 个 数 , 对 于 x€D,;, 在 集合 Lj;x-! 
中 的 不 同 的 线 的 个 数 是 d,i/ 1;. 但 是 PP 一 共 在 # 十 1 条 线 上 . 
因此 

3) 和 一 pn 十 1， (20.9.29) 


因此 在 (20.9.26) 中 heH, 的 未 数 昌 有 十 工 

现在 亲 汐 不 方程 ty 一 xz, zKH,, 这 时 P, 和 Px 是 不 同 
的 点 因而 属 本 唯一 的 线 Lv, 这 里 mw 和 傍 系 了 ,> 是 唯一 确定 
的。 如 有 霖 对 于 某 个 7 了 同时 有 x€D,, y€D,, 则 Py 和 P,zy= 
Px 都 民 Lmvy。 但 是 P,y € Zi Px € LL;, MH Pxr Py, 因 
此 Lmvy 二 Li;, 因而 必须 有 j= 二 mm, vy €& 7 。 于 是 在 (20.9.26 ) 
中 元 系 ? 只 在 7 二 m 的 一 项 中 出 现 , 而 且 这 时 对 于 x,y€ D,,， 
我 们 有 xy 于 一 z 对 于 每 个 》ED。 都 成 立 ， 因而 Ly~! = 
Lnv 二 P,P.z 而 县 由 zx 一 zy 决定 一 个 xED 但 是 这 各 y 使 
侍 和 和 在 傍 系 7 了 oz 内 ,它们 恰好 有 如 个 ， 因 此 在 (20.9.26) 中 
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z 的 系数 是 如 /和 一 1。 总之 在 (20.9.26) 中 ,46 已 的 系数 
是 2 十 工 而 且 xe 互 .的 系数 是 1. 因此 我 们 证 明了 , (20.9.25) 
的 第 一 个 等 式 在 主 对 角 线 上 是 成 立 的 。 对 于 UU 二 DCD' 中 
主 对 角 线 外 的 项 ,我 们 有 


* 
= Sy Oo (20.9.30) 
i=1 fi 
而 对 于 单独 一 个 7 的 项 是 
一 工 
一 ,xxED，yED (20.9.31) 
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这 时 对 于 任何 zeG, 点 Pz 和 P, 是 不 同 的 , 因而 属于 唯一 的 
线 Lov， 这 里 普 和 傍 条 Tvy 是 唯一 确定 的 ， 于 是 如 果 xy :一 
z, 这 里 对 于 基 个 1j,x+ ED,,yEDs, 则 Pz 二 Pzay 和 Py 在 
线 Lmvy 上 .但 是 Px 关 Py 都 在 线 工 ; 上 . 因此 Lmvy 一 三? 
网 而 7 一 和 2 而且] 一 了 oz 一 忆 Pz。 但 是 这 些 ? 使 得 六 
征 了 wz 的 元 时 而 且 它 们 共有 和 m 个。 又 对 于 每 个 ym1E Tv， 
Lnvy 二 Ln» 和 Pzy€ Ln, 因而 zx 一 zy6D。 因 此 在 ww 中 
的 任何 ? 的 系数 都 简化 成 t/tm, 所 以 ar 一 2s, 2 € GG, wr: 一 
Y， 这 融 完 成 了 《20.9.25) 中 第 一 个 关系 的 证 明 . 

(20.9.25) 中 第 二 个 天 系 惩 第 一 个 关系 的 允 偶 ， 因而 它 可 
以 用 同样 的 方式 来 证 明 . 

在 计算 DC 一 了 一 (v,s) 时 ,我 们 发 现 


一 2 ， y 一 2 y ， (20.9.32) 


但 是 根据 (20 .9.29)， 这 是 G + Dr 这 就 证 明了 第 三 个 关 
系 , 而 第 四 个 关系 是 对 偶 的 ,因而 可 以 用 同样 的 方式 证 了 明 . 

修 格 斯 从 关系 (20.9.25) 出 上 发， 得 到 了 类 似 于 勃 鲁 克 - 累 
色 尔 定理 的 限制 那样 的 关于 平面 上 可 能 有 的 直射 的 限制 ， 象 
按 鲁 克 - 累 色 尔 定理 的 原 有 证 明 一 样 。 这 结果 的 证 明 用 到 赫 
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赛 -闵可夫 斯 基 关 于 二 次 齐 式 有 理 等 价 的 深入 结果 , 修 格 斯 特 
别 得 出 下 列 结论 : 

定理 20.9.10 和 设 王 征 阶 为 ”的 平面 ,这 时 =” 满 
A ed R 件 . 下 = 时 为 机 素数 二 训 昌 


二 


对 二 奇数 阶 & Ct 起 人 的 直射 群 G, 如 果 G 的 每 个 关 1 
的 元 素 都 变动 同一 些 点 , 册 同 样 的 结果 成 立 ， 
修 格 斯 定理 象 勃 鲁 克 - 累 色 尔 定 理 一 样 , 否 定 了 其 些 直 射 
的 存在 ,而 并 不 是 保证 满足 条 件 的 直射 的 存在 ， 
下 列 定理 的 主要 内 容 是 : 如 果 平面 x 有 某 个 直射 群 6， 
虽 必定 还 有 一 些 特 殊 的 直射 。 我 们 假定 G 是 简单 类 型 的 . 
明白 地 说 ,我 们 将 假定 G 在 x 的 N= 十 # 十 1 个 点 上 是 传 
递 的 和 正则 的 , 而 且 G 还 是 阿 贝 尔 群 。 在 G 是 循环 作用 在 = 
的 N 个 点 上 的 NN 阶 群 的 情形 ,这 个 结果 最 初 由 赫 尔 (Hall [3]) 
证 明 . 勃 鲁 殉 (Bruck [1]) 推广 而 研究 G 是 传递 的 和 正则 的 
情形 , 但 是 还 假定 c 是 阿 贝尔 群 而 得 到 同样 的 结果 . 埠 夫 晕 
(Hoffman 【11) 假定 G 是 循环 作用 在 # 的 不 属于 上 wm 而 有 旦 不 是 
原点 的 型 一 1 个 点 上 的 群 向 得 到 类 似 的 结果 . 
假定 给 了 阶 为 4 的 平面 z 的 直射 群 G, 设 G 是 阿 风 尔 群 
而 且 在 x 的 N 个 点 上 是 传递 的 和 正则 的 .这 时 如 果 P 是 x 的 
一 个 不 变 点 , 则 zz 的 每 个 点 有 唯一 的 表示 Px, + € G。 如 果 整 
数 z 与 Y 互 素 , 则 * 一 天 对 于 全 体 *ecG 显然 是 G 的 目 辣 父 . 
再 有 ,如 果 对 于 每 个 x*€G,P, 一 Px: 是 7 的 直射 , 则 我 们 襄 ; 
是 = 的 乘 子 。 乘 子 显 然 组 成 取 模 N 的 乘法 群 . 
定理 20.9.11. 如 果 阶 为 ”的 平面 有 直射 群 C, 它 是 阿 
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贝尔 群 而 且 在 = 的 N 个 点 上 是 传递 的 和 正则 的 ， 则 整除 = 的 
每 个 素数 2? 部 是 ”的 乘 子 . 
证 明 ， 在 定理 的 假设 下 ， 只 有 点 的 一 个 传递 组 , 因而 也 
只 有 线 的 一 个 传递 组 . 存在 单独 一 个 代表 点 了 二 P 和 单独 一 
条 代表 线 L = Li, 而 且 如 未 Du 一 {xis X29 Xn} Ti E Gs 
则 Pxi,? 二 1,，…,# 十 1 是 工 的 点 .于 在 
XM, .YEHUCEE G) 
是 G 的 点 。 这 时 我 们 有 D 一 61,D 一 人 
已 一 XI 十 …' 十 xl 
D 一 zxTL 十 …… 十 xz 
cz 和 Ci 简化 成 单位 矩阵 .。 关系 式 〈20.9.25) 的 前 两 个 有 形 
状 


(20.9.33) 


DD' 一 DD 一 .1 二 7 (20.9.34) 
(20.9.25) 中 的 后 两 个 关系 式 不 过 是 指出 在 D 和 D 中 有 2 十 1 
个 元 素 。 为 了 证 明 Px 一 Px? 是 < 的 直射 ,我 们 必须 证 明 Px1i ， 
Px? ,*……, Px 在 一 条 线 上 。 为 此 我 们 需要 证 明 ， 对 于 某 个 
u € G», 
门 站 一 好 十 …， 十 xl 一 (xz 十。 十 xzoH1)U， (20.9.34)™ 
因为 任意 的 线 Lz 的 扩 是 Px, Px ,"“*, Pxs+d。 反之 ， 如 
果 《20.9.34)* 成立 , 则 Pi Pxt 是 上 x 的 点 , 因 币 一 般 
地 P(xiv)?， ,P(xsrwv)? 是 Luv? 的 点 ， 因 而 Px 一 Px? 是 
直射 而 且 p 是 乘 子 。 对 于 这 个 定理 , 我 们 取 CG 在 整数 上 的 群 
人 群 环 G . G” (modp) 是 上 共有 取 模 而 简化 的 系数 的 水 
.我 们 有 
万 人 一 好 十 .十 xl 
= (xi 十 …… 十 xn 一 Dr(mnodp)，(20.9.35 ) 
1) 因为 原 书 有 两 个 (20.9.347 式 , 为 了 不 改动 以 后 各 式 的 编号 , 我 们 把 下 面 
这 第 二 个 【20.9.34) 式 改 成 《20.9.34) 以 示 区 别 . 一 一 译 者 
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因为 多 元 项 的 系数 是 请 的 倍数 而 县 G 是 阿 贝尔 群 。G 是 阿 风 
泉 群 的 假 尖 在 这 里 用 到 ,又 在 肯定 关系 式 (xiv)? 二 过 地 时 和 
肯定 x 一 x? 是 G 的 自 同 构 时 也 用 到 。 我 们 注意 到 ,由 于 pin 
和 和 一 到 十 姑 十 1 我 们 有 (pp V) 二 1. 又 因为 pjn, 我 们 
从 (20.9.34 ) 得 : 
DD' = y (modp). (20.9.36) 
条 上 D?7!, 我 们 有 
DD = Dt"iy 三 (n+ 1 ?Ty 三 y (modp )， (20.9.37) 
内 此 ,从 (20.9.35) 得 出 
DnD' = 7(mody)., (20.9.38 ) 
由 此 我 们 可 以 号 出 
DnD =7Y+pR, (20.9.39) 
这 里 《以 下 正 是 我 们 证 明 的 竟 点 ) 由 于 在 D'”D' 内 全 体系 数 
都 是 非 负 的 ， 在 尺 中 的 群 元 糙 的 系数 也 是 非 负 的 ， 而 且 根 据 
(20.9.38), 每 一 项 ajui, u;€G 有 &a; 三 1(modp), 4a; 之 0. 因而 
ai 之 1 而且 (4; 一 1)/p 是 非 负 的 整数 ,这 就 丰 wi 在 RR 中 的 系 
数 。 因为 x ->x-(x€G) 是 G 的 自 间 构 , 所 以 对 于 4€G , 决 
定 了 -一 个 县 同 构 一， 中 且 在 这 个 目 同 构 下 有 DD 一 D. 
应 用 到 (20.9.39), 这 导出 / 
DD‘”=7+pR. (20.9.40) 
其 次 ,x 一 x? 是 G 的 自 同 构 和 们 且 决 定 G” 的 日 同 构 和 4 一?). 
应 用 到 (20.9.34), 这 导出 
万 站 一 六 1 十 7 (20.9.41 ) 
(20.9.34) 和 《20.9.41) 的 左边 的 有 莱 积 等 于 (20.9.39) 和 
(20.9.40) 的 雹 边 的 乘积 . 尺 比 :右边 的 乘积 也 相等 , 即 我 们 有 有 
(2 .1 十 7 一 (47 十 思 RD)7y 十 旋 民 ) (20.9,42) 
冯 由 x 一 1(x€G) 决定 的 从 G” 到 整数 的 同 态 应 用 到 
(20.9,39), 给 出 


WE 


二 1 二 成 十 zn 十 1 十 pR(1)， (20.9.43 ) 
这 里 在 同 态 下 R > R(1)， 因 而 pR(1)=n, 文 pR'(1)= 1. 
但 是 在 G” 内 pRY = 二 pR(1)Y = 二 n7Y， 把 这 用 到 (20.9,42) 内 . 
我 们 得 出 
ni*: 1= (ppR)(pR) (20.9.44) 
但 是 因为 pR 和 pR' 有 非 负 的 系数 , 当 在 pR 内 有 多 于 一 个 非 
零 的 项 时 这 是 不 可 能 的 。 因此 pR 一 如 对 于 某 个 整数 和 和 
wE G. 得 是 5 二 ppR(1) 二 wz, 因而 PR 二 nu. 代 人 (20.9.39)， 
我 们 有 
DD = y+ nu, (20.9.45) 
腰 上 DD, 再 利用 (20.9.34), 我 们 有 / 
DND'D = yD + nDu, 
Dntt 7)= (n+ 1)y + nDu, (20.9.46) 
nD Tnt 1)y = (n+ 1)Y 十 天 Du 
这 给 出 
D'?) 一 Du. (20.9.47) 
而 这 正 是 我 们 所 需要 的 关系 (20.9.34)”, 因而 定理 证 明了 . 
为 了 说 明 这 个 定理 的 力量 , 考虑 具有 阶 为 73 的 (必定 循 
环 的 ) 直 射 群 的 8 阶 平 画 .后 可 以 用 取 模 73 的 剩余 来 表示 ,条 
子 是 2, 而 且 如 果 a1,，*…, ay 是 一 条 线 上 的 点 , 则 241,…', 24， 
对 于 适当 的 :是 某 个 次 序 的 qi 十 s，*'，49 十 s。 于 是 点 
al 一 5 209 一 5 在 被 滋 子 2 不 变 的 一 条 线 上 。 如 果 这 些 
剩余 中 有 一 个 是 1, 则 乘 子 2 给 出 一 条 线 上 的 完全 的 点 组 1， 
2, 4,8,16, 32, 37, 55, 64 (mod 73)， 被 2 不 变 的 任何 其 它 
点 组 只 与 这 个 组 相差 一 个 常数 因子 ， 酚 而 给 出 同一 个 平面 . 
这 平面 是 德 沙 格 平面 ， 
修 格 斯 还 证 明了 进一步 的 一 个 结果 , 它 是 比 定理 20.9.10 
既 特 殊 又 精细 的 ， 
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定理 20.9.12. 3 n= 2(mod4),n>2 时 ， 阶 为 jz 由 半 
面 个 会 有 对 命 ， 
证 明 . 假定 地 是 阶 为 二 的 平面 , 这 里 4 三 2 (mod4), 7 之 
2， 它 具有 一 个 对 合 2。 那么 根据 定理 20.9.7, 因为 2 是 偶数 
和 而且 不 是 平方 数 ， 所 以 2 是 合 射 。 设 M 是 合 射 的 轴 而 且 
CE M 起 人 台 射 的 中 心 . 设 9 一 1 了 是 M 上 的 其 余 的 
所 四 且 天 一 1， 2 是 通过 C 的 其 余 的 线 。 记 ”一 27， 
这 里 台 古 奇数 . < 上 不 通过 C 的 到 条 线 可 以 分 成 n2/2== 2m? 
夫 ， 每 一 朱 包 含 再 条 直线 ， 当 其 中 一 条 是 线 工 时 ， 另 一 条 是 
Lb. 在 每 一 类 里 取 一 条 线 Li;, i 一 1, :…，22， 同 理 , 在 线 
K; 上 不 是 C 的 # 个 点 可 以 被 5 分 成 x/2 == m 类. 在 每 一 类 
里 取 一 个 点 而 且 把 它 记 伏 Pi 7 一 1，…*,#/2 一 m， 我 们 现 
在 用 下 列 规则 定义 关联 数 mx : 
a 一 十 1 如 果 Pi;€ Ll， 
a 一 一 1 如果 PibE€é Li, 
2 一 0( 于 他 情形 )， (20.9.48) 


8| 理 20.9.3. > (a =n 
及 


5| 理 20.9.4. > aax 一 0 如 果 (i, 7 关 Gs, 7). 
k 


引 理 20.9.3. 的 证 明 . 因为 点 P;; 在 或 是 Li 或 是 Lv 的 
2 条 线 上 ,所 以 有 3 引 | 理 20.9.3， 

51 理 20.9.4 的 证 明 . 如 果 i 二 s,j 关 1， 则 由 于 点 Pi 和 
Pib 全 都 在 天 ; 上 向 不 会 有 两 个 同 在 任何 别 的 线 上 ， 因 而 和 式 
是 零 ， 如 末 i 闫 s, 设 PiP, 是 Lox, LiPub 是 Ly, 这 里 x 和 
y》 是 1 或 5 这 有 时 + 关 gq, 因为 如 果 + 二 g,x* 二 y, 则 Lar 二 
Lyy 包含 Ps 相 Pb, 而 它们 是 天 , 上 的 不 同 的 点 ,这 是 一 个 矛 
站. 义 如 坟 + 二 qx 王 yb, 则 Lax = 三 Lyb 包含 不 同 的 点 
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Pp;; 和 Pib, 它们 同 在 KR; 上 ， 这 又 是 一 个 芒 盾 .。 因此 + 尖 4. 
于 是 
28 = ar aftan 一 十 1， 
而 且 1 一 一 091， 一 一 上 
因而 引 理 20.9.4 的 非 零 项 可 以 分 成 对 ， 使 每 一 对 的 和 是 零 . 
因此 引 理 20.9.4 的 和 式 是 堆 . 
从 引 理 出 发 ,关联 数 o5 可 以 组 成 一 个 2m Xx 2m 是 阵 : 
4 二 (a%), 其 中 二 表示 行 ， 名 表示 列 ， (20.9.49) 

根据 引 理 , 4 满足 
z AAT= nl. : (20.9.50) 
我 们 用 下 列 规则 定义 Bix: 

bi 一 > 0t 了 一 1 9 一 1 21m’, (20.9.51) 


那么 每 个 bi 是 十 1 或 一 1, 因 为 每 条 线 Li 与 天 ;恰好 相交 于 
一 个 点 Pi 或 Pib， 所 以 恰好 有 一 个 os 不 是 零 . 下 列 nn X 272- 
答 阵 B 是 这 样 的 : 

B= (bi 1, ,nk = 1,..*, 2m’, (20.9.52) 
它 的 第 一 行 是 4 的 前 r 行 之 和 ， 它 的 第 二 行 是 4 的 次 w 行 之 
和 ,等 等 ， 因 为 根据 (20.9.50)，4 的 不 同 的 行 的 内 积 是 零 ,所 
以 对 于 B 的 行 也 有 同样 结果 .我 们 可 以 用 +1 或 一 1 乘 下 的 
列 而 不 改变 内 积 , 而 这 样 做 可 以 使 B 的 第 一 行 只 包含 十 1。 因 
为 n 之 2, 所 以 8B 至少 有 三 行 , 重新 排列 B 的 列 , 可 以 使 B 的 
前 三 行 取 下 列 形式 : 

十 1， +, 十 1 十 1， “3 十 1 

十 1 十 1 | 十 1 十 1 一 1 一 1 | 一 1 一 1 

十 1 十 1 | 一 1 一 直上 1 一 1 | 一 1 一 ] 

| 


y 罗 | s 列 t 列 wu 列 
| (20.9.53) 
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因为 第 二 和 第 三 行 与 第 一 行 的 内 积 等 于 零 ， 所 以 "十 :一 寺 
du 7 十 2 一 5 十 1 这 时 7 十 5 十 1 十 xz 一 2 ， 因 用: 
六 十 5 一 1 十 4 一 1 7 十 1 一 十 xz 一 7 (20.9.54) 
于 是 
H 一 让 一 1 一 1 一 了 (20.9.55) 
因为 第 二 行 审 锡 三 行 的 内 可 也 是 零 ， 折 以 了 十 # 一 了 十 基 一 
mm。 这 给 出 
27 = m’ (20.9.56) 
由 于 #4 三 2 (mod4), 7 一 2m 位 且 r 是 奇数 ， 上 式 是 一 个 矛 
盾 。 因此 7 不 能 有 对 售 , 而 我 们 的 定理 也 就 证 明了 ， 这 个 结 
呆 也 可 以 从 (20.9.25) 的 关联 关系 经 过 适当 的 重新 编号 着 利 
用 由 同 态 1 一 1, 8 一 一 1 决定 的 从 G* 到 整数 上 的 上 映射 而 得 
到 . 
韦 勃 伦 和 魏 德 本 (Veblen and Wedderburn[1]) 给 过 阶 为 
9 的 非 德 沙 格 平面 的 例子 . 修 格 斯 (Hughes [21) 证 明 这 个 例 
子 是 一 个 无 限 类 的 一 个 特 闲 情形 . 设 4 二 p' 是 奇 碌 数 P 的 方 
于 . 和 找 们 曾 证 明 过 ,存在 阶 为 4 的 准 域 K, 它 的 中 心 Z 古城 
GF(4) 一 GF(p'). 修 格 斯 平面 的 阶 是 9 
修 格 斯 平面 的 定义 点 了 是 三 元 组 的 集合 P 一 (xk, J 闵 ， 
sk),x,y，% 是 天 的 不 全 是 堆 的 固定 元 素 而 且 《 关 0 是 天 的 
任意 元 系 ， 圣 格 尔 定 理 20.9.5 给 我 们 一 个 映射 
YY 一 > Ci 十 anvy 十 a132,， 
y -> ant 二 dyy 二 anz, 
2Z 一 > adar 十 aa2y 十 4332， (20.9.57) 
这 里 aj;€ Z, 使 得 
(x,y, 2) = P-—>P41= (dr ,0 dg) (20.9.58) 
征用 Z 建 并 华 标 的 《4 阶 贷 阔 格 平面 有 的 阶 为 mm 二 9g 十 9 十 1 
的 直射 5%， 修 格 斯 平面 是 经 过 把 直射 c 扩展 到 具有 天 中 的 坐 
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标的 点 而 给 出 的 . 
我 们 有 由 方程 
XxX 十 yy 十 2 二 0 (20.9.59) 
给 出 的 基线 . 这 里 我 们 取 :二 1 或 必 Z, 而 在 其 余 的 情形 * 
是 的 任意 元 素 .。 这 给 出 1 十 (g9? 一 g) 二 9 一 g 十 1 条 基 
线 。 我 们 定义 关联 关系 了 二 (x,， yh， zk) EL,, 必要 而 且 只 
要 x,y，z 满足 (20.9.59). 根据 K 中 乘法 的 结合 性 和 右 分 配 
律 ， 从 (20.9.59) 我 们 还 有 
0= (x 十 zy 十 z)R= xh tiyhk)+ zh, (20.9.60) 
因而 关联 关系 PE 工 ; 不 依赖 于 P 的 适合 (20.5.59) 的 表示 的 
选取 ， 然 后 用 记 写 Lie', i 一 0,'…,m 一 1 表示 其 余 的 线 ,而 
且 认 为 
PA'i€E Loi,i=0,...,m—1, (20.9.61) 
必要 而 且 只 要 PE 工 ,。 

Lix: 的 点 并 不 一 定 满足 一 个 线性 方程 。 为 了 找 出 工 , 上 
的 点 ， 我 们 可 以 在 (20.9.59) 中 任意 地 取 x 和 y, 只 要 不 同时 
取 零 ,然后 从 方程 决定 z=。 这 样 得 出 4 一 1 个 三 元 组 ,其 中 每 
4 一 1 个 表 出 同一 个 点 。 因此 亏 , 包含 人 十 1 一 请 十 1 个 不 
间 的 反 . 因此 Pie 也 包含 > 十 工 个 点 。 我 们 一 共有 

(9 一 9 十 1 十 9 十 1 一 9 十 和 十 1 一 妇 十 2 十 1 
条 线 , 每 一 条 都 包含 ”十 上 个 点 。 一 共有 如 十 7 十 1 个 点 . 
因而 为 了 证 明 这 是 一 个 射影 平面 ， 只 要 证 明 任 何 两 条 不 同 的 
线 有 唯一 的 公共 点 。 映射 一 P4 是 一 一 的 而 且 有 周期 m 一 
4 十 4 十 1 如果 {P}, 是 基线 过 ,上 的 点 集 ， 则 Le 的 点 集 
是 {Pj,4', 而 且 Le 的 点 集 是 {Pj,4。 因 此 为 了 证 明 Lo 和 
Zio 有 唯一 的 公共 点 ,只 要 证 明 工 ,和 Low T= 二 Lm’* (这 里 a 
的 方 次 数 是 对 模 m 取 的 ) 有 唯一 的 公共 点 . 

设 忆 一 (zy z) 是 Lo’ 的 点 。 那么 P4 一 是 元 :的 点 ， 


。479。 


有 反之 亦 然 ,于 是 如 果 
(x,， y， 2 )A™* == (B11x 十 by 十 Daz， 
bar 十 Poy 十 brngsybax + by 十 Drz)，(《20.9.62 ) 
则 P 了 二 (x,y, 3#) 在 Le* 上 的 条 件 是 
(bux 十 by + bu2) + tbanr + bry + bns) 


十 (bs1x 十 ba2y 十 bs% ) = (20.9.63) 
如 朱 (Xx, yy， z ) 在 L; 上 , 则 我 们 有 
x+ 十 sy 十 z= 二 0. (20.9.64) 


我 们 必须 证 明 ,不 芳 虑 在 右边 乘 上 一 个 因子 #， 《20.9.63) 
和 《20.9.64) 有 唯一 的 解 (x*，y，z)， 我 们 对 * 解 出 (20.9.64 ) 
而 且 代 入 《20.9.63)。 这 给 出 
zt 十 az 十 以 zo 十 bz) 一 0， (20.9.65) 
这 里 
u = by + bi — (br -tt ba)s, 
V — by — bs, 
a = by t+ by CO— (bt ba), 
b = by 一 bn. 
注意 4,bE€ Z, 但 是 *, yz 一般 不 在 Z 内 . 在 找 (20.9.65) 的 解 
时 般 ' 受 考虑 三 种 情形 . 
情形 1，2 关 0, 这 时 (20.9.65 ) 可 以 写成 
( 214 十 2)(vy + Bz) tu— biav)y = 0, (20.9.67) 
这 里 用 到 < 和 寻 在 中 心 岂 的 事实 . 如 来 系 数 4 十 tz 和 
k 一 21 都 是 零 , 则 上 EZ ,一 1 而且 -+ 一 0.x 二 一 
一 0. 但 是 这 时 从 xz 十 一 0 得 出 
by tT by by = (but bn + 631)s, (20.9.68) 
内 而 sEZ, 即 5s 二 1， 填 是 4 十 b 二 0 给 出 
bs bs t+ by = bu tt bn t+ ba. (20.9.69) 
车 癌 "一 1 和 :二 1, 这 说 朋 (20.9,63) 和 (20.9.64) 表 出 GF(g) 
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(20.9.66) 


上 的 德 沙 格 平面 x 的 同一 条 线 .而 由 于 年 阵 4 作为 x 的 直 对 
是 六 一 到 十 4 士 工 阶 的 ,所 以 除非 二 一 LDLiw 一 Li 上 
述 结论 不 可 能 成 立 。 因此 《20.9.67) 中 的 系数 不 全 是 雪 。 因 
而 如 果 be 十 zz 也 0, 则 3 的 任意 值 唯 一 地 决定 vy 十 gz， 而 
且 因 为 6 关 0, 它 唯 一 地 决定 z。 如果 5b"714 十 上 一 0， 则 zx 一 
piez 天 0 因而 y == 0, 于 是 zx 是 任意 的 。 因 此 除去 可 以 相关 
一 个 右 因子 ，” 和 zx 唯一 地 决定 , 然后 从 (20.9.64),* 由 ?7 和 
z 唯一 决定 。 因 而 (20.9.63) 和 (20.9.64) 被 唯一 的 点 (x%， 纺 ， 
s) 所 满足 。 这 就 在 情形 1 下 给 出 所 要 的 唯一 解 . 

情形 2， 5 二 0, 4 关 0, 这 时 (20.9.65) 变 成 

: (zw 十 fv)y 十 az 二 0， (20.9.70) 
因为 a 关 0, (20.9.70) 和 (20.9.64) 被 唯一 的 点 (xh， yk，2k) 
所 潜 足 . 
情形 3. 4b 二 0, a 二 0。 这 时 我 们 有 

by + bs = butt ba 

bn = ba, (20.9.71) 
而 且 我 们 发 现 点 了 二 (%, 0,， 一 同时 满足 (20.9.65) 和 
(20.9.64 ), 又 根据 (20.9.71), 我 们 从 (20.9.62 ) 得 出 

PA™*= (Rk, 0, — k)A™ 

— (bu— 0) 0, CO—) = PP, (20.9.72) 

这 里 因为 4 不 是 奇异 的 , bu 一 和夫 0. 于 是 因为 全 不 变 
zi 的 点 了 , 我 们 得 出 4 尘 0 (mod m), 因而 Leo? 是 L,， 因 此 
我 们 的 线 现在 是 L, 和 工 ,, 这 里 当然 有 * 天 7. 对 于 这 两 条 线 ， 
x+ 十 sy 十 zs 一 0 和 x 十 雹 十 zs 一 0, 因而 显然 有 P 一 (%， 
0, 一 同时 在 这 两 条 线 上 而 没有 其 它 的 点 是 如 此 的 ， 总 之 
在 每 一 种 情形 里 ,任何 两 条 不 同 的 线 有 唯一 的 交点 ,因而 我 们 
证 明了 它们 组 成 射影 平面 ， 我 们 把 这 写成 一 个 定理 . 

定理 20.9.13 ( 收 格 斯 )。 给 了 阶 为 了 的 准 域 , 它 的 中 
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心 是 GK(g) 一 Z，4 一 p", 是 奇 素数 ,而 且 由 (20.9.57) 决 
定 的 阶 为 下 十 了 十 1 的 映射 4 是 阶 为 9 的 德 沙 格 平面 的 下 
外 屠 过 出 (20.439) 和 《209.61 而 包含 点 P41 的 线 


修 | 和 让 于 证 明 ， ， 如果 次 夸 天 不 是 吉 GF(gq?), 则 平面 7 不 
仅 是 非 德 沙 格 的 ,而 且 不 是 在 任何 坐标 系 里 的 韦 勃 伦 - 魏 德 本 
平面 . 
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二 重 群 ，dorpie gronp,， 342 
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车 中 心 序列 ，wipper centra? series, 
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上 上 同调，cowomrorogy， 273 

上 上 慷 ，xftzjber Pound, 21, 134 

上 上 图，cocycle， 273 
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下 和 直 ，[ormey bound,， 
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子 群 和 的 指数 ，iwdex of 0 subpgroup,， 
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ower semit-modular, 140 


21，134 


子 群 的 格 ， yetpzcee of subgroups，, 
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马 帖 群 ，Mathieuy gzrottpr， 84，93 


山 加 | 
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不 可 约 表 示 ,，irreducible reprerenta- 
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不 传递 群 ，itntransitive group, 73 
不 变 序 列 ，invartanit sertes, 144 
不 变量 ，invariant, 47 


central 1somorphism, 
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元 素 的 院 ，orcer of an clement,， 15 

分 配 格 ，dzstzzBrptpe latfice,， 136 

分 配 律 ，Cztzrzpatztpe Taw, 2 

内 自 辐 构 、 ?nner atttoniorphism,， 99 
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有 反对 称 的 ，skRew symmetric, 434 

无 关 的 (元 过 组 ), 1ndrpenadcnt (seft 
of elemenits), 42 
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无 穷 远 线 , fhe line of infinity， 405 

韦 勃 伦 - 魏 德 本 体系 ，Veblen-Wed- 
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贝尔 饥 特 公 没 ,Bertrand’s postulate,， 
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五 [El 

正 交 洗 示 ，orthogonal representa- 
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下 忆 关 系 ，orihogonality relafion, 
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正定 和 的，posrfive definite, 339 

EWM Dp regular p-gronp, 211 

正则 环 ，yregalfer fring, 294 

正则 表示 ，reguilar representation, 
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正规 化 于 ，rormalizer,， 17 

正规 化 的 ，#ormalized,， 273 

正规 于 群 ，normal subgroup, 30 

正 栅 序列 ，normat series, 144 

正视 链 ， normal charin, 144 

正规 狐 积 ，zozrmzal product, 103 

本 陈 群 ，primifive grDtb， 75 

可 交换 和约，commaite 或 permante， 37 

虽 解 群 ，solvable group, 160 

可 除 群 ，diviwble group,， 227 

吕 除 环 ，diviston ring, 302 

BT 约 表 示 , reducible representation, 
289 

可 型 扩 张 ，5pizz exienston, 256 


十 合 ，involntion,， 465 
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对 称 群 ，symmeitric group,， 64 

对 桩 ，frarnsposittaon,， :7 了 0 

对 个 ，cCreagrty， 226，398 

对 侦 原 则 ,principle of duality,， 398 

未 正规 化 的 ,tnnormaltzed,， 273 

左 因 引 理 ，Zorn?”s Iemma, 21 

四 元 群 ，four group, 24 

四 元 数 群 ，4quaternion group, 27 

四 重 传递 焙 ，4qtaadruply transitive 
groutp, 79 

主 序 列 , principal series 或 chief 
series, 144 

半 群 ，semi-group,， 8 

半 直 积 ，semi-direct proaduct, 
256 

灶 模 格 ，sermmr-moadular [attice, 140 

半 单 纯 环 ，semi-simple ring, 294 

半 字 上 暴 顺 序 ，semi-alphabetical 
ordering, 361 

加 细 定 理 , fefinement theorem, 145 

四 县 同 构 ，owter automorphism，,， 99 

年 成 ，generate,， 12 

{CR algebrartc numpber, 327 

代数 连 数 ，algebruaie intever, 327 

白 尔 定理 ，theorems of Baer， 412， 
459, 465 

弗 拉 梯 尼 子 群 ，Frattini subgronp, 
180 

旨 阁 刚 尼 定理 ，izheorems of Frobe- 
nius, 15957, 335 

平移 群 ，iranslation group, 411 

平 称 平 面 ，translation plane, 413 


103， 


六 回 
有 效 因子 sienificanrt facrtor,， 113 
闭合 律 ，clostre law, 1, 5 
同 构 ，i1so0morppis1m， 10，400 
同 访 ，AomomorpAism,， 11 
A, Intersection, 12 
交换 律 ，commautative fa， 1, 135 
交椅 律 ，alternative law, 425 


交替 群 ，clzermatite group,， 70 
交 埠 可 除 环 ，ailternafive divistion 
ring, 425 
共 统 者 ，coxzytzgete，16 
共 秋 奖 ，class， 16 
共 合 用 积 ，armnalgarmated product, 
358 
白 辣 态 ，endomorphism,， 34 
自 同 构 、antomorphism, 34,，98 
自由 群 ，free grosp,， 107，109 
自由 阿 贝 尔 群 ， free Abelian group， 
230 
白 由 习 积 ,free proaducit,， 356 
自 反 律 。reflexive law,， 1431 
西 罗 p 子 群 ，Sylow p-subgroup， 
435,52 
西 罗 定理 ,，Sylow zheorems, 51 一 53 
推广 的 西 罗 定 理 ，extended 
Sylow fheorems, 162 
合成 序列 ，composition series, 141 
合成 群 ，composiftion group， 134 
合 射 ，efatioz， 401，410 
次 不 变 群 ,subinvariant group,， 144 
， 次 不 变 序 刚 ， subinvariani series,，144 
次 直 积 ，subdirect product， 73 
全 形 ，holomorph,， 101 
全 元 案 ( 格 的 )， cei element (of a 
latfice), 136 
全 序 ，simple ordering,， 20 
全 序 侈 ，simply ordered set, 135 
字 , word,， 106 
字典 央 序 ，alphabeiical ordering， 
110 . / 
多 重 传 递 的 ,maliiply transitive， 79 
导出 群 ，derived group, 159 
权 ，weight, 159, 193 
亚 循 环 群 ， smetacyclic group, 168 
扩张 ，extension, 252 
扩张 群 ，。 group of extensions, 237 
因子 组 ,factor set,， 253 
传递 群 ，transitive group， 65 


传递 组 ，se? of transitivity 或 cons#i- 
trent, 06063 : 

阶 (表示 的), degree (of a representd- 
tion), 285 

阶 ( 群 的 ) ,order (of a group)， 13 

约 当 定理 ，iAeorem of Jordan， 814 

约 当 - 戴 德 金 链条 件 ， Jordan- 
Dedekind chaim condition, 139 

约 当 - 夫 德 尔 定理 ，zheorem of 
Jordan-Haider， 147 

全 ，negative， | 


七 画 


局 部 性 质 ，local property, 19 

局 部 循环 群 ，locally eyclic grouyp，, 
223，390 

完全 不 变 于 群 ，jully invariant 
subgroup, 36 

完全 可 约 的 ，completely reducible, 
290 

完全 可 约 性 定理 ，zheorems of 
compleie reducibility, 290 

完 省 群 ，compliete group， 102 

完备 阁 。comzzpiete lattice， 136 

吸收 律 ，c&sorbpzopz latww， 132 

伯 恩 赛 德 定理 ， theorems of 
Burnside, 53, 166 


伯 思 赛 德 基底 定理 ，Burnside basis 
theorem, 203 


伯 扎 赛 德 问题 ，Burnside probiem， 
367 

伯 思 赛 德 群 ， Burnside grouwp， 367 

个 许 兹 定理， 声 eorcnpz of Gaschiitz， 
279, 281 

克朗 醉 克 乘积 ，Kronecker product， 
318 

李 环 ，Lie ring, 376 

串 ， string,， 106 

坐标 的 导入 ， introduction of 
coordinates, 402> 

邻 校 的 字 ，ed1jacerwg words,， 106 
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阿 由 尔 群 ，Abpelian group， 40 

耻 妆 尔 户 拌 ，Abelian p-group， 45 

了 入 ~ 左 恩 注 理 ，theorem of Artin- 
Zorn, ‘33 

引入 群 ，Pare siibgronip, 228 

廿 表示 , ttnitary representation, 339 

所 本 ，gqtitasi-group,， 

库 罗 什 定理 ，#theorem of Kurosch, 
360 

极 大 子 群 、mmaximal subgrunp, 22 

极 大 元 趟 waxrimal elemen:, 21 

极 大 和 条件， maximal conaition, 19, 
137 

极 小 元 索 ，matmztzpetl element, 21 

极 小 条 件 ，7zzztz248 condition,， 19， 
137 


八 男 
环 ，7zzmgE， 2 
到 上 ，ozzo， 3 
并 ,wntion,， 12 
周期 群 ，periodic group,， 19 
恨 序 ，well-ordering,， 21 
良 序 公理 , fhe axion of well-order- 
ing, 21 


拉 格 朗 日 定理 , theorenm of Jagrange， 


13 

单位 元 素 ，iint 或 identity,， 

单位 元 索 群 ，identity， 15 

单位 元 素 了 于 群 ，identity subgronup， 
13 

单纯 群 ，simple group, 30 

单 弛 环 ，simple ring,， 297 

时 项 表示 ; monomial representation, 
232 

单项 置换 ， tmonomial Permitiition, 
231 

直 积 ，dzrecz product， 38 

直 并 ，dizrect union, 148 

吉 台 ，coliapeetropz， 400 

广义 关系 ，defining rclation, 43 


1, 4, 5 
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初等 阿 贝尔 群 ，elienpzceptaery Abelian 
group, 47 

表示 ，representution,， 66，281 

表示 模 , represensation modulc，287 

非 本 原 群 ，tprimizive gronp, 735 

上 幅 本 原 区 域 ，set of imprimitivity， 
73 


韭 本 原 表 示 ，wnprimitive representa. 


Hon, 323 
韭 生 成 乞 守 ,nongenerator,， 180 
要 和 尔 引 理 ，Schur's lemma, 308 
天 置换 ，ocd permutation, 69 
张 量 镁 积 、 如 zxor prodrct 318 
岩 泽 定理 ， theorem of Iwasawa, 
392 
不 形 ，iransform, 16 
半 移 ，iransfer， 233，279 
成 方便 等 式 , Moufeng identity,， 125 
席 方 平面 ，Moufeng plane,， 425 
RR wrenth pzrodtrcet 94 
九 画 
爱 射 ，mapping， 3 
络 、loop， 8 
结合 律 ，associative Law, 1, 6，135 
结合 灌 ，associator,， 433 
指标 对，xjyystezaz of tndices， 12 
指数 ，index， 13 
近 群 ，zorsion grousp， 41 
标 惟 表示 ，standard representation、 
118 
绝对 不 可 约 和 表示，absolutelyv irre- 
ducible representation, 301 
颖 子 ，zmultiplier,， 472 
胡 网 特定 再 ，iheorem of Huppert， 
1:7 
偿 格 斯 平面 ，Hughes piane,， 478 
哈密 尔 顿 群 ，Hamiitonlon group, 
220 
纠 鲁 克 - 累 色 尔 定理 .theorem ol 
Bruck-Ryser, 453 


一 “一 
cp 


施 赖 尔 组 ，Schrier system， 110 

复合 次 位 了 于，complex commuatator, 
159 

逆 步 表示 ，contragradient represen. 
iaittorn, 313 

衣 ，inverse， 1，5 

选择 公理 ,，axtom of choice， 22 

十 画 

换 位 子 ，rommamtator, 159，433 

换 位 子 子 群 ，commntator subgronp, 
159 

校 ，kKernal,， 31 

特征 标 ，crAharacter,， 224，285 

特征 子 群 ，cAharacteristic subgroup, 
36 

拒 尔 进 性 质 ，Nielson property,， 124 

射影 平面 ，projective plane; 397 

射影 商 格 , projyective quotienis, 13/ 

格 ，iattice， 135 

格 润 定理 ,zheorems of Grin， 247， 
249 

秩 ( 群 的 )， raz 天 (of agronp), 223 

强 闭 的 ，weakly closed,， 237 

矩阵 表示 ，matrix representation, 
285 

准 域 ，near-field,， 418 

埃 尔 米 特 齐 式 ， Hermitian form， 
338 

容许 子 群 ，adrmisible subgronp， 34 

透射 ，homology,， 401 

迁 视 。 perspectivity,， 400 


透视 商 和 烙 ，z 如 erspectzoe guotient, 
137 


+ 一 画 
域 ，Jreid， 2 
偏 序 ，paritial ordering, 20 
偏 友 集合 ， partialily orderead set, 


13 和 4 . 
基数 ，cardinal number,， 4 


hi ei- 
， TE pp pe hee .rtp he en re ri. i 


基底 ，2aslt， 42，286 : 
基 本 换 位 子 ， basic commutator, 
191 


偶 置 换 ，epem permutation， 69 

商 群 ，facfor group， 32 

商 格 ，gquotient lattice， 137 

馈 卡 儿 蒋 积 ，Cartesian prodrct,， 38 

竹 余 族 ，yrestdrel famrily, 24 

盖 住 ，coper， 135 

鄂 尔 定理 ，zheorem of Ore, 148 

维 ( 客 的 )，dimension (of a lattice)， 
137 

维特 公式 ，Witt formalace, 195 

维 兰 德 定理 ，#heorem of Wielandt, 
182 

十 二 画 

象 ，rmzage， 3 

循环 群 ，。cyclic gronp,， 14 

循环 扩张 ，cycfzec extension, 259 

超 可 解 群 ，supersolvable grorp， 
172 

超 限 归 钠 法 。#transfinite induction， 
21 

册 雷 定理 ，iheorem of Cayley， 11 

引 堆 过 ，Cayley fable, 27 

等 价 的 字 ，equivalent words， 106， 
356 

等 价 的 青 示 ，cequivalent represenia- 
fions, 285 

最 大 下 蜡 ， greatesi lower bound, 
134 

最 小 上 家 ,least wipper bound, 134 

链 ，cpPatpz， 135 

圈 ，eycle,， 62 

圈 状 字 ,，esrctlar tword, 196 

集 积 过 程 ， collection process, 190 

强 闭 的 ，sirongly closed, 237 

普通 表示 ， orainary representation, 
294 


售 系 ，coset， 12 一 13 
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傍 系 代表 ，coset represenitative， 13 
和 夫 等 的 ，idempotent， 295 

知 等 律 ，fdeniporent law, 135 

窜 委 群 ，niipotenit group, 172 
军 零 ( 群 的 ) 类 ,nilpotent class {class 


of a Hilpoient group}, 173 
十 三 画 


要 ，zcero， 1 

零 元 素 ( 格 的 )， zero clement (of a 
latftice), 136 

群 。group， 5 

群 环 ，gforip ring, 203 

回 换 ，permuztation， 4 

置换 群 ，permzttatzoz gronp， 62 一 -97 

简 亿 字 , redauced word, 106 

阅 年 损 位 村 ， stmple CoOnmaitaftor, 
159, 173 


十 三 画 


算 子 ，oztperator， 31 
算 子 同 构 的 ，operator isomorpAiec， 
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35, 287 

算 子 同 态 的 , operator homomorphic， 
287 

赫 尔 定理 , tjeorems of P. Hall, 163, 
186，241 

赫 和 尔 体 系 ，Halil system, 418 

模 格 ，zrodtelyer lattice,， 137 

模 律 ，zmodular lIaw, 137 

模 表 示 ，smodular representation， 
294 


十 五 画 
德 阔 格 平面 ，Desargues plane,， 420 


德 沙 格 定 理 ， 弛 core of Desargues， 
402 


十 六 画 以 上 
魏 德 本 定理 ，theorem of Wedder- 


burn, 431 


魏 德 本 - 备 乌 元 - 施 米 特定 理 ,theorem 
of Wedderburn-Remak-Schmidt, 


151 


三 四 | 
Mr, Mathieu, 79 
十 档 努 斯 ，Magnus,， 198 


四 画 


匹克 尔 ，Pickert， 428 
韦 勃 伦 ，Veblen， 398 
文 德 利 ，Wanderti， 195 
瓦格纳 ，Wagner， 468 


由 尔 竺 朗 ，Bertrand， 79 
风 特 ，。Bethe, 354 


五 


白 尔 ，Baer， 172 

弗 科 梯 尼 ，Frattini,， 180 

弗 洛 贝 尼 ，Frobenius， 157 
卡 恋 伦 斯 基 ， 玫 aplansky， 228 
左 因 ，zZzorn， 21 
艾 克 版 ，Eckmann， 279 

乌 勒 姆 ，Dlm， 230 


AN 


迈 尔 ，Meier， 195 


西 罗 ，Sylow， 4 
约 当 ，Jordan, 84 


七 机 
们 轴 赛 德 ，Burnside， 53 
个 罗 瓦 ，Galols， 160 
侦 许 兹 ，Gaschiitz， 279 
希 格 曼 ，Higman， 373 
狄 克 进 ，Dickson， 427 


加 


加 | 


索 四 


克 林 弗 德 ，Kleinfeld,， 427 

克 妆 耐克 ，Kronecker， 318 

克 鲁 勒 ，Kruli， 145 

本 ，Lie, 376 

闵可夫 斯 基 ，Minkovski,， 472 
沙 诺 夫 ，CaHoB ( 英 译 Sanov)， 372 
举 格 尔 ，Singer， 461 

阿 风 尔 ，Abel， 40 

阿尔 贝 特 ，Albert， 452 

阿 廷 ，Artin;,，431 

库 多 什 ，K&ypot ( 英 译 Kurosch)，8 
圳 元 兰 ，MacLane， 145 


八 


网 拉 ，Euler， 452 

法 诺 ，Fano， 465 

崖 泽 (〈 黄 译 TIwasawa]J， 392 

拉 格 郎中 ，Lagrange， 12 

局 拉 ，Chowla, 454 

骨 克 尔 ，Parker， 459 

叔 尔 ，Schur， 308 

茂 比 乌 斯 ，Mabius， 195 

态 方 ，Mounfang， 420 

范 - 德 . 瓦尔 登 ，van der Waerden, 
369 

杨 ， Young, 398 


九 ” 画 


派克 ，ParKker， 79 


费 尔 巧 ，FEermat， 959 
过 和 输 夫 ，Birkhoft， 151 


转 便 克 ，Bruck, 424 
契 比 会 夫 ，deGplineBs ( 英 译 Cheby- 


es 497 


回 | 


shev), 79 
mt, Hardy, 455 


具 家 和 尔 上 顿 ， Hamiltan, 213 


机 所 符 里 钦 ，KocTpHKIR 闪 E 


Kostrikin), 370 
修 格 斯 、Hupghes， 4353 
十 和 煌 ,Huppert,， 186 
余生， Noethe-， 145 
保 黎 ，Paull， 342 


施 米 符 ，HimanaT (〈 英 译 Schmidt)， 


1951 
施 玉 人 水 。Schreier,， 109 


+ 
格 列 水 ，Gleason， 463 
赂 演 ，Grran， 237 
诺 斌 骂 ，Neumann， 360 
埃 尔 米 特 ，Hermite， 338 
乱 尔 浙 ，Nielson,， 109 
铃木 通 夫 〔〈 英 译 Suzuki)， 389 
条 过 更 ，Tlolyoke, 89 


十 一 画 
备 卡 尔 ，Descartes， 38 
规 维 ，ILevri， 110 
密 虽 ，Miller， 79 
哪 尔 ，Ore， 145 


款 色 尔 ，Ryser， 450 
维 苦 德 ， Wielandt， 153 
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维特 ，Witt， 193 


十 二 画 
岂 雷 ，Cayley， 11 
玫 . 遍 谢 ，San Soucie， 427 
其 可 晤 ，、Scott， 29 
斯 可 尔 湿 可 夫 ，CKOopHRKOB ( 英 泽 
Skornyakov), 427 
塔 埋 ，Tarry， 452 
三 其 特 衣 ，Ostrony， 467 


十 三 画 


雷 马 克 ，Remark， 151 
年 符 ，Wright， 456 


十 四 画 


M. 秋水，Marshall Hall, Jr., 本 书 


作者 
P. 赫 尔 ，Philip Hall， 157 
攻守 ，Hasse， 47I -一 472 


楷 季 豪 斯 ，Zassenhaus， 145 
十 五 画 以 上 
德 沙 格 。Desargues,， 400 
稚 夫 曙 ，Hoffman,， 472 
穗 德 人 尔 。Holder， 145 


戴 德 金 ，Dedeklind， 139? 
玫 德 本 ，Wedderburn， 151 


特殊 记号 索引 


本 书 采用 的 一 系列 记号 是 标准 的 ， 其 中 包括 : 集合 包含 
式 记 号 4 忆 了 是 说 4 包含 8 .4 了 有 是 说 4 真 包含 有 B,4SEB 
是 说 4 包含 在 下 内 ,4 己 了 3 是 说 4 真 包含 在 如 内 ;ak64 是 说 
a 属于 集合 4; eaj 是 说 a 整 除 5,a 三 5 (modm) 是 说 4 取 模 
1 而 与 5 回 余 . 还 有 下 列 标准 用 法 ， 在 记号 上 加 一 短线 来 表 
示 关 系 的 否定 ,例如 : p1s 是 说 ?不 整除 s, y 和 《G 是 说 ?不 属 
十 C， 
ox 一 > y 或 y 一 (x)a， 了 映射 或 同 态 ，3 
ca: 二 -> y, 一 一 有 鼎 射 或 同 构 ，4 
“一 (31) 并 换 ， 
HUK, 并 ，12 
HANANK, 交 , 12 
{KK}， 由 天 生成 的 群 ， 12 
[G:H1,，H 在 G 内 的 指数 ， 13 
Nn《S), 5 在 互 内 的 正规 化 于 ， 17 
Gnu(S), SS 在 互 内 的 中 心 化 子 ， 17 
Hs G/T， 上 日 是 G 对 TT 的 两 千 ， 32 
g"，& 是 作用 于 8 的 算 子 ，。 34 
4 X B, 坟 积 ， 38 
1 ， 第 卡 儿 乘积 ， 39 


EE “Xn), 党 换 中 的 圈 ， 02 
4 宕 B, 4 与 B 同 构 ， 74 
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1 ~ 
~ 人 一 


G i 对,G 乘 五 的 织 积 ， 95 

[x], 不 大 于 xy 的 最 大 整数 ， 95 
j~g, 了 {等 价 于 g， 106 

P(f) = | 的 傍 系 代表 ， 112 
4 之 5， 4a 议 住 6， 135 
4;<I4;-1,Ai 在 4;-1 内 是 正规 的 ， 144 
(ry) 一 2TIIxy， 换 光子 ， 159 
(xi 1 Tn) 简单 所 位 子 ， 1 ?9 
0 二 BCG), G 的 弗 拉 梯 尼 子 群 ， 180 
Km)， 成 比 马 斯 水 数 ， 125 

r+，R+， 有 理 数 和 实数 加 法 群 。 223 
Z(p”)， 一 个 阿 风 尔 群 。 224 

Xe)， 特 征 标 ， 224 

Vcsk(8) 或 V(g)， 元 素 8 的 转移 ， 233 
(ax;z)， 因 子 组 内 的 因子 ， 253 

zx， 傍 系 代表 ， 259 

由 ， 右 理想 的 百 和 ， 297 

转 ， 双 侧 理 想 的 直 和 ， 297 

(f', 有 7)， 对 称 的 双 线 性 纯 量 积 ， 309 
HI、 自由 乘积 ， 357 

Lr+, y]， 李 葬 积 ，。 376 

0 -> 有 R， 透视 ， 400 

*' 1jo0， 三 元 运算 ， 407 

(x,y，z)， 结 合 着 ， 433 
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.代数 定律 

映射 

. 群 和 耕 干 有 关 体 系 的 定义 
. 子 群 ， 同 构 ， 同 态 


， 共 斩 者 和 共 恩 类 
， 二 重 傍 系 
关于 无 限 群 的 附注 
群 的 例子 
子 群 和 同 态 

， 正 规 子 群 
同 态 EN 的 核 
丙 群 


算 子 

下 积 和 企 卡 ) 乘积 

尔 群 初步 

， 阿 页 尔 群 的 定义 ， 循 环 群 
ee 
:有限 阿 贝尔 群 .不 变 


PPPAPPAPAPPDPP 


下 


>: :> > 


阿 


CD (CD 


， 拉 格 朗 日 定理 的 逆 定 理 不 成 立 
三 个 西 罗 定理 
. 有限 p 和 群 


人 上 上 人 人 


nn 
前 
us: 


加 


9 


， 图 

， 传 还 性 

.用 置换 表示 群 

.人 交 蕉 群 An 

， 不 传递 群 ， 次 下 积 

.本 原 群 

.多 重 传 远 群 

， 约 当 定 理 

织 积 .对 称 群 的 西 罗 子 群 


.代数 体系 的 目 同 构 

， 群 的 目 同 构 ， 内 目 同 构 
， 群 的 全 形 

完备 群 
正规 乘积 ( 或 半 盏 积 ) 


O) GO) GO) G) DO CnmnCnCnCnCnCnCn Cn Cn 


1 二 


， 傍 系 ， 拉 格 明 日 定理 .循环 群 . 


指数 


阶 为 PP，p2，pd， p 3 的 和 群 


1 .自由 群 的 定义 
7 . 2 .自由 群 的 子 群 。 施 赖 尔 方法 
3 ， 目 由 和 群 的 子 群 的 目 由 生成 元 素 ， 果 和 尔 示 方法 

第 八 草 格 和 合成 序列 
1 . 偏 序 集合 
2. 格 
.3 . 模 格 和 半 模 格 
. 4 . 主 序列 和 合成 序列 
5 .种 接 分 解 

6 . ee 列 


9 .2. 可 解 群 
9 .3 . 天 于 可 解 群 的 推广 的 西 罗 定理 
9 . 4 . 天 于 可 解 群 的 进一步 的 结果 
邓 群 和 需 雾 群 
.定义 
， 下 和 上 中 心 序列 
， 需 雾 群 的 理论 
， 群 的 弗 拉 梯 尼 子 群 
超 可 解 群 
换 位 子 
， 集 积 过 程 
， 维 符 公 式 .， 基底 定 理 
第 十 二 章 和 群 理论 ; 正则 p 和 群 


1 
山 
二 


1 2 . 1 .初步 结果 
1 2 . 2 . 伯 息 赛 德 基 故 定理 . p 和 群 的 目 同 构 
1 2 . 3 ， 集 积 公 式 
12.4. 正则 p 人群 
1 2 . 5 .一些 特 殊 p 群 。 哈 密 尔 顿 群 
第 十 三 章 阿 贝 尔 群 理论 的 继续 


1 3 . 1 . 加 法 群 .。 群 取 模 1 

1 3 .2 . 阿 贝 尔 群 的 特征 标 ， 阿 贝尔 群 的 对 侦 

1 3 . 3 . 可 除 群 

1 3 . 4 . 纯 子 群 

] em 9. 一 般 注 解 
第 十 四 重 单项 表示 和 转移 

1 4 . 1 .单项 置换 

1 4 . 2 ， 转移 

1 4 . 3 . 伯 息 赛 德 定理 

1 4 . 4 .P . 区 尔 、 格 润 和 维 兰 人 德 的 定理 
第 十 五 革 和 群 的 扩张 和 群 的 上 同调 

1 5 . 1 . 正规 子 群 和 两 群 的 合成 

1 5 ， 2 ， 中心 扩张 

1 5 . 3. 循环 扩张 

15 . 4 . 定义 天 系 和 扩张 

1 5 .5 . 和 群 环 和 中 心 扩张 


15.6. 二 重 模 
1 5 . 7 . 上 链 ， 上 边缘 和 上 同调 群 
1 5 . 8 . 上 同调 对 扩张 理论 的 应 用 
第 十 六 章 ”和 群 的 表示 
1 6 . 1 . 一般 注解 
1 6 . 2 . 短 阵 表示 .特征 标 
1 6 . 3 .完全 可 约 性 定理 
1 6 . 4 . 半 单 纯 的 群 环 和 普通 表示 
1 6 . 5 .绝对 不 可 约 表 示 . 单纯 环 的 结构 
1 6 . 6 . 在 普通 特征 标 之 间 的 关系 
1 6 . 7 . 非 本 原 表示 
1 6 . 8 . 特征 标 理论 的 铬 干 应 用 
1 6 . 9 . 本 表示 和 正 交 表示 
1 6 . 10 . 和 群 表示 的 几 个 例子 
第 十 七 章 自由 乘积 和 共 合 乘积 
17. 1 . 自由 乘积 的 定义 
1 7 . 2 . 共 合 乘积 
1 7 . 3 . 库 罗 什 定 理 
第 十 八 章 ” 伯 恩 赛 德 问题 
1 8 . 1 .问题 的 表述 
18.2.n=2 和 n=3 时 的 但 恩 赛 德 问题 
18.3.B(4,r) 的 有 限 性 
18.4. 局 限 的 匠 轧 赛 德 问题 ，P .区 尔 和 希 格 曼 的 定理 . B( 6 ,rr 
) 的 有 限 性 
第 十 九 革 ” 子 群 的 格 
1 9 . 1 . 一般 性 质 
1] 9 . 2 . 局 部 循环 群 和 分 配 格 
19. ao 
第 二 十 革 和 群 论 和 射影 
20.1. 
2 0 . 2 . 下 射 和 人 德 阔 格 定理 
2 0 . 3 . 坐标 的 导入 
2 0 . 4 . 韦 蔓 化 - 魏 德 本 体系 . 赫 尔 体 系 
2 0 . 5 . 成 方 平面 和 人 德 阔 格 平面 
2 0 . 6 . 魏 德 本 定理 和 阿 廷 - 左 恩 定理 
2 0 . 7 . 二 重 传 递 群 和 准 域 
2 0 . 8 .有限 平面 ， 吉 鲁 区- 累 色 尔 定理 
2 0 . 9 . 有 限 平面 的 直射 
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